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Zusammenfassung: Vorgestellt werden Konzeption
und Erfahrungen einer Unterrichtseinheit fiir die Se-
kundarstufe 11, in der Schiiler ein Austauschmodell fiir
die Wanderung der 1-Euro-Miinzen zwischen
Deutschland und den iibrigen Euroldndern entwickelt
haben. Die Einheit basiert auf den Auszihlungsergeb-
nissen des FEuro-Projekts von Strick am Landrat-
Lucas-Gymnasium in Leverkusen.

Auf der Grundlage des Modells wird eine langfristige
Prognose fiir die Entwicklung des Anteils auslindi-
scher bzw. deutscher 1-Euro-Miinzen in Deutschland
erstellt. Da der Miinzenaustausch mit Hilfe von Re-
kursionsgleichungen beschrieben wird, erweist sich
das Tabellenkalkulationsprogramm Excel als wichti-
ges Instrument zur Modellierung und Veranschauli-
chung.

1 Das Euro-Projekt von Strick

Zum 1. Januar 2002 wurde der Euro in 12 der da-
mals 16 EU-Lénder als gemeinsame Wihrung ein-
gefiihrt. Jede neue Miinzsorte hat eine Seite, die
den Wert der Miinze zeigt und in allen Lindern
gleich aussieht. Auf der anderen Seite befindet sich
ein Motiv, das von den Léndern individuell gestal-
tet werden konnte.

Befanden sich zum Eurostart noch alle Miinzen in
ihrem Ursprungsland, so begann unmittelbar da-
nach aufgrund von Handel und Reise eine Durch-
mischung der Miinzen, die von vielen Menschen
neugierig verfolgt wird. Wéahrend uns der Anblick
von franzosischen oder niederlindischen Euromiin-
zen inzwischen recht vertraut geworden ist, sind
finnische oder portugiesische Miinzen nach wie vor
sehr selten.

Um den Durchmischungsprozess der Miinzen zu
untersuchen, fiihrt das Landrat-Lucas-Gymnasium
in Leverkusen unter Leitung von Heinz Klaus
Strick seit der Euro-Einfiihrung ein Projekt durch.
In monatlichen Abstdnden wird eine Stichprobe
von jeweils 500 Miinzen verschiedener Sorten (1-
Euro, 10-Cent, 1-Cent) nach ihrer Herkunft ausge-
zahlt. Die Stichprobe stammt von der Volksbank
Rhein-Wupper, die die Miinzen zufillig aus ihren
Kundeneinzahlungen herausgreift (siehe Strick
(2003) sowie die Homepage des Landrat-Lucas-
Gymnasiums). Tab. 1 und Abb. 1 zeigen die Aus-
zahlungsergebnisse fiir die 1-Euro-Miinzen in tabel-
larischer bzw. graphischer Form. Dabei gibt S die
Anzahl der deutschen Miinzen in der monatlichen
Stichprobe an.

Monat S Monat N
Dez 01 500 Mrz 03 445
Jan 02 491 Apr 03 460
Feb 02 491 Mai 03 449
Mrz 02 489 Jun 03 448
Apr 02 486 Jul 03 440
Mai 02 479 Aug 03 441
Jun 02 491 Sep 03 445
Jul 02 470 Okt 03 258
Aug 02 475 Nov 03 444
Sep 02 469 Dez 03 443
Okt 02 467 Jan 04 443
Nov 02 467 Feb 04 449
Dez 02 469 Mrz 04 439
Jan 03 456 Apr 04 408
Feb 03 465 Mai 04

Tab. 1: Auszdhlungsergebnisse des Landrat-Lucas-
Gymnasiums in tabellarischer Form

Die Eurowanderung wird auch von dem Freiberger
Statistiker Dietrich Stoyan im Rahmen seines Pro-
jektes  EURODIFF untersucht. Miinzmeldungen
werden dabei per Internetformular gesammelt und
statistisch ausgewertet'. Im Gegensatz zu den Le-
verkusener Ergebnissen ist es bei Stoyans Daten al-
lerdings deutlich schwieriger, einen klaren Trend zu
erkennen, so dass sie sich nicht in gleichem Mafle
fiir die Verwendung im Unterricht eignen. Stoyan
fiihrt die verhéltnisméBig starken Schwankungen
seiner Daten im Wesentlichen auf zwei Ursachen
zuriick. Zum einen gab es anfangs {iberproportional
viele euphorische Meldungen iiber ausldndische
Miinzen, so dass die Gesamtheit der Meldungen
nicht reprisentativ war. Zum anderen spielen wohl
auch Sammler (,,Miinzhorter* — wie Stoyan sie
nennt) eine Rolle, die ausldndische Miinzen aus
dem Umlauf ziehen und damit den Durchmi-
schungsprozess scheinbar verlangsamen.

Strick hat die Auszéhlungsergebnisse seines Euro-
Projeks im Mathematikunterricht der Mittelstufe
ausgewertet. Mit Hilfe von Excel haben seine Schii-
ler Trendlinien erstellt, mit denen relativ zuverlas-
sige Aussagen liber die Entwicklung der Stichprobe
in den kommenden Monaten getroffen werden
konnten (Strick (2003), S. 266f.).

! Stoyans Ergebnisse findet man unter der Adresse:
www.mathe.tu-freiberg.de/inst/stoch/
Stoyan/euro/euro.html
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Abb. 1: Entwicklung der Anzahl der deutschen 1-Euro-Miinzen der Stichprobe fiir zwei unterschiedliche p

Allerdings wurden dabei auch die Grenzen dieser
Modellierung deutlich, denn Trendlinien zeigen
Miinzanteile, die unter 0% fallen wiirden. ,Die
Schiilerinnen und Schiiler erkannten sofort, dass
hier die linearen Modelle die Entwicklung nicht an-
gemessen wiedergeben konnen.* (ebd.)

2 Die Wanderung der Euromuinzen
als Austauschprozess

Hier soll eine Unterrichtseinheit fiir den Stochastik-
unterricht der Oberstufe vorgestellt werden, in der
eine lédngerfristige Prognose fiir die Entwicklung
des Anteils auslidndischer 1-Euro-Miinzen in
Deutschland auf der Basis eines Austauschmodells
entwickelt wurde. Der Einheit liegt ein offener Ein-
stieg in den Themenbereich ,,Austauschprozesse*
zugrunde. Dabei haben die Schiiler die Wanderung
der Euromiinzen parallel zu einem weiteren Prob-
lem, dem Austausch von Ionen zwischen zwei Zel-
len, bearbeitet und ihre Fragen, Uberlegungen und
Ergebnisse mit Hilfe eines Forschungshefts fest-
gehalten (siehe Kratz (2004)). Der Einstieg verzich-
tet bewusst auf eine vorherige Behandlung des Mat-
rizenkalkiils, damit die selbststindige Entwicklung
einer Modellierung stérker im Zentrum des Unter-
richts stehen kann.

Zum Eurostart wurden insgesamt ca. 50 Milliarden
neue Miinzen geprigt, davon 4,8 Milliarden 1-

Euro-Miinzen. Tab. 2 zeigt, welche Anteile dabei
auf die einzelnen Lander entfallen sind.

An-

Land Anteil | Land teil

Deutschland |32,9% | Osterreich 3,5%
Frankreich 15,8% | Griechenland | 2,6%
Italien 15,4% | Portugal 2,5%
Spanien 13,7% | Finnland 2,1%
Niederlande |5,4% |Irland 2,1%
Belgien 3,8% |sonstige 0,2%

Tab. 2: Prigeanteile der einzelnen Linder zur Euroein-
fiihrung (Quelle: www.ecb.int)

Neben diesen allgemeinen Informationen standen
den Schiilern auflerdem die Auszdhlungsergebnisse
des Landrat-Lucas-Gymnasiums zur Verfiigung
(Tab. 1 und Abb. 1). In der Auseinandersetzung mit
der Problemsituation haben die Schiiler folgende
Kernideen entwickelt (vgl. Kratz (2004)):

e Wie werden sich die Anteile ausldndischer
bzw. deutscher 1-Euro-Miinzen in der Stichprobe
entwickeln?

e (Gibt es einen Prozentwert, dem sich der Anteil
der deutschen Miinzen in der Stichprobe anna-
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hert? (Dabei waren die Vermutungen zum weite-
ren Verlauf sehr unterschiedlich: Der Anteil der
deutschen Miinzen in der Stichprobe wird sich
immer weiter a) 0%, b) dem Pridgeanteil von
32,9% oder c) 50% annéhern.)

e Wann wird es genauso viele, wann deutlich
mehr auslidndische als deutsche Miinzen in der
Stichprobe geben?

e Wie ldsst sich die Verdnderung der Anteile
innerhalb einer bestimmten Zeit, zum Beispiel
innerhalb eines halben Jahres, darstellen?

e Welche Funktion beschreibt die Entwicklung
des Anteils ausliandischer bzw. deutscher Miin-
zen in der Stichprobe?

Die Kernideen fiihrten zur Entwicklung eines Aus-
tauschmodells fiir die Wanderung der Euromiinzen,
das sich am Modell der Ionendiffusion zwischen
zwei Zellen orientiert. Die Analogie lésst sich her-
stellen, wenn man nicht mehr alle 12 verschiedenen
Herkunftsldnder einzeln betrachtet, sondern nur
noch zwischen deutschen und ausldndischen Miin-
zen unterscheidet. Ein solches Realmodell fiihrt auf
einen diskreten linearen Austauschvorgang zwi-
schen zwei Zustidnden, bei dem die neue Verteilung
nach einem Zeitschritt mit Hilfe von Rekursi-
onsgleichungen berechnet werden kann. Bezeichnet

man mit N, bzw. N, die Zahl deutscher 1-Euro-
Miinzen, die sich im Inland bzw. Ausland befinden,
so ergibt sich fiir die neue Verteilung N, bzw.

N nach einem Zeitschritt:
N/ =(-p)N,+rN, und
N =pN,+(1-r)N, .

Dabei ist p der Prozentsatz aller Miinzen in
Deutschland, die wihrend des Zeitschritts ins Aus-
land hinauswandern und umgekehrt » der Prozent-
satz der Miinzen im Ausland, die nach Deutschland
hineinwandern (siche Abb. 3). AuBlerdem wird an-
genommen, dass diese allgemeinen Prozentsitze
auch fiir die deutschen 1-Euro-Miinzen im Inland
bzw. im Ausland gelten.

p
Deutsch- > Ausland
land
N 1 < " N A

Abb. 3: Schematische Darstellung des Austauschs von
Euro-Miinzen

Eine geschlossene Modellbildung gelingt aber erst,
wenn man davon ausgeht, dass die Gesamtmenge
an 1-Euro-Miinzen in jedem Land konstant bleibt,
das heif3t, dass die ,,Handelsbilanz* zwischen ,,ein-
gefiihrten™ und ,,ausgefiihrten Miinzen ausgegli-
chen ist. Dies bedeutet, dass die Ubergangsanteile p
und r in folgender Weise voneinander abhingen
miissen:

Gesamtmenge aller Miinzen in Deutschland + p =
Gesamtmenge aller Miinzen im Ausland « r

Aufgrund der Priageanteile der Euroldnder ergibt
sich daraus eine Bedingung, die im Folgenden Bi-
lanzbedingung genannt werden soll:

r=0,329 p/(1-0,329)

Wire die Bilanzbedingung nicht erfiillt und bei-
spielsweise r < 0,329 p/(1-0,329), so wiirde die

Anzahl aller Miinzen in Deutschland von urspriing-
lich ca. 16,54 Milliarden nach und nach auf einen
geringeren Wert absinken. Der Bedarf an Miinzen
als Zahlungsmittel, der von der Deutschen Bundes-
bank urspriinglich kalkuliert wurde, wére dann
nicht mehr ausreichend gedeckt.

Die meisten Schiilergruppen gelangten nicht durch
eine abstrakte Uberlegung zur Bilanzvorstellung,
sondern durch das Experimentieren mit konkreten
Zahlen: ,Innerhalb des ersten halben Jahres wan-
derten ca. 3,8% aller Miinzen aus Deutschland in
die tibrigen Euro-Léander, dies sind ca. 60 Millionen
Miinzen. Wenn wir davon ausgehen, dass fiir jeden
Euro, der ins Ausland geht, ein Euro zuriickkommt,
miissen aus den Euro-Lidndern in dieser Zeit auch
60 Millionen Miinzen nach Deutschland gewandert
sein. Das entspricht einem Anteil von ca. 1,8% aller
Miinzen im Ausland.*

Im Rahmen einer vereinfachenden, schulischen
Modellbildung ist es sicherlich sinnvoll, die Bi-
lanzbedingung vorauszusetzen. Es sollte den Schii-
lern allerdings bewusst werden, dass es sich um ei-
ne idealisierende Annahme handelt, deren Legitimi-
tét letztlich aufgrund weiterer Daten iiberpriift wer-
den muss.

Insgesamt darf die scheinbare Einfachheit der Rekur-
sionsgleichungen nicht dariiber hinwegtéuschen, dass
es sich um einen anspruchsvollen Modellbildungs-
prozess handelt, der einen Wechsel ldngerer Gruppe-
narbeits- und Plenumsphasen erfordert. Folgende
Schwierigkeiten sind bei der Durchfithrung aufgetre-
ten:

e Den Schiilern gelingt es nicht, die komplexe
Situation so weit zu vereinfachen, dass ein reales
Modell als Ausgangspunkt fiir die Mathemati-
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sierung entsteht. (Eine mogliche Hilfestellung
besteht darin, zunéchst qualitativ die Parallelen
zum lonenaustausch zwischen zwei Zellen her-
auszuarbeiten, indem Entsprechungen gesucht
werden:
Ionen/1-Euro-Miinzen;
1.Zelle/Deutschland; 2.Zelle/Ausland;
typischer Zeitschritt: 1 Minute/1 Monat)

e Die FEinfiihrung geeigneter Variablen miss-
lingt. (Hilfsfragen: Welche GroBen sind fiir uns
interessant? Welche Groflen verdndern sich?)

e Die Schiiler haben Schwierigkeiten, aufgrund
der empirischen Daten die Austauschanteile p
und r fiir einen bestimmten Zeitraum abzuschit-
zen. (Hilfe: Wiederholung von Abschétzungs-
techniken)

e Die Schiiler konnen zwar fiir konkrete Zahlen-
beispiele die Verteilung nach einem bestimmten
Zeitschritt berechnen, aber keine allgemeinen
Rekursionsgleichungen  formulieren.  (Hilfe:
Schrittweise ,,Ubersetzung** konkreter in abstrak-
te Rechenterme)

e Die Mathematisierung enthélt redundante Tei-
le, weil nicht nur die beiden Variable

N, (deutsche Miinzen in Deutschland) und

N, (deutsche Ausland)

eingefiihrt werden, sondern zwei weitere Variab-
len fiir die ausléndischen Miinzen in Deutschland
bzw. im Ausland. (Als Hilfe bietet es sich an, in
Form eines Einschubs eine klassische Problem-
loseaufgabe bearbeiten zu lassen, die hier in der
Einkleidung von Leuders vorgestellt werden soll:
»Zwei Gléser sind mit der gleichen Menge Rot-
wein bzw. Weilwein gefiillt. Nun entnimmt man
ein Zehntel (oder alternativ: einen Essloffel,
Anm. des Autors) des Rotweines und mischt ihn
in den WeiBiwein. Dieselbe Menge des vermisch-
ten Weins fiillt man wieder in den Rotwein zu-
riick. Ist nun mehr Rotwein im Weilwein oder
umgekehrt? (Leuders (2003), S. 121) Diese
Aufgabe bietet viele Anldsse zum Begriinden
und Argumentieren und verdeutlicht, dass die
Vermischungsanteile aufgrund der Komplemen-
taritdit der Situation gleich sein miissen: Die
Menge an WeiBlwein, die im Weillweinglas fehlt,
muss sich im Rotweinglas befinden und umge-
kehrt. Wenn man von der Bilanzbedingung aus-
geht, gilt eine entsprechende Aussage auch fiir
das Europroblem, so dass die oben beschriebene
Verdopplung der Variablen vermieden werden
kann.)

Miinzen im

e Die Bilanzbedingung wird nicht formuliert o-
der kann nicht mathematisiert werden. (Hilfe:

Durchspielen von Szenarien, bei denen die Bi-
lanzbedingung verletzt ist)

3 Excel als wesentliche Hilfe im
Modellierungsprozess

Aufgrund der Auszdhlungsergebnisse der ersten
beiden Monate in Abb. 1 konnten die Schiiler Wer-
te fiir die Ubergangsanteile p und » grob abschiit-
zen. Der Riickgang von 500 auf 491 deutsche Miin-
zen entspricht einem p von 0,018. Damit konnten
siec die monatliche Entwicklung der Euro-
Verteilung mit Hilfe von Excel iterativ berechnen
und graphisch darstellen. Um einen Bezug zur Le-
verkusener Stichprobe herzustellen, sind die Schii-
ler von einer Gesamtmenge von 500 1-Euro-
Miinzen ausgegangen und haben dargestellt, wie

sich N, (x) als Anzahl deutscher 1-Euro-Miinzen

in der Stichprobe monatlich veridndert. Dabei be-
zeichnet x die Anzahl der Monate nach der Euro-
einfiihrung. In die Exceltabelle wurden auch die
tatsdchlichen Stichprobenwerte S(x) eingefiigt,
damit ein direkter Vergleich mit den Modellwerten

N, (x) moglich ist (Tab. 4a).

r p

0,003432 0,007

x Ny(x) Se) | (Nix)-S(x))’

Dez 01 0 500,00 500 0,00
Jan 02 1 496,50 491 30,25
Feb 02 2 493,04 491 4,15
Mrz 02 3 489,61 489 0,37
Apr 02 4 486,22 486 0,05
Mai 02 5 482,86 479 14,91
Jun 02 6 479,54 491 131,33
Jul 02 7 476,25 470 39,11
Aug 02 8 473,00 475 3,99
Sep 02 9 469,78 469 0,61
Okt 02 10 466,60 467 0,16
Nov 02 11 463,45 467 12,63
Dez 02 12 460,33 469 75,20
Jan 03 13 457,24 456 1,54
Feb 03 14 454 19 465 116,90
Mrz 03 15 451,17 445 38,02
Apr 03 16 448,18 460 139,82
Mai 03 17 445,22 449 14,32
Jun 03 18 442 29 448 32,63
Jul 03 19 439,39 440 0,37
Aug 03 20 436,52 441 20,05
Sep 03 21 433,68 445 128,05
Okt 03 22 430,88 258 29886,05
Nov 03 23 428,10 444 252,91
Dez 03 24 425,35 443 311,63
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Jan 04 25 422,63 443 415,11
Feb 04 26 419,93 449 844,89
Mrz 04 27 417,27 439 472,27
Apr 04 28 414,63 408 43,98
Mai 04 29 412,02 Summe
Jun 04 30 409,44 33031,30

Tab. 4: a) Exceltabelle zur Berechnung von N, (X) fiir

p = 0,007 b) Letzte Spalte: Erweiterung zur Bestimmung
der Summe der quadratischen Abweichungen

Excel erwies sich aus zwei Griinden als optimales
Hilfsmittel zur Untersuchung des Austauschpro-
Zesses.

1. Die Schiiler konnten die Variable p sehr ein-
fach variieren, indem sie den entsprechenden
Zelleninhalt iiberschrieben. Da Excel Rechnung
und Graph automatisch anpasst, erhielten die
Schiiler eine unmittelbare Riickmeldung dar-
iiber, welchen Einfluss die jeweilige Verdnde-
rung auf den Durchmischungsprozess hat. Da-
mit konnte in hervorragender Weise der Aspekt
der , Kovariation“, das heiflt des ,,Miteinander-
Variierens®™ (Malle (2000)) zweier Groflen ver-
anschaulicht werden.” Abb. 6 (ndchste Seite!)
zeigt zwei Entwicklungen der Stichprobe fiir un-
terschiedliche p.

2. Die Schiiler konnten sofort entdecken, dass
sich in diesem Modell die Verteilung der Euro-
miinzen einer Gleichgewichtsverteilung annéa-
hert, die den urspriinglichen Prigeanteilen ent-

N gy =500

Miinzen stabilisiert sich die Zahl der deutschen
Miinzen in der Stichprobe am Ende des Durch-
mischungsprozesses immer bei ungefahr 165
deutschen Miinzen, unabhéingig davon, welchen
Parameter p man wihlt.?

spricht. Bei einer Stichprobe von

Durch das Variieren erkannten die Schiiler den funk-
tionalen Zusammenhang, der zwischen der Variablen
p und der Geschwindigkeit des Durchmischungspro-
zesses besteht: ,,Wenn man ein groBeres p wahlt, sinkt
der Anteil der deutschen Euromiinzen in der Stich-
probe schneller und die Gleichgewichtsverteilung
wird in kiirzerer Zeit erreicht.” Diese Einsicht war fiir
den weiteren Verlauf der Unterrichtseinheit entschei-
dend, denn nun stand die Frage im Raum, welches p
eigentlich optimal ist, das heif3it, welches p am besten
zu den bisherigen Auszidhlungsdaten passt?

? Hier zeigte sich erneut, dass neben dynamischer Geometrie-
Software (vgl. Elschenbroich (2003)) auch das Tabellenkalku-
lationsprogramm Excel das Ziel einer Erziehung zum funktionalen
Denken (Kriiger (2000)) wesentlich unterstiitzen kann.

? Diese Eigenschaft des Modells folgt aus der Bilanzbedingung.

Zunichst probierten die Schiiler so lange, bis das
von ihnen gewihlte p zu einem graphischen Ver-
lauf der Miinzverteilung fiihrte, der den bisherigen
Datenpunkten optisch moglichst nahe kommt. Die
Ergebnisse der verschiedenen Schiilergruppen zeig-
ten, dass p, bezogen auf einen Zeitraum von einem
Monat, in einem Bereich zwischen 0,004 und 0,009
liegen sollte. Was den Grad der Exaktheit betriftt,
geht dieses Probieren mit Excel bereits iiber das
Freihandzeichnen einer Ausgleichskurve auf Papier
hinaus, da fiir alle Werte von p die Entwicklung mit
Hilfe der Rekursionsgleichungen berechnet wird.

Allerdings merkten die Schiiler, dass diese Lo-
sungsmethode die Frage nach dem optimalen p
noch nicht vollig zufrieden stellend beantworten
kann, weil sich kleine Unterschiede in der Wahl
von p deutlich auf langfristige Prognosen auswir-
ken. An dieser Stelle duerte eine Schiilerin den
Vorschlag, die Trendfunktion von Excel zu ver-
wenden, die der Kurs bereits bei der Beschéftigung
mit der Methode der linearen Regression kennen
gelernt hatte. Da den Schiilern auflerdem bekannt
war, dass die Entwicklung der Miinzenverteilung
durch eine Exponentialfunktion dargestellt wird
(siche Kratz (2004)), wollte die Schiilerin fiir das
jetzige Problem die Option ,.exponentieller Typ*
verwenden. Dieser Vorschlag wurde aufgegriffen
und die entsprechende Trendfunktion gezeichnet.

Dabei fiel den Schiilern etwas Unerwartetes auf:
Excels exponentielle Trendlinie néhert sich fiir gro-
Be Zeiten asymptotisch dem Wert 0 an, wéihrend die
Schiiler bei ihrer bisherigen Vorgehensweise eine
Anndherung an eine Gleichgewichtsverteilung mit
etwa 165 deutschen Miinzen erhalten hatten. Ein
Blick in das Hilfemanual von Excel konnte kléren,
wie es zu dieser Abweichung kommt. Bei der Opti-
on ,exponentielle Trendfunktion” geht das Pro-
gramm immer von einer Funktion der Form

b . . .
f(x)=ce™ aus, was immer eine asymptotische

Anndherung an 0 bedeutet. Excel stellt also nicht
den Funktionstyp zur Verfiigung, der zur Beschrei-
bung dieses Problems erforderlich wire.

Durch eine sukzessive Umformung der Rekursi-
onsgleichungen ist es aber einigen Gruppen gelun-
gen, die Funktion zu entdecken, die — in diesem
Modell — tatséchlich hinter der Verinderung der
Euroverteilung steckt. Zunichst haben die Schiiler
die Nebenbedingung

Ngcs :Nl(x)+NA(x)

formuliert, um auszudriicken, dass die Gesamtzahl
deutscher 1-Euro-Miinzen konstant bleibt. Damit
kann die Rekursionsgleichung
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N =(1-p)N,+rN,
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Abb. 6: Entwicklung der Anzahl der deutschen 1-Euro-Miinzen der Stichprobe fiir zwei unterschiedliche p

so umgeformt werden, dass nur noch N, und die

auftreten. Fir die ersten Zeit-

S

konstante Grofie N,
schritte ergibt sich

N (1)=N,(0)-(1=p)+ (N —N,(0))-r
=N (0)-(l=p=r)+ Ny 7
bzw.
N,(2)=N,0)-(1-p-r)*+
Ny r-(l=p—r)+ Ny -r
und

N,(3)=N;(0)-(1-p-r)*+

Nges-r-[(l—p—r)2+(l—p—r)+1]

Die Schiiler erkannten die GesetzmiBigkeit, die
der Bildung dieser Terme zugrunde liegt, und ver-
allgemeinerten

N (x)=N,0)-(1-p-r)"+

x—1 x=2
Ny r-[Ad=p=r)"+0=p-r)"7"+... +1]

SchlieBlich wurde der Term in eckigen Klammern
mit Hilfe der Summenformel fiir geometrische Rei-
hen in geschlossener Form dargestellt:

N (x)=N,0)-(1-p-r)"+

Ny 7-[=(=p=r)"[(p+r].

Damit wurde deutlich, dass die Verteilung inner-
halb des Modells durch eine ganz bestimmte Expo-
nentialfunktion beschrieben wird. Da der Funkti-
onsterm aus einem diskreten Modell hergeleitet
wurde, stand die Variable x zunéchst fir die Zahl
ganzer Monate. Fiir die Schiiler war es aber unmit-
telbar einsichtig, dass die Verteilung nun auch fiir
Zwischenzeiten, zum Beispiel fiir zweieinhalb
Monate, angegeben werden konnte. Auf diese
Weise war es gelungen, Aussagen iiber beliebige
Zeitpunkte des kontinuierlich ablaufenden Prozes-
ses zu machen. Auflerdem konnten die Schiiler jetzt
formal beweisen, dass sich tatsdchlich die Gleich-
gewichtsverteilung einstellen muss, die sie bisher
nur durch schrittweises Berechnen gefunden hatten:

NI :limx%mN[(x):Nges.r/(p+r)
= Ny -0,329

Im letzten Umformungsschritt wurde die Beziehung
r/(p+7r)=0,329 verwendet, die aus der Bilanzbe-

dingung folgt. Mit Hilfe der Bilanzbedingung
konnte auch die Abhédngigkeit von N, (x) auf die
Variable p reduziert werden. Da alle weiteren Kal-
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kulationen mit Excel erfolgten, war es dafiir aller-
dings nicht notwendig, den uniibersichtlich wer-
denden Funktionsterm explizit aufzuschreiben. Es
reichte, die Ersetzung implizit durch einen entspre-
chenden Zellenbezug in Excel herzustellen.

Den Parameter p hatten die Schiiler anfangs néhe-
rungsweise bestimmt, indem sie den Graphen rein
visuell an den gegebenen Datenverlauf anpassten.
Als Ziel wurde nun formuliert, den Parameter p so
zu wihlen, dass die Summe der quadratischen Ab-

weichungen des prognostizierten Wertes N, (x)
vom tatsdchlichen Wert der Stichprobe S(x) des

jeweiligen Monats moglichst klein wird. Damit
wurde der Ubergang von einem nur abschitzenden
Verfahren zur Regression als quantitativem Ver-
fahren vollzogen. Wiederum erwies sich der Ein-
satz von Excel als duBerst hilfreich, weil die Be-
rechnung der Summe der quadratischen Abwei-
chungen nur einmal eingegeben werden musste
(Abb. 4b)).

Es schloss sich eine explorative Phase an, in der die
Schiiler mit Hilfe von Intervallschachtelungen nach
dem p mit der kleinsten Summe gesucht haben. Da-
bei arbeiteten die Schiiler mit viel Spall und Aus-
dauer. Zur Motivation hat beigetragen, dass die Op-
timierung von p den Charakter eines sportlichen
Wettkampfs zwischen den verschiedenen Gruppen
bekam. (,,Wir haben ein p mit einer noch kleineren
Summe der Quadrate gefunden!*)

Die Schiiler fanden heraus, dass — bei einer Genau-
igkeit von 4 Nachkommastellen — die Summe der
quadratischen Abweichungen am kleinsten wird,
wenn als monatlicher Ubergangsanteil p, = 0,0072
gewihlt wird. Die Summe betrigt dann etwa 33003.
Gleichzeitig fiel ihnen auf, dass diese minimierte
Summe immer noch verhiltnisméBig grof ist. Dies
liegt an dem mit Abstand groften Beitrag vom Ok-
tober 2003, als sich erstaunlicherweise nur 258
deutsche Miinzen in der Stichprobe befanden.

In didaktischer Hinsicht erwies sich dieser ,,Ausrei-
Ber* allerdings als Gliicksfall. Er gab den AnstoB,
zu diskutieren, inwieweit Stichprobenwerte bertick-
sichtigt werden sollen, die sehr stark vom allgemei-
nen Trend abweichen. Die Schiiler vermuteten, dass
die hohe Zahl auslidndischer Miinzen in dieser
Stichprobe durch ein aullergewo6hnliches Ereignis
zustande gekommen sein muss. Beispielsweise
konnte ein aus dem Ausland kommender Handler in
diesem Monat seine Barcinnahmen in der Bank
einbezahlt haben. Viele Schiiler wiesen darauf hin,
dass aufgrund des Ausreiflers der Graph fiir p, =
0,0072 ,,eigentlich zu weit unten verlduft. Um dies

zu korrigieren, wurde nun vorgeschlagen, die Zahl
von 258 durch die Zahl von 444 zu ersetzen, die
nahe bei den Werten des vorangegangenen bzw.
folgenden Monats liegt. Nach dieser Glittung ist
die Summe der quadratischen Abweichungen mit
1665 fiir einen Austauschanteil von p;=0,00587
am geringsten. Abb. 7 (ndchste Seite!) zeigt den
zugehorigen Graphen.

4 Prognose und Diskussion der
Grenzen der Modellierung

Nach der Optimierung von p konnten die Schiiler
ithre Ausgangsfragen beantworten, indem sie die
Exceltabellen und Graphen auswerteten. Unter der
Annahme, dass sich der bisherige Entwicklungs-
trend fortsetzt, erlaubt die Modellierung folgende
Prognosen: Ende des Jahres 2014 wird es etwa ge-
nau so viele deutsche wie ausldndische Miinzen in
der Stichprobe geben.

Der Anteil der deutschen 1-Euro-Miinzen in der
Stichprobe wird erst in den 20er Jahren deutlich in
die Néhe der stabilen Gleichgewichtsverteilung
kommen, sofern es den Euro dann tiberhaupt noch
gibt. Nach der Prognose wird der Anteil der deut-
schen Miinzen frithestens im Jahr 2023 unter 40%
sinken.

Um die Aussagekraft von Prognosen realistisch ein-
schétzen zu konnen, ist es generell wichtig, dass im
Unterricht auch die Grenzen einer bestimmten Mo-
dellierung reflektiert werden. Bei der hier vorge-
stellten Modellierung der Euro-Wanderung trifft
dies in besonderem Mafle zu, weil in die Bildung
des Modells viele vereinfachende Annahmen einge-
flossen sind. Da sich Zweifel an der Giiltigkeit der
Modellierung auch in vielen Eintragungen in den
Forschungsheften widerspiegeln, sollen hier einige
entsprechende Ausziige eingefiigt werden:

(1) ,,Wir kénnen keine ,wahrhaftigen’ zukiinftigen
Statistiken darstellen, da die 2004 hinzukommen-
den Linder in naher Zukunft auch den Euro be-
kommen werden.*

(2) ,,In dem Beispiel gehen wir von den Erstpragun-
gen aus! Doch was passiert mit den neuen Prigungen?
Werden diese mitgezahlt?*

(3) ,,Geniigen iiberhaupt 500 Miinzen, um angeben
zu konnen, dass der Anteil von x Prozent fiir ganz
Deutschland gelten kann? Insgesamt gibt es ja 4,8
Milliarden 1-Euro-Miinzen.*

(4) ,,Welche Bank wurde fiir die Z&hlung ausge-

sucht? Eine grofle Stadt mit hoher Touristenzahl
oder ein Dorf?*
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Abb. 7: Prognose zur Entwicklung der Anzahl der deutschen 1-Euro-Miinzen (p; = 0,00587

Gerade die Auseinandersetzung mit diesen Ein-
wianden erwies sich im Unterricht als fruchtbar,
weil sie den Schiilern ein vertieftes Verstindnis
fiir das Wesen der Modellbildung eréffnete. Wih-
rend der Diskussion erkannten die Schiiler den
Einfluss von Neupragungen, die entweder durch
den Beitritt neuer Eurolédnder (1) oder Nachpré-
gungen in den bisherigen Euroldndern (2) hinzu-
kommen: Da die neuen Miinzen in ihren jeweili-
gen Prigeldndern ausgegeben werden, wird der
Durchmischungsprozess sicherlich etwas langsa-
mer verlaufen, als es die obige Prognose erwarten
lasst. Auch die Fragen, inwieweit der Stichpro-
benumfang (3) und der Ort, an dem die Stichpro-
ben erhoben wurden (4), iiberhaupt eine reprisen-
tative Aussage zulassen, sind sehr gerechtfertigt.
Tatsdchlich zeigen die Auszdhlungsergebnisse
von Ina Heink vom Wiprecht-Gymnasium
Groitzsch/ Sachsen und von Hans-Rudolph Tim-
mig vom Arnold-Gymnasium Neustadt/ Coburg,
dass in beiden Stddten bisher wesentlich weniger
ausldndische Miinzen angekommen sind als in
Leverkusen®. Offensichtlich gibt es in der Bundes-
republik in den verschiedenen Regionen stark un-
terschiedliche Durchmischungsgrade. Diskutiert
wurde auch, inwieweit Verdnderungen der Reise-
gewohnheiten die Entwicklung beeinflussen konn-
ten. Dariiber hinaus basiert die hier vorgenomme-

* Die Auszihlungsergebnisse dieser beiden Gymnasien findet
man zusammen mit den Leverkusener Ergebnissen auf der Ho-
mepage des Landrat-Lucas-Gymnasiums.

ne Modellbildung auf der Bilanzbedingung, deren
Giiltigkeit letztlich nicht feststeht (siche Abschnitt
2).

Insgesamt wurde den Schiilern bewusst, dass es
sich um eine bedingte Prognose handelt, weil das
Modell eine Reihe von Einflussfaktoren unbe-
riicksichtigt 1dsst. Man kann die Geschwindigkeit
der Durchmischung zwar innerhalb eines gewis-
sen Rahmens abschétzen, muss sich aber gleich-
zeitig auf Abweichungen einstellen.

5 Schlussbemerkungen

Die Wihrungsunion innerhalb Europas ist ein his-
torisches Ereignis, das alle Biirger der Eurolénder
unmittelbar miterlebt haben und das sich auf den
Alltag jedes Einzelnen auswirkt. Die Frage, wie
schnell die ausldandischen Euros zu uns kommen,
beriihrt viele wirtschafts- und gesellschaftspoliti-
sche Aspekte und macht den Geldkreislauf in Eu-
ropa erfahrbar. Wéhrend des Unterrichts war deut-
lich zu spiiren, dass dies die Schiiler dazu motivie-
ren konnte, sich auf eine anspruchsvolle Modellie-
rung einzulassen.

Im Vergleich zu anderen Austauschprozessen, die
als Beispiele in Schulbiichern behandelt werden,
besitzt die Wanderung der Euromiinzen einen
Vorteil. Reisegewohnheiten und Handelsbezie-
hungen, die fiir den Miinztransport verantwortlich
sind, dndern sich in der Regel nur langsam. Des-
halb darf man voraussetzen, dass die Ubergangs-
anteile p und r lber lingere Zeitrdume hinweg
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verhéltnisméBig konstant sind. Bei anderen Aus-
tauschvorgéngen ist dies oft ein Schwachpunkt.
Beispielsweise dndern sich die Ubergangsanteile
bei Kiufern bestimmter Produkte, Besucherzah-
len, Wéhlergruppen und auch bei der Zelldiffusi-
on im Verlauf des Prozesses zum Teil so erheb-
lich, dass die Ausbildung eines Gleichgewichtszu-
standes und langfristige zeitliche Prognosen frag-
lich werden.
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Welchen Gewinn-Bonus kann man erwarten?

HENRIK KRATZ, FRANKFURT

Zusammenfassung: Die Postbank bietet eine Spar-
form an, bei der die monatliche Verzinsung eines
Guthabens von der Gewinnziehung der Aktion
Mensch abhdngt. Schiiler untersuchen, warum der
geschdtzte und der berechnete Erwartungswert fiir
den monatlichen Gewinn-Bonus auseinander klaf-

fen.
1 Die Gewinn-SparCard

Seit Mai 2004 bietet die Postbank eine besondere
Art der Verzinsung an, die sogenannte Gewinn-
SparCard. Neben dem Basiszins gibt es einen zu-
séitzlichen Zins, den sogenannten Gewinn-Bonus,
der von den beiden Endziffern der monatlichen

Hauptziehung der Aktion Mensch (Tab. 1) abhéngt.

Beispielsweise erhélt ein Sparer mit einem Gutha-
ben von 6000 Euro jeden Monat den Basiszins von
1,20%. Da im April 2004 die Endziffer 03 gezogen
wurde, wurden dem Sparer fiir diesen Monat zu-
sdtzliche Bonuszinsen in Héhe von 0,25% gutge-
schrieben. Damit ergab sich ein Gesamtzins von
1,45%. Um der Sparform eine zuséitzliche Attrakti-
vitdt zu verleihen, spendet die Postbank fiir jeden
Euro des Gewinn-Bonus, der am Jahresende gutge-

schrieben wird, einen Cent an die Aktion Mensch.

Gewinn-Bonus

Endziffer der Gewinn- || Gewinn-Bonus p.a.
zahl Hauptziehung Ak- | riickwirkend fiir den
tion Mensch Ziehungsmonat
00-20 0,25 %
21-40 0,50 %
41 - 60 1,25 %
61-80 1,80 %
81-98 2,25 %
99 3,75 %

Tabelle 1: Konditionen fiir den Gewinn-Bonus (Quelle:
www.postbank.de/)

Diese Spende wird von der Postbank getragen und
hat keinen Einfluss auf die Zinssumme des Sparers.

2 Schatzung und Berechnung des Erwar-
tungswerts

Die neue Sparform der Postbank wurde im Sto-
chastikunterricht einer 10. Klasse behandelt. Dazu
haben die Schiiler eine Kopie des Faltblatts erhal-
ten, mit dem die Postbank fiir die Gewinn-SparCard
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