Plausibilisierung zahlentheoretischer Erkenntnisse mittels
elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung

UWE FISCHER, BAD BERLEBURG

Zusammenfassung: So einfach sich zahlentheoreti-
sche Probleme oft formulieren lassen, so schwierig
sind andererseits meist zugehorige Beweise, wes-
halb dieser interessante Zweig der Mathematik im
Schulunterricht nur eine geringe Rolle spielt. Des-
halb soll hier in Anlehnung an [1] der Versuch
unternommen werden, mit schulmathematischen
Mitteln unter Verwendung eines naiven Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs Plausibilititen fiir wesentli-
che zahlentheoretische Erkenntnisse herzuleiten.
Da diese Uberlegungen meist zu quantitativen Aus-
sagen fiihren, konnen diese mit Computerhilfe
leicht bis in den sechs- bis neunstelligen Bereich
(oder gar dariiber hinaus) tiberpriift werden.

Diese "experimentelle" Untersuchung zahlentheo-
retischer Fragestellungen durch Kombination von
Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der
Analysis und der Informatik sollte sich zu disziplin-
tibergreifenden Wiederholungen, zur Behandlung in
Arbeitsgemeinschaften, aber auch zur Themenge-
winnung fiir Facharbeiten eignen.

0 Gliederung

1 Primzahlen

1.1 Primzahlen und Wahrscheinlichkeit

1.2 Rekursive Naherung fiir die Primzahldichte

1.3 Analytische Néherungsfunktion fiir die Prim-
zahldichte - Primzahlsatz

1.4 Divergenz der Summe aller Primzahlinversen

1.5 Anhang

2 Primzahlzwillinge

2.1 Dichte von Primzahlzwillingen

2.2 Analytische Néherung fiir die Dichte von Prim-
zahlzwillingen

2.3 Plausibilitdt unendlich vieler Primzahlzwillinge

2.4 Konvergenz der Summe aller Zwillingsinversen

2.5 Anhang

3 Primzahlen in Zahlenfolgen

3.1 Plausibilitdt unendlich vieler Mersenne-Prim-
zahlen

3.2 Plausibilitdt nur endlich vieler Fermat-Primzah-
len

3.3 Anhang

4  GroRe Fermat’sche Vermutung
4.1 Dichte der n-Potenzzahlen
4.2 Dichte der Summen aus zwei n-Potenzzahlen

4.3 Dichte der Summen aus zwei teilerfremden n-
Potenzzahlen

4.4 Dichte der Fermat’schen Gleichungen mit
teilerfremden Komponenten

4.5 Das Ergebnis

4.6 Anhang

1 Primzahlen

Primzahlen sind natiirliche Zahlen groBer oder
gleich 2, die sich nur durch 1 und sich selbst ganz-
zahlig ohne Rest teilen lassen. Anders ausgedriickt:
Primzahlen sind natiirliche Zahlen mit genau zwei
natiirlichen Teilern.

Die Primzahlfunktion P(z) [in der Literatur auch
mit n(z) bezeichnet] gibt fiir natiirliche (oder auch
reelle) Zahlen z die Anzahl der Primzahlen <z an.
So ist zB. P(10) =4, P(100) = 25,
P(1000) =168, P(10000)=1229 .

Man erkennt hieran, dass die Anzahl der Primzah-
len bis zu einer Zahl z offenbar unterproportional
anwéchst. Anders ausgedriickt: die Primzahlen
werden mit wachsender Gréfe ,,seltener™ oder die
,Dichte der Primzahlen, d.h. der Quotient aus der
Anzahl der Primzahlen in einem (nicht zu kleinen)
Intervall dividiert durch die Anzahl aller natiirli-
chen Zahlen in diesem Intervall nimmt mit der Ver-
schiebung des Intervalls zu grofleren Zahlen hin im
Allgemeinen ab. Da sich dieser Dichtebegriff nicht
als Grenzwert (fiir Lange eines Intervalls um x ge-
gen 0) prézisieren lisst, werden wir von ,,Dichte in
der Gegend von x* statt ,,Dichte an der Stelle x*
sprechen.

Die Primzahlfunktion P(z) lasst sich bis heute exakt
nur durch Abzdhlen aller Primzahlen bis z ermit-
teln, so dass sich die Frage nach Naherungsfunktio-
nen fiir P stellt. Eine solche Néherung ist etwa

zZ
) 1
durch den Integrallogarithmus Li(z) = J.—l dx
nx
2
gegeben [3].

Diese Néherung mit Hilfe wahrscheinlichkeitstheo-
retischer Uberlegungen zu plausibilisieren ist eines
der Anliegen des ersten Kapitels.
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1.1 Primzahlen und Wahrscheinlichkeit

Primzahlen sind gemil3 Definition nicht durch ei-
nen Zufallsprozess entstanden und deshalb grund-
sitzlich nicht fir wahrscheinlichkeitstheoretische
Untersuchungen geeignet. Wenn man ihre Vertei-
lung jedoch mit Hilfe eines zufallsgesteuerten Si-
mulationsalgorithmus’ mdglichst genau annéhert,
darf man hoffen, dass hieraus ableitbare Wahr-
scheinlichkeiten und Erwartungswerte auch ziem-
lich genau die entsprechenden realen Primzahl-
dichten und -anzahlen annéhern.

Artur Engel simuliert zu diesem Zweck das Sieb
des Eratosthenes durch folgenden ,,Algorithmus mit
derselben Siebintensitat™ [1]:

1. Setzep = 2.

2. Streiche jede Zahl hinter p mit der Wahrschein-
lichkeit 1/p .

3. Setze p = der ersten nicht gestrichenen Zahl
hinter p und gehe nach 2.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass nach diesem Al-
gorithmus die Zahl n > 2 nicht gestrichen und somit
»Zufallsprimzahl® wird, ergibt sich dann (nach [1])
die Rekursionsformel:

pn—l)

=1
n—1 P2

LIl py=pyg (-
oder halbexplizit:

V%) D3 Pn-1
1.1-2 =|]1-==||1-=| ... | 1-==].
Pn ( 2j[ 3] ( n—lj

Mit der Zufallsgrofle (Indikatorfunktion)
{1, falls i Zufallsprimzahl wird

0, sonst

l’ o

ergibt sich fiir deren Erwartungswert E(X;) = p,. Fiir
die Anzahl der Zufallsprimzahlen bis zur Zahl z
folgt mit S, := X> + X; + ... +X; der Erwartungs-
wert:

z
113 E(S,)=>_p;.
=2

Diese Erwartungswerte fallen jedoch, wie auch ein
Rechnertest zeigt, im Vergleich mit der anzuni-
hernden Primzahlfunktion P systematisch um bis
etwa 20% zu niedrig aus. Der Grund liegt darin,
dass bei dieser Simulation die ,,Siebintensitét® [1]
wohl doch zu stark ist, da die Siebwirkung des je-
weils groferen von zwei Komplementirteilern nicht
ausgeschaltet wird. Wir wandeln die Simulation
deshalb im Folgenden ab.

1.2 Rekursive Naherung fur die
Primzahldichte

Wir konnen die Primzahleigenschaft auch rekursiv
definieren:

Eine beliebige natiirliche Zahl x (>2) ist Prim-
zahl genau dann, wenn sie durch keine kleinere
Primzahl ¢ teilbar ist. Dabei geniigt es, die Teilbar-
keit nur durch solche Primzahlen ¢ zu {iberpriifen,
die hochstens gleich der Quadratwurzel aus x sind,
da es zu groferen Teilern jeweils kleinere Kom-
plementirteiler gibt. Dies versuchen wir nun zu
simulieren.

Da jede t-te natiirliche Zahl durch ¢ teilbar ist, darf
man annehmen, dass eine beliebige natiirliche Zahl
x mit der Wahrscheinlichkeit 1/¢ durch ¢ teilbar ist.
Betrachtet man ndmlich die endliche Menge
M, = {1, 2,3,...,n }, dann sind [n/f] Elemente
dieser Menge durch ¢ teilbar. (Die eckige Klammer
steht fiir "Grofte-Ganze-Funktion", also fir die
GauB3-Klammer.) Die Laplace-Wahrscheinlichkeit
Py, » dass ein Element dieser Menge durch ¢ teilbar

(7]
Pn =7

1_1

ton

ist,  betrdgt  somit Wegen

[%] < % < [%] +1 folgt weiter <pp < % und

deshalb lim p, =1 .
n—® !

Eine beliebige natiirliche Zahl x ist also mit Wahr-
scheinlichkeit (1 — 1/¢) nicht durch ¢ teilbar.

Nehmen wir nun weiter an, dass die Teilbarkeit der
Zahl x durch verschiedene Primzahlen, die alle
kleiner oder gleich der Quadratwurzel aus x sind,
unabhdngige Ereignisse darstellen, dann ist die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass x Primzahl ist,
durch folgenden Term gegeben:

b4 1010 0-4)-. (l_ﬁj
TETETRITEN

Dabei soll die spitze Klammer um die Wurzel im
Nenner des letzten Faktors in Anlehnung an die
GauB3-Klammer die groBte Primzahl kleiner oder
gleich der Wurzel aus x symbolisieren.

Dieser Term ist jedoch insofern unbefriedigend, als
er die konkrete Kenntnis aller Primzahlen bis zur
Wurzel aus x zur Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit w(x) dafiir, dass x Primzahl ist, erfordert.
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Fiir unser Simulationsmodell ersetzen wir deshalb
die Nullen ("ist nicht Primzahl") und Einsen ("ist
Primzahl") in den Z&hlern der Briiche durch unsere
Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die jeweiligen
Nenner bereits (Zufalls-) Primzahlen sind, und er-
halten endlich die mit Formel 1.1-2 vergleichbare
Rekursionsformel:

) =(1-2) (120 (1240, 14l

oder kiirzer unter Verwendung des Produktzei-
chens:

[Vx]
121 wx)=]] (1—@) (x e Np)

t=2

Die eckige Klammer steht wieder fiir die GauB-

Klammer. Ny = {2, 3, 4, ...} bezeichnet die Menge
der natiirlichen Zahlen >2. Fir x=2 oder x=3
ergibt sich das leere Produkt, welchem wir wie
ublich den Wert 1 zuweisen.

Der entsprechende Simulationsalgorithmus lautet
nun:

1. Setzep =2.

2. Streiche jede Zahl
Wahrscheinlichkeit 1/p .

ab p°  mit der

3. Setze p = der ersten nicht gestrichenen Zahl
hinter p und gehe nach 2.

[Bei einer Realisation dieses Simulationsalgorith-
mus’ muss man sich auf endlich viele natiirliche
Zahlen p <k (mit einer oberen Schranke k) be-
schrinken. |

Die Funktion w(x) ldsst sich sehr leicht rekursiv
programmieren (etwa in der Programmiersprache
PASCAL) und auch fiir grofle x schnell berechnen,
da sich wegen des Wurzelausdrucks nur geringe
Rekursionstiefen ergeben:

Function w(x:Integer):Real;

Var produkt:Real; t:Integer;

Begin
produkt:=1;
For t:=2 to trunc(sqrt(x)) do

produkt:=produkt*(1-w(t)/t);

w:=produkt

end;

Die ersten Werte der Funktion w sind:

w(2)=w(3)=1;
w(d)=w(5)=...=w(8) =12 =0,5;
w(9) =w(10)=...=w(15) = 1/3 =0,333...;

w(16)=w(17)= ... = w(24) =7/24 =0,291666....

Man erkennt sofort bzw. iiberlegt sich leicht, dass w
(schwach-) monoton fallend iiber Ny ist, dass stets

0<w(x)<1 gilt und dass die Funktionswerte je-
weils bis zur ndchsten Quadratzahl fiir x konstant
bleiben.

Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion w gibt erstaun-
lich genau die Primzahldichte an. Uberpriifen l4sst
sich dies, indem man durch Aufsummieren dieser
Wahrscheinlichkeiten (wie in 1.1-3) den Erwar-
tungswert

122 W(z)= Y wx) (zausNp),
x=2

fiir die Anzahl aller Zufallsprimzahlen in unserem
Simulationsmodell bis zu einer natiirlichen Zahl z
bildet und mit der tatséchlichen Anzahl P(z) der
Primzahlen, die kleiner oder gleich z sind, ver-
gleicht (Tabelle 1):

z P(2) W) | W(2)/P(2)

10 4 5,17 1,2917

100 25 26,41 1,0566

1 000 168 166,53 0,9913
10 000 1229 1217,85 0,9909
100 000 9592 9632,99 1,0043

Tabelle 1

[Anmerkung: Samtliche Tabellenwerte in diesem
Aufsatz wurden mit Hilfe von selbst entwickelten
einfachen PASCAL-Routinen berechnet, die
durchweg aus nur wenigen Zeilen bestehen und
leicht reproduzierbar sind. Auf literarische Fund-
stellen kann deshalb nicht verwiesen werden. ]

1.3 Analytische Naherungsfunktion fr
die Primzahldichte - Primzahlsatz

Eine geschlossene nicht-rekursive Darstellung fiir
die Funktion w wiére sicher wiinschenswert, diirfte
bei der recht eigenartigen Struktur aber kaum exakt
realisierbar sein. Wir suchen deshalb nach einer
analytischen Naherungsfunktion fiir w .

Nach 1.2-1 erhalten wir fiir xeN» :
x+1 W(t)j
w((x+1)2):g[ t :( _w(x+l))
w(x?) (oW x+1
-

t=2

und damit die Beziehung
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1_w(erl)j ‘

x+1

1.3-1 w((x+l)2):w(x2)-(

Zur Losung dieser Gleichung versuchen wir den
Ansatz mit einer Funktion y(x), durch die die unan-
genehmen quadratischen Terme eliminiert werden,
die also etwa der Beziehung

y(x2) =a - y(x)
geniigt (mit einer noch unbekannten Konstanten a ).

Wir gehen damit in die vorige Gleichung ein und
fordern, dass zumindest ndherungsweise gilt

a-y(x+1)“a'y(x)(1_%J

und nach Umrechnung, wobei sich a heraushebt:

Wet1) - y(x) = 2D
x+1

Wegen der Monotonie und Beschrinktheit der
Funktion w &ndert sich diese flir grof3e x nur lang-
sam, so dass wir dies auch fiir y fordern miissen.
Wir konnen dann die Differenz auf der linken Seite
der letzten Gleichung als Differenzenquotienten mit
dem Nenner 1 ansehen und durch den Differential-
quotienten y' (etwa an der Stelle x+1 ) annéhern.
Auf der rechten Seite ersetzen wir noch y(x) durch
y(x+1), so dass wir schlieflich die Differentialglei-
chung erhalten:

y(x + 1)- y(x + 1)
x+1
oder - nach Riickkehr zu x -:

()= -0

Y(e+1)= -

2

y oder einfach :
X
2
Yy
dx X
Y _dx
y 2 ox
Nach Integration folgt:

— =Inx+c¢ mitder Integrationskonstanten c,
y

1
Inx+c

oder: y(x) =

Die Losung ist nur brauchbar, wenn sie auch die
Vorgabe y(x2) = ay(x) erfiillt, d.h.:

R S S

1n(x2)+c “2Inx+c =lnx+% " Inx+c

Das letzte Gleichheitszeichen gilt fiir alle x aus Np

offenbar genau dann, wenn ¢ = 1/2 und ¢ = 0 ist, so
dass wir erhalten:

1
1322 wx)= y(x)= nx (x>2)

Das ist die bekannte Naherungsfunktion fiir die
Primzahldichte, aus welcher sich der Primzahlsatz
in folgender Form ergibt:

z
133 P(z)~ Jﬁdx
> X

Natiirlich interessiert uns auch, wie gut w von y
angenihert wird (s. Tabelle 2).

X w(x) yo | y()/w(x)

2| 1,00000] 1,44270 1,44270

3] 1,00000] 091024  0,91024

10| 0,33333] 0,43429 1,30288

100] 0,19499] 021715 1,11363
1000 0,13986| 0,14476 1,03505
10000 0,10767| 0,10857 1,00844
100 000| 0,08756] 0,08686]  0,99194

Tabelle 2

1.4 Divergenz der Summe aller
Primzahlinversen

Bekanntlich divergiert die "harmonische Reihe"

%. Dies folgt sofort mit 1.4-1:

z z
Yi> Hdt =lnz (zeN).
1

Aber auch die Summe der Kehrwerte aller Prim-
zahlen divergiert, wie schon Euler nachgewiesen
hat. Wir konnen dies folgendermallen plausibilisie-
ren:

1 _1,1,0,1,0,1,0, , 1
> p ITITETSTE Tty
p=2

p Primzahl

Wir ersetzen wieder wie in 1.1 die Nullen ("ist
nicht Primzahl") und Einsen ("ist Primzahl") in den
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Zahlern der Briiche durch die Wahrscheinlichkeiten
dafiir, dass die jeweiligen Nenner bei der Simula-
tion Zufallsprimzahlen werden, und erhalten fiir die
Summe der Kehrwerte der Zufallsprimzahlen bis
zur Schranke z mit 1.3-2 und 1.5-2 den Erwar-
tungswert:

z

ZL ztlm ~ ln(lnt)

2

~Inlnz

Da dieser - wenngleich &uBerst langsam - diver-
giert, ist dies auch fiir die Summe der Primzahl-
kehrwerte plausibel:

@zlnlnz
2

z
1.4-1 1~
pZz P

p Primzahl

z

t

1.5 Anhang

Man macht sich leicht an Hand eines Graphen klar,
dass fiir positivwertige und monoton fallende
Funktionen f gilt:

b-1
1.5-1 Zf(x)<jf(x)dx< > f(x)< Zf(x)
x=a+l a X=a x=a
b+1
1.5-2 If(x)dx< If(x)dx< Zf(x) < If(x)dx
x=a a-1

(a,bganz,a<b)

Wir werden deshalb oft Integrale durch Summen
oder Summen durch Integrale annéhern, wobei die
Fehler gut abgeschitzt werden konnen. Ersetzt man

b
etwa das Integral I f(x)dx durch eine der Sum-
a
b-1 b
men Z f(x) oder Z f(x) ,soist der Fehler
x=a x=a+1

hochstens gleich f{a) — f(b) .

Wir werden solche Fehlerbetrachtungen jedoch
meist unterdriicken.

Aufgabe:

Wie viele Primzahlen liegen schitzungsweise zwi-
schen 101000 ynd 101000 + 10000 oder allge-
mein zwischen 10" und 10”7 + 10n (firn>1)?

Losung: Fiir die gesuchte Anzahl 4 gilt nach 1.3-3:

10" +10n
A=PQ0" +10n) - P(10") ~ [ Ldx
10"

und deshalb nach dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung:

10n <4< 10n _ 10 4134
In(10” +10m) In(10”) Inl0 7

Bereits fiir n =1 ist der linke Term grofer als 3, so
dass stets mit etwa 4 Primzahlen in den betrachte-
ten Intervallen zu rechnen ist.

Aufgabe:

Ein Zahlenstrahl (Einheit = 1 cm) beginne im Mit-
telpunkt der Sonne und laufe durch die Mitte der
Erde. Die Entfernung des Erdmittelpunktes von
demjenigen der Sonne betriagt etwa 150 Mio. km.

a) Fir alle zwischen Sonnen- und Erdmittelpunkt
auf dem Zahlenstrahl aufgereihten natiirlichen
Zahlen ist die ungefihre Summe S ihrer Kehrwerte
anzugeben.

b) Fiir alle zwischen Sonnen- und Erdmittelpunkt
auf dem Zahlenstrahl aufgereihten Primzahlen ist
die ungefihre Summe 7 ihrer Kehrwerte an-
zugeben.

c) Lose a und b fiir einen entsprechenden Zahlen-
strahl, der das gesamte Universum (Durchmesser
ca. 20 Mrd. Lichtjahre) durchléutft.

Losung:
a) S ~ In (150 - 100 km - 105 - 1/km)
=1In(1,5-1013) = 30,3
b) T~InS ~ 34
¢) S ~ In(20-109 Lj -9,46-1012 k,/L;j -105 1/km)
=1In (1,892-1028) ~ 65,1
T'~InS ~ 4,2

2 Primzahlzwillinge

2.1 Dichte von Primzahlzwillingen

Wir stellen uns zundchst die Frage, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit wp die Zahl x (=2 ) (Zufalls)-

Primzahl ist, wenn schon x+2 eine Primzahl ist
("bedingte Wahrscheinlichkeit").

x 1st sicher nicht durch 2 teilbar.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass x durch 3 teilbar ist,
betrdgt nun 1/2 und nicht 1/3, da ja x+2 nicht
durch 3 teilbar ist und deshalb eine der Zahlen x+1
oder x durch 3 teilbar sein muss. Entsprechendes
gilt fiir groBere Teiler. Damit modifiziert sich der
Ansatz in 1.1 zu

Jx
2.1-1 WB(x):[I_[](I—Mj (x eNp)
3 t—1

Die Wahrscheinlichkeit wy(x) , dass das Zahlenpaar
(x| x +2) Primzahlzwilling ist, folgt damit zu:

2.1-2 wr(x) = w(x+2) - wp(x) (x eNp) .

[Anmerkung: Der in 1.2 beschriebene Simulations-
algorithmus reicht zur Darstellung entsprechender
Zufalls-Primzahlzwillinge nicht aus. Eine mit Glei-
chung 2.1-1 kompatible Ergénzung {iberlassen wir
dem Leser.]

2.2 Analytische Naherung fur die
Dichte von Primzahlzwillingen

Wir betrachten zundchst den Quotienten

e

) C(x) = wp(x) _ =3 -1
221 €= NHEJ(I_W@))’

=2 t

der sich fir x > 4 umformen ldsst zu

c<x>:z[ﬁ](l‘ﬁJ_ (5] [

[ﬁ](l_vv(t)) - t=3 (I—W(t)) '
t

=3 t

Man erkennt, dass die Funktion C(x) (ab x=4)
schwachmonoton fallt, da die auf der rechten Seite
gegebenenfalls als zusitzliche Faktoren hinzutre-
tenden Quotienten stets kleiner als 1 sind.

Andererseits ldsst sich wp(x) durch w(x) nach unten
abschitzen:

wp(x) = [ﬁ] (1 —Mj > b (1 - 1)}

t=3

S (-0 1 (120

t=2

Die erste Abschatzung gilt wegen der Monotonie
von w und die zweite, weil nach rechts hin ein
weiterer Klammerfaktor ( < 1) hinzukommt.

Also ist 1 eine untere Schranke von C und zusam-
men mit der Monotonie folgt, dass C(x) fiir x gegen
unendlich einen Grenzwert ¢; hat mit 1 < ¢;< 2. Ta-
belle 3 legt den Grenzwert ¢; = 1,285 nahe.

X C(x)
10 1,50000
1 000 1,29394
100 000 1,28565
10 000 000 1,28511
1 000 000 000 1,28506

Tabelle 3

Mit der Ndherung w(x) = y(x) = 1/In(x) nach 1.3-2
folgt also:

222 WB(x) = C(x) -w(x) = A
Inx

und mit 2.1-2:
1 c c
2.2-3 2( L 1

N In(x +2) Tnx (Inx)?

Um die Giite der (gemiB3 2.1-2, 2.1-1 und 1.2-1
rekursiv zu berechnenden) Wahrscheinlichkeits-
funktion wp im Vergleich zur tatsdchlichen Prim-

zahlzwillingsdichte zu testen, definieren wir die
aufsummierte Wahrscheinlichkeit als Erwartungs-
wert fiir die Anzahl der Primzahlzwillinge bis zu
einer Stelle z:

225 W)= ng(x)

und deren Ndherung

z

Ly(z)= Y

2.2-5 3
x:2(ln X)

( mit ¢,;=1,285)

und vergleichen beide mit der tatsdchlichen Anzahl
P»(z) von Primzahlzwillingen bis zur Stelle z (s.

Tabelle 4).

z Ps Wy | WolPy Lo | Lo/Ps
10 2 3,5 1,750 6,4 3,225

100 8 10,5] 1,309 14,8 1,853

1 000 35 39,1 1,117 46,2 1,320
10000 | 205 198,1| 0,966 210,1| 1,025
100 000 | 1224 | 12128 0,991| 1216,9| 0,994

Tabelle 4
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Anmerkung:

Modifiziert man die Funktion C(x) zu einer Funk-
tion C(x), bei der das Produkt nur iiber Primzahlen
p lauft und fiir diese w(p) durch 1 ersetzt wird, so
erhélt man (fiir x > 4)'

-2 ff - jzz[ﬁ] {l_wl)J

p>2 [1_1J p>2
p

Der Grenzwert ¢, dieser Funktion C(x) (oder auch
seine Halfte) heilit Primzahlzwillingskonstante und
betragt 1,32032... bzw. 0,66016... .

2.3 Plausibilitat unendlich vieler
Primzahlzwillinge

Nun gilt weiter mit 2.2-4, 2.2-3 und 1.5-1:

z

w ~ ~ 041(1
2()= sz(x xzz(l nx)? Iz(lnx)zx

Da das letzte Integral fiir z gegen unendlich eben-
falls gegen unendlich strebt (s.u. 2.5-6 ), gilt dies
auch fiir W5(z). Es gibt demnach sehr wahrschein-

lich unendlich viele Primzahlzwillinge!

2.4 Konvergenz der Summe aller
Zwillingsinversen

Wir tiberpriifen noch die Summe S»(z) der Kehr-

werte der jeweils ersten Zahlen eines Primzahl-
zwillings wie in 1.4 und erhalten mit 2.2-3 und 1.4-
2:

z z
Z 1 L Z W) (%)
)4 x
p=2 x=2
p,p+2 Primzahlen

z Z z
Z 2 2! 2!
(Inx)? -2[t-(1nt)2 Inz |

-9 _ 2 2
" In2 Inz <ln2<3

Sa(z) =

Fir z gegen unendlich konvergiert also diese
Summe im Gegensatz zur Summe aller Primzahl-
inversen. (vgl. 1.3)

Der Wert dieser unendlichen Summe lisst sich
genauer bestimmen, wenn man sie etwa bis zu einer
Stelle z mit Hilfe eines Computers genau berechnet
und nur den Rest abschétzt. Es ergibt sich dann ein
Grenzwert von =~ 1,06.

2.5 Anhang

Nach der Regel von I'Hospital gilt fiir ableitbare
reelle Funktionen f{x) und g(x), die fiir x gegen
unendlich beide gegen unendlich streben, die Be-
ziehung:

G I ()]
25 lim T )

Damit ergibt sich fiir natiirliche n die Rekursions-
formel:

lim P lim ;
252 or(nnT o ((1nx)”)
= lim ;1 = l lim L
x>op-(Inx)" - L nxse (Inx)"”
und daraus:
) o1
2.5-3 lim * lim ~ X

x— (In x)" x—won! 1

(fir ganze n >0 und reelle x > 1)

Uberdies erhalten wir durch Ableiten

(Inx)*"

x =
2.5-4 | (Inx)"
1 n

Ty (Inx)"!

1-(Inx)" = x-n-(Inx)"~ -1

und anschlieBende Integration die Darstellung:

b
i
Yes g (In x)"
) . A b

(In x)" |a | (In x)"*! *
a

(l<a<h n=0)

Da der erste Summand auf der rechten Seite gemal
2.5-3 fiir b gegen unendlich ebenfalls gegen unend-
lich strebt und der zweite Summand nicht negativ
wird, folgt:

z

2.5-6 lim
z—0” (Inx)"
a

dx= (a>1, n>0)
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3 Primzahlen in Zahlenfolgen

Bereits 1785 stellte A.M. Legendre die Behauptung
auf, dass jede arithmetische Folge a, a + b, a + 25,
a+3b, ..., in der a und b teilerfremde natiirliche
Zahlen sind, unendlich viele Primzahlen enthilt.
Liickenlos bewiesen wurde diese Behauptung von
J.P.G. Dirichlet im Jahre 1837.

Entsprechende Plausibilititsiiberlegungen, die diese
Aussage sogar niher quantifizieren, miissen wir aus
Platzgriinden dem Leser iiberlassen. Als Anregung
teilen wir nur mit, dass Folgen der Gestalt

xy=a+ bk (k € No)

bis zu einer Schranke z (d.h. x; <z) fiir a=2 und
b =3 sowie a =5 und b = 6 etwa gleich viele Prim-
zahlen enthalten, aber doppelt so viele wie fiir a = 2
undb=5odera=3und b =8.

3.1 Plausibilitat unendlich vieler
Mersenne-Primzahlen

Mersenne’sche Zahlen haben die Gestalt

31-1 xg=2k-1  (keNyp).

Unter den ersten 7 Gliedern dieser Folge (3, 7, 15,
31, 63, 127, 255, ... ) gibt es 4 Primzahlen. Leibniz
glaubte noch, dass fiir jede Primzahl k auch xj eine

Primzahl sei, doch bereits 211 —1=2047 = 23-89
ist keine Primzahl [2].

Da die Mersenne-Zahlen alle ungerade sind, ver-
doppelt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
zufdllig ausgewihlte Mersenne-Zahl Primzahl ist,
gegeniiber der ,,Grundwahrscheinlichkeit” w(xy)

auf 2w(xy). Denn diese Zusatzinformation oder

»Bedingung® fiihrt formal (mit U fiir das Ereignis
Ungerade und Z fir das Ereignis Primzahl) zu der
bedingten Wahrscheinlichkeit

_pUnz)_ pZ)_pL)
p@  p@ ]

Fiir xp = 3 ist ein Verdoppeln der Wahrscheinlich-

pu(Z2) =2p(2).

keit w(3)=1 jedoch unsinnig, so dass wir schlieB3-
lich als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass fiir ein zu-
fillig ausgewdhltes &k das Folgenglied xj eine

Primzahl ist, erhalten:
1, falls k=2

3.1-2 =
" (%) {2-w(xk),falls k>2

Der Erwartungswert Wy (kg) fir die Anzahl der
Primzahlen in der Zahlenfolge bis zum Folgenglied
Xk, (ko € Np) ergibt sich dann zu:

ko ko
Wy (ko) = D war () =1+ 32 w(xp)
3.1-3 k=2 k=3

ko
=1+2> w2k -1
k=3
Durch das rasche Anwachsen der Folgenglieder ist

eine signifikante Bestitigung dieser Beziehung
kaum moglich. Doch immerhin gilt bis kp =30

Tabelle 5.

ko Xko | Pm(K0) |Wm(ko) | Lm(ko)

10 1023 4 4,94 5,64

20 1048 575 7 6,87 7,64

30| 1073 741 823 7 8,04 8,81
Tabelle 5

Dabei ist Py(kg) die tatsichliche Anzahl der Mer-
senne’schen Primzahlen bis zur Schranke xj —und

Lpy(kp) eine einfache Niherung fiir Wy, (kp) . Mit
1.3-2 und 1.5-1 folgt ndmlich aus 3.1-3:

ko ko
Wy (ko) = 1+2 L x142)
m (ko) 1;111(2]‘—1) g‘gk'm
ko k()
3.1-4 2 1. 2 (1
—1+m z~l+m ;dx
k=3 2

k
= 1+:5 I3 = Ly (ko)

Bekannt ist, dass die Indizes k=2, 3, 5, 7, 13, 17,
19, 31, 61, 89, 107, 127 die einzigen 12 Primzahlen
xp fur k< ko =130 liefern [2]. Ly,(130) = 13,04
wird somit bis zu dieser Grenze als Nidherung gut
bestitigt.

Da die Funktion Ly,(k) fiir k£ gegen unendlich eben-

falls (wenn auch nur langsam) gegen unendlich
strebt, ist die Existenz unendlich vieler Mer-
senne’scher Primzahlen plausibel.

21



3.2 Plausibilitat nur endlich vieler
Fermat-Primzahlen

Fermat’sche Zahlen haben die Gestalt
2k
xp =2 +1 (ke Np).

Fir £ € {0, 1, 2, 3, 4} erhdlt man die Primzahlen
3, 5, 17, 257, 65537. Weitere Fermat’sche Prim-
zahlen sind nicht bekannt. Man weill bis heute
nicht, ob es weitere oder gar unendlich viele Prim-
zahlen in dieser Zahlenfolge gibt.

Wie oben in 3.1 bilden wir die aufsummierte Wahr-
scheinlichkeit und damit den Erwartungswert fiir
die Anzahl der Fermat’schen Primzahlen in der
Zahlenfolge (xj) bis zum Index k() und nihern die-

sen durch einen Ausdruck Lg(k() an (s. Tabelle 6):

ko ko i
We(kg)= Y wr(x)=1+2> w2® +1)
k=0 k=1
ko ko
~1+2 =1+2 7
k=11n(2*") f=12" In2
ko
1 2 1
=1+-2S — =1+ 1-——|= Lp(k
kKo Xy Peko) | WE(kg) | LE(Kp)
0 3 1 1,00 1,00
1 5 2 2,00 2,44
2 17 3 2,58 3,16
3 257 4 2,92 3,52
4 65 537 5 3,10 3,71
514294967 297 5 2,77 3,80
Tabelle 6

Nun ist der Grenzwert von Lp(ko) fiir kp gegen
unendlich gleich 1+2/In2 = 4.

Mit 5 Fermat’schen Primzahlen ist demnach das
"Soll" schon mehr als erfiillt, so dass mit weiteren
Fermat’schen Primzahlen nicht zu rechnen ist!

Aufgabe:

Wie viele Mersenne’sche Primzahlen sind bis zur
Schranke 101000 etwa zu erwarten?

Lésung:
101000 4 (103)333 ~ (210)333 ~ 23330
P4(3330) =L 34(3330) = 1+2/In2:In(3330/2) = 22 4.

Demnach sind rund 22 Mersenne’sche Primzahlen
bis zur Schranke 101000 7y erwarten.

Aufgabe: Gegeben sei die Zahlenfolge

1,001%
xk:|:1001 } (keNo)

wobei die eckige Klammer die Gaul3’sche Grofite-
Ganze-Funktion darstelle.

a) Berechne die ersten 8 Glieder der Folge und
markiere die Primzahlen!

b) Wie viele Primzahlen sind bis x1pp bzw. bis
x1000 zu erwarten? Vergleiche mit deren tatséchli-
cher Anzahl!

¢) Wie viele Primzahlen sind in der gesamten Folge
zu erwarten?

Losung:

a) 1001,
1050, ...

1007, 1014, 1021, 1029, 1036, 1043,

b) Wir losen die Aufgabe zunichst allgemein fiir

e

Fir die Anzahl Wggge(n) der bis zum n-ten Fol-

(keNg, a,b>1)

genglied zu erwartenden Primzahlen ergibt sich
dann:

WFolge (n) = ZW(xk) R Z lbk

k=0 k=0 In(a” )

In unserem Beispiel sind daher bis xjgg rund 14
Primzahlen zu erwarten; tatsdchlich sind es 16.
Bis x1000 sind rund 92 Primzahlen zu erwarten;

tatsdchlich sind es 84.
¢) Fir n gegen unendlich geht die insgesamt zu

erwartende Anzahl der Primzahlen etwa gegen
1001/In1001 =~ 145 .
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4 Grol3e Fermat'sche Vermutung

Die groe Fermat’sche Vermutung ("Fermats
Letzter Satz"), die erst 1995 vollstindig bewiesen
wurde, besagt bekanntlich, dass die Gleichung

a’ + b = " mit natiirlichen a, b, ¢, n

fiir n>2 keine Losung besitzt. Zur Plausibilisie-
rung dieser Aussage stellen wir uns die Frage, wie
"wahrscheinlich" es ist, dass die n-te Potenz einer
natlirlichen Zahl (kurz: n-Potenzzahl) mit der
Summe zweier anderer n-Potenzzahlen iiberein-
stimmt.

Wir werden feststellen, dass die Dichte der n-Po-
tenzzahlen in der Gegend von x proportional zu
x1/n=1 st und die Dichte der Summen aus zwei n-
Potenzzahlen proportional zu x2/n=1

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine natiirliche
Zahl x sowohl eine n-Potenzzahl wie auch die

Summe zweier n-Potenzzahlen darstellt, ist unter
der Voraussetzung der Unabhéngigkeit dieser Er-
eignisse dann zu x3/n=2 proportional.

Die Summe oder auch das Integral {iber diese
Wahrscheinlichkeiten bis zu einer Stelle z sollte
ein Mal fiir die ungefihre Anzahl dieser Koinzi-
denzen bis zu dieser Stelle darstellen. Da das Inte-
gral bei n >3 endlich bleibt, auch wenn z {iber
alle Grenzen wéchst, ist in diesem Falle also mit

hochstens endlich vielen Losungen der Fer-
mat’schen Gleichung zu rechnen.

Wir werden im Folgenden diese Aussagen néher
quantifizieren.

4.1 Dichte der n-Potenzzahlen

Mit z =a" (a, n € N) ist a die Anzahl der n-ten
Potenzen natiirlicher Zahlen (kurz: n-Potenzzah-
len), die kleiner oder gleich z sind:

1

{]",2",3”,...,61”} —a="z=2n

Damit ist die Anzahl der n-Potenzzahlen, die klei-

ner oder gleich ¢ sind (r € R™), exakt durch [Q/; ]

gegeben (mit der eckigen Klammer als Gauf3’sche
GroBte-Ganze-Funktion) und ndherungsweise (bzw.

nach oben abgeschétzt) durch e
‘{1”,2",3",...,a"} W1~ .

Die Dichte der n-Potenzzahlen in der Gegend von ¢
betrdgt dann ungeféhr

1 1

d d -
4.1-1 f) =8t =—tn=L.yn
Pn(1) gy 4 -

Ein Algorithmus zur Erzeugung einer (anfinglich

leeren) Menge M, von ,Zufalls-n-Potenzzahlen*
konnte etwa folgendermalien aussehen:

1. Setzet=1.

2. Fiige 't mit der  Wahrscheinlichkeit

1

1
Pu(t) = %-t" der Menge M,, als Element
hinzu.

3. Nimm fiir t die ndchste natiirliche Zahl und
gehe nach 2.

Dann gibt p,(f) offenbar die Wahrscheinlichkeit
dafiir an, dass die beliebig herausgegriffene natiirli-
che Zahl ¢ eine (Zufalls-)n-Potenzzahl ist. Dies
Simulationsmodell reicht fiir die folgenden Uberle-
gungen aus.

4.2 Dichte der Summen aus zwei n-
Potenzzahlen

Seien nun ¢ und x zwei beliebige natiirliche Zah-
len mit 0 <#<x. Dannsind ¢ bzw. x —¢ mit den
Wabhrscheinlichkeiten p,(f) bzw. p,(x —1) n-
Potenzzahlen, und beide Ereignisse, die wir gemaf3
unserem Modell als unabhingig ansehen diirfen,
treffen zugleich ein mit der Wahrscheinlichkeit

Pnt)-Palx —1)

Dies ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
natiirliche Zahl x durch die natiirliche Zahl ¢ in
die Summe zweier n-Potenzzahlen zerlegt wird.

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Zerle-
gungsmoglichkeiten der Zahl x in die Summe
zweier (Zufalls-)n-Potenzzahlen, ergibt sich durch
Summation oder Integration nach ¢, wobei ¢ aus
Symmetriegriinden nur bis [x/2] zu laufen braucht:

[x/2]
zpn(t)'pn(x_t)
42-1 tj/z
~ jpn(t)-pn(x—t)dt = @,(x)
0

Trotz dieser Einschrinkung 7 <x/2 kann es sein,
dass x auf mehr als eine Art in die Summe aus
zwei n-Potenzzahlen zerlegt wird, wie das Beispiel
50 =12 +72=52+52 zeigt. Diese eventuelle
Mehrfachheit der Zerlegung von x wird im Erwar-
tungswert ¢,,(x) mitgezéhlt.
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Wir versuchen nun, die Funktion ¢,(x) ndher zu

berechnen.
x/2
ou ()= [ pu(®)- py(x—t)dt
0
X/ 2 1
=— I (x - t)"
}’l

0

Das auf den ersten Blick recht hissliche Integral
lasst sich gliicklicherweise mit der Substitution
t=xv, dt =x-dv so umformen, dass die Abhén-
gigkeit von x vor das Integral gezogen werden
kann:

1/2 1_ l—l
@, (x) :% I (xv)" (x—xv)” xdv
0

- 1/2 1
= X 3 J. (1 V)n
n
0
*—1 1/2
-(1- v))” dv
Mit der Abkiirzung
1/2

422 B, = j(v (1- v))” Ly

erhalten wir eine einfache Formel fiir den Erwar-
tungswert fiir die Anzahl der Zerlegungen der Zahl
x in zwei (Zufalls-)n-Potenzzahlen:

2]
@ (x)= B, - x"

Wir integrieren diese Funktion und erhalten damit
eine Nidherung ®,,(z) fir den Erwartungswert fiir

4.2-3

die Anzahl aller Zerlegungen aller natiirlichen
Zahlen bis z :

z 2 2
424 ®,(z) = [B,-x" -dx=24.B,.z"

0
Die Konstanten B, (n =1, 2, 3, ...) lassen sich

sowohl leicht abschitzen (s. Anhang 4.6.1) als auch
beliebig genau berechnen (s. Anhang 4.6.2). Man
erhalt:

B1=05; By =0,3926990... ;

B3=10,2944397...; B4 =0,2317595...;

B5=0,1900300... ; Bg=0,1606351... ;

Mit f,(x) bezeichnen wir die tatséchliche Anzahl
der verschiedenen Zerlegungen der Zahl x in die
Summe zweier n-Potenzzahlen. Dann gilt z.B.:
(@) =0, /o(5)=1 (wegen der Zerlegung 5 = 1+4)
und  fH(50)=2 (wegen 50 =1+49 =25+25).
SchlieBlich sei F,(z) die Summe aller f;,(x) fiir x
von 1 bis z.

Tabelle 7 zeigt, wie gut F(z) durch ®,(z) ange-

ndhert wird.
z| n Fn(@ ®n(2) | n/F
10000 1] 25000000 25000000,0| 1,000
10000| 2 3912 39270 1,004
10000| 3 204 205,0 1,005
10000| 4 43 46,4 1,078
10000| 5 19 18,9 0,995
10000| 6 10 10,4 1,038
Tabelle 7

4.3 Dichte der Summen aus zwei
teilerfremden n-Potenzzahlen

Im Hinblick auf notwendige "Unabhingigkeitsfor-
derungen" in Abschnitt 4.4 modifizieren wir die in
4.2 betrachtete Zerlegung einer Zahl in die Summe
aus zwei n-Potenzzahlen dahingehend, dass wir nur
Summen aus teilerfremden Summanden zulassen.

Bezeichne nun f*,(x) die Anzahl der verschiede-

nen Zerlegungen der Zahl x in die Summe zweier
teilerfremder n-Potenzzahlen. Dann gilt nach wie
vor f*2(4)=0 und f*(5)=1, jedoch auch

f*2(50) =1, da nun die Zerlegung 50 = 25+25 ent-
fallt. Entsprechend sei
S¥,(x) fiirx von 1 bis z.

F*,(z) die Summe aller

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Zerlegun-
gen der Zahl x in zwei teilerfremde (Zufalls-)n-
Potenzzahlen ergibt sich zu

2
@*, (x)=1n-9,(x)=nB,x"

mit 7~ 0,6079 (s. Anhang 4.6.3).

4.3-1

Sei weiter ®*,(z) das Integral dieser Funktion
@*;,(x) fiir x von 0 bis z, so erhilt man mit Tabelle 8
eine der Tabelle 7 entsprechende Ubersicht.
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(z stets = 10 000)

n F*,(2) D* (2)| D*,(2)/F*,(2)
1 15198743 15175 000,0 0,9984
2 2 386 2 383,7 0,9990
3 125 124.4 0,9955
4 27 28,1 1,0421
5 11 11,5 1,0437
6 6 6,3 1,0503
Tabelle 8

Im Hinblick auf eine spitere Uberlegung sei noch
Folgendes angemerkt:

Fiir die Zerlegung einer ungeraden Zahl in zwei
teilerfremde n-Potenzzahlen gibt es potentiell zwei
Arten: gerade-ungerade und ungerade-gerade, d.h.,
die kleinere n-Potenzzahl ist gerade und die groBere
ist ungerade oder aber genau umgekehrt. Eine ge-
rade Zahl lésst sich aber teilerfremd hochstens als
ungerade-ungerade zerlegen, da hier die Mdglich-
keit gerade-gerade entfillt. Somit gibt es im Mittel
doppelt so viele Zerlegungen ungerader Zahlen wie
Zerlegungen gerader Zahlen in teilerfremde n-Po-
tenzzahlen.

4.4 Dichte der Fermat’schen
Gleichungen mit teilerfremden
Komponenten

Unter einer "in z verankerten Fermat’schen Glei-
chung n-ten Grades mit den Komponenten a, b und
¢" wollen wir eine Beziehung der Gestalt

z=ct=a"+ p" (mitz, a, b, ¢, n aus N)
verstehen. Sei nun z eine beliebige natiirliche Zahl.
Dann ist z nach 4.1 mit der Wahrscheinlichkeit
Pn(z) eine n-Potenzzahl (z = ¢’) und nach 4.2 mit
der Wahrscheinlichkeit ¢,,(z) die Summe zweier
n-Potenzzahlen (z = a”® + b'), so dass das Produkt
Pn(2)-¢,(z) die Wahrscheinlichkeit (oder Dichte)
fiir die Existenz einer Beziehung der Gestalt ¢! = z

=a" + " und damit fiir die Existenz einer in z
verankerten Fermat’schen Gleichung angeben
sollte, sofern gewisse "Unabhingigkeitsbedingun-
gen" erfiillt sind.

Dies konnen wir aber nicht von vornherein anneh-
men, da die Existenz einer in z verankerten Fer-

mat’schen Gleichung die Existenz einer in z#? (¢
aus N) verankerten Fermat’schen Gleichung nach
sich zieht: zt" = (ct)’* = (at) + (b1)".

Deshalb beschrdnken wir uns im Folgenden auf die

Betrachtung von Fermat’schen Gleichungen mit
teilerfremden Komponenten a, b, c¢. Dabei sind, wie

man leicht sieht, alle drei Komponenten schon dann
paarweise teilerfremd, wenn nur zwei von ihnen
teilerfremd sind.

Wir definieren nunmehr
4.4-1 ‘//n(z) = pn(Z)'(D*n(Z)

und hoffen, damit einen N&herungsterm fiir die
Dichte der in z verankerten Fermat’schen Glei-
chungen mit teilerfremden Komponenten erhalten
zu haben.

Wir explizieren die rechte Seite und integrieren:

442

1
1

1 21 3.2
Wn(z) = ;Zn 'ﬂBnZn

= %an”
V4 " i—lZ

¥, (2) = _[V/n(x)dx =Eann 1
1

3
:3_Ln3n(zn -1) fir n#3

z z
Y3(z) = J.W3 (x)dx = J%UB3x_ldx = %7733 Inz
1 1

Bezeichne nun gj(z) die Anzahl der in z veranker-

ten Fermat’schen Gleichungen n-ten Grades. Dann
ist zB. g2(24) =0, g2(25)=1, gp(4225)=2 (wg.

4225 =652 =162 + 632 =332 + 562).

Gy,(2) sei die Summe aller g, (x) fiir x von 1 bis z.

Die Tabelle 9 stellt fiir n=1 und n=2 die Werte
von Gy (z) und ¥, (z) einander gegeniiber.

z G1(®) Y1) | G1/M'¥q

10 16 150 11,0650

100 1522 1517,3] 11,0031

1 000 152 096 151749,8| 11,0023
10000 | 15198 743 | 15175 000,0| 0,9984

z Go(2) Yo(z)| Gol¥o

10 0 0,5] 0,0000

100 1 2,1| 04661

1 000 5 73]  0,6850

10 000 16 23,6] 0,6780
100 000 50 75,1 0,6654

1 000 000 158 238,1| 10,6635
10 000 000 505 753,5] 0,6702

Tabelle 9

Wihrend fir n = 1 volle Ubereinstimmung be-
steht, betrdgt die tatsdchliche Anzahl der Fer-
mat’schen Gleichungen zweiten Grades bis zu einer
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Grenze z nur 2/3 des aus der "Grundwahrschein-

lichkeit" y berechneten Erwartungswertes ¥ . Die
Ursache liegt darin, dass es keine in geraden Zah-
len verankerten Fermat’schen Gleichungen zweiten
Gerades mit teilerfremden Komponenten geben
kann (s. Anhang 4.6.4). Unter Beachtung der An-
merkung am Ende von Abschnitt 4.3 entféllt damit
genau ein Drittel der grundsitzlichen Zerlegungs-
moglichkeiten!

Wir berechnen noch die Erwartungswerte W (z)
fiir einige #» und z in Tabelle 10.

Z | ¥3(2) | Ya(d)| ¥5(2)| P62
10 | 0,137 | 0,062| 0,035| 0,022
100 | 0,274 | 0,096| 0,049| 0,029
1000 | 0,412 | 0,116| 0,054| 0,031
10000 | 0,549 | 0,127| 0,056| 0,032
100000 | 0,686 | 0,133| 0,057| 0,032
1 000 000 | 0,823 | 0,136 0,057| 0,032
o0 o | 0,141| 0,058| 0.033
Tabelle 10

4.5 Das Ergebnis

Fiir n >3 konvergiert bei wachsender Schranke z
der Erwartungswert W,(z) (s.4.4-2) fir die An-

zahl der Fermat’schen Gleichungen vom Grade n
gegen n-B,/(n —3).

Diese Zahlen sind wesentlich kleiner als 1, so dass
hier keine Fermat’schen Gleichungen zu erwarten
sind, und dies allein schon aus Griinden der un-
wahrscheinlichen Koinzidenz einer n-Potenzzahl
mit einer Summe aus zwei anderen n-Potenzzah-
len wegen ihrer geringen Dichte in der Weite des
Zahlen(welt)raumes!

Anders liegen die Verhiltnisse fiir n = 3 . Zwar ist
auch hier bis zur ersten Millionengrenze kaum eine
Fermat’sche Gleichung vom Grade 3 zu erwarten,
doch konvergiert ¥3(z) nicht, so dass es insgesamt

eigentlich unendlich viele Fermat’sche Gleichun-
gen dritten Grades mit teilerfremden Komponenten
geben sollte. Da aber bereits Euler und Gaul3 be-
wiesen haben, dass dies nicht der Fall ist, liegen
hier offenbar strukturelle Zwinge vor, die einem
anzubringenden von n abhingigen Korrekturfaktor

(der, wie oben gezeigt, im Falle n =2 den Wert 2/3
hat) hier den Wert 0 zuweisen.

4.6 Anhang
4.6.1 Abschéatzung der Konstanten By,

Mit der voriibergehenden Abkiirzung 7 := (n—1)/n
ist 0<r<1, undmit 0<v<1/2 folgt:

1 1 2"

> S S5 =7

v vi(1-v) v

1/2 1/2 1/2 .,

J Lalv< ! dv< _[ 2—dv

0 V' 0 VvVi-v) 0 v’

V2 ) Vo
< n“B, <2".

1-r| 0 1-r| 0

r—l1 2r-1

2 < u?B, <2

-7 I-r

Nach Division durch 72 und Elimination der Ab-
kiirzung folgt schlieBlich die gut brauchbare Ab-
schitzung:

2

I =
—
|

3o

< B <
n n n

4.6.2 Berechnung der Konstanten Bp,

Das Integral

1/2 1
B, =L2 I — dv, r=21 >
noy Vid=v)” "

lasst sich gut numerisch auszuwerten, wenn man
zundchst (1 —v)™” nach v in eine Taylorreihe

entwickelt, diese durch V" dividiert und anschlie-
Bend integriert. Auf diesem Wege erhélt man eine
rasch konvergierende Reihe, die sich mit Compu-
terhilfe leicht berechnen lasst.

By ist librigens gleich 7/8, da in diesem Falle das

Integral
1/2
dv
By [ &
0 4\/v(1-v)

mit Hilfe der Substitution v = (¢+1)/2, dv=d#2,
t=2v —1 zum Arkussinus fiihrt:
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5 _? dt/2 _lT d
SRV (TR A A A
-1 2 D) -1
1 . 0 T
= —-arcsinx = —
4 - 8

Dies Ergebnis ldsst sich auch leicht geometrisch
deuten, wenn man bedenkt, dass alle Gitterpunkte
(x| y), wobei x, y natiirliche Zahlen mit x <y und

x2 + y2 < z sind, genau jenen Achtelsektor des

Ursprungskreises mit Radius \/; besiedeln, der im
ersten Quadranten oberhalb der ersten Winkelhal-
bierenden liegt. Die Anzahl der Gitterpunkte ent-
spricht (ndherungsweise) der Fliche des Sektors
und betrdgt somit etwa m-z/8. Dies ist aber genau
das Integral der Funktion ¢»(x) von 0O bis z, d.h.

Dy(2).

4.6.3 Wabhrscheinlichkeit der Teilerfremd-
heit zweier natirlicher Zahlen (Auf-
gabe von Tschebyschew)

Seien a, b > 1 zwei (zufdllig ausgewéhlte) natiirli-
che Zahlen.

a und b sind jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/¢
durch eine Zahl ¢ < min(a,b) teilbar.

Beide Zahlen gemeinsam sind dann mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/# durch ¢ teilbar und haben des-
halb mit der Wahrscheinlichkeit (1 —1/#) die Zahl
t nicht als gemeinsamen Teiler. Beschrinkt man
sich auf Primzahlen ¢ als mdgliche Teiler von a
und b, dann kann man die Ereignisse der Teilbar-
keit mit gewisser Berechtigung als "unabhingig"
ansehen. Somit berechnet sich die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass a und b keine gemeinsamen Teiler
haben, zu

Ttremd (a,b)

:(1_21)(1_312].(1_512) ..... .(1—<min(i’b)>2]

i <mixﬁ,b)> (1_12]

t=2

t ist Primzahl

Von Interesse ist natiirlich, wie der Wert des Pro-

duktes
m 1 m 21
I [1 —2] = 11 [2}
=2 t =2 t

t ist Primzahl t ist Primzahl

T, prim (m) =

von m abhingt und insbesondere, was sich fiir m
gegen unendlich ergibt.

Da jeder zusitzliche Faktor kleiner als eins ist, han-
delt es sich um eine monoton fallende Folge, so
dass der noch unbekannte Grenzwert 1 jedenfalls
kleiner als jedes Glied der Folge ist.

Zur Abschitzung von m nach unten betrachten wir
zunéchst das Produkt

m 1) &1
Talle(m):H[l——zj=H[—2J
=2 t

=2\ 1

welches sich tiber alle natiirlichen Zahlen ¢ von 2
bis m erstreckt. Man zeigt leicht durch vollstdndige
Induktion, dass die einfache Beziehung

_ m+l
Tye(m) = n21m

besteht, welche sofort den Grenzwert
Tye(0) = lim Type(m) =3
m—>o0

liefert.

Da Tyj1e(m) gegeniiber T, prim(m) zusitzliche Fakto-
ren kleiner 1 enthélt, gilt demnach n > 0,5.

Streicht man nun aus dem Produkt

0 2 _
Ttie (o) = H[I—zlJ
=2\ 1

22 1) (3%2-1) (4%-1
== || = | =05
2 3 4

nacheinander diejenigen Faktoren, die keine Prim-
zahl enthalten, d.h., multipliziert man 0,5 mit den
Kehrwerten der keine Primzahlen enthaltenden
Faktoren, so néhert man sich dem Grenzwert n von
unten:

. m t2
Thichtprim (m) = 2" l_g ﬁ
pal -

t ist nicht Primzahl

Mit den Folgen Tpjm(m) und Thichtprim(m) ist

somit eine Intervallschachtelung fiir n gegeben, die
sich leicht mit dem Computer auswerten lésst (Ta-
belle 11):
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M| Thichtprim(M)| Tprim(m)

2 0,50000 0,75000

10 0,56994 0,62694

100 0,60300 0,60903

1 000 0,60740 0,60800

10 000 0,60787 0,60793

Tabelle 11
Der exakte Wert ist 1= % =0,607927... .
T

Man erkennt, dass schon fiir kleine natiirliche a, b
gilt: Die Wahrscheinlichkeit Tf.opnq(a, b) dafiir, dass

a und b teilerfremd sind, betrigt etwa 0,608 .

4.6.4 Nichtexistenz von in geraden Zahlen
verankerten Fermat'schen Gleichun-
gen zweiten Grades mit teilerfrem-
den Komponenten.

Wegen der geforderten Teilerfremdheit miissen
die kleineren Komponenten einer etwaigen in
einer geraden Zahl verankerten Fermat’schen
Gleichung zweiten Grades beide ungerade sein.
Dies fiihrt zu dem Ansatz:

2x+1)2 +(2p+1)2 = (22)2

42 +4x+1+4y2 +4y+1 = 472

und nach Division durch 2 zu:

2x2 +2x +2y2 + 2y +1 = 2272

Diese Gleichung ist widerspriichlich, da offen-
sichtlich die linke Seite ungerade, die rechte
aber gerade ist.
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