mit Hy :=infyey H(X|p). Fur J = {1} ist diesdie Si-
tuation bei den 1-Runs. Fur den algemeineren Fall
nutzt man im Bewelis (3). In der Fachliteratur wird
ein Gesetz wie fir R, oder R} Erdos-Renyi-Gesetz
genannt. Sie bekommen zunehmend Bedeutung in
Anwendungen wie zum Beispiel der mathematischen
Biologie [4].
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Zusammenfassung: Wr diskutieren eine in der Li-
teratur fast in Vlergessenheit geratene Formel von de
Moivre zur Berechnung des absoluten Fehlers zwi-
schen der relativen Haufigkeit und dem Erwartungs-
wert in einer Bernoulli—Kette. Dabei geben wir ei-
ne historische Ubersicht ilber die Entwicklung dieser
Formel Bezug nehmend auf einen Artikel von Persi
Diaconis und Sandy Zabell in Statistical Science.

1 Einleitung

Das sicher am haufigsten im Stochastikunterricht be-
handelte Zufall sexperiment ist das des n-maligen un-
abhangigen Minzwurfs. Gegeben sei Q = {E,M},
wobei E fur Erfolg und M fur MiRerfolg steht. Die
Wahrscheinlichkeit fir Erfolg sel 0 < p < 1 (der Sto-
chastiker interessiert sich nicht fir den Fall p=10
oder p = 1). Dann setze Q, = {E,M}", die Men-
ge der E-M-Folgen der Lange n. Die Wahrschein-
lichkeit fur jedes w= (wy,...,wn) € Qn Sei gegeben
durch p(w) = p*(1— p)" ¥, wobei k die Anzahl der
E’sinder Folge wy, ..., w, bezeichnet. X sei die An-
zahl der Erfolge in der Bernoulli-Kette der Lange n
zum Parameter p. Darunter versteht man nichts an-
deres als den gerade beschriebenen Wahrscheinlich-
keitsraum (Qp, p). Setze X, = 1, falswy =1und X; =
Osonst,1<i<n,sofolgt X=Xy +Xo+---+ X, Es
gilt

Px =k = () pf(1- P K= bikinp)

fur k € {0,...,n}. Die ZufallsgrofRe mit obiger Ver-
teilung heil binomialverteilt mit Parametern n und
p. Es gilt E(X) =np und V(X) = np(1- p), wo-
bei E(X) den Erwartungswert von X bezeichnet und
V(X) die Varianz von X. Eine gute Darstellung findet
man zum Beispiel im Buch von Barth und Haller [1].
Mit diesem Modell der Bernoulli-Kette arbeitet man
auch in der Statistik, wo es darum geht, aus bekann-
tem n und einer Beobachtung von sagen wir k Erfol-
gen Ruckschlisse auf den unbekannten Parameter p
zu ziehen. Nun kann man Schilern schnell klar ma-
chen, dass die sogenannte naive Schétzung k/n (in
der Sprache der ZufallsgrofRen X /n) ein vernunftiger
Schétzer fur pist. Esgilt

E(X/n) =np/n=p.

Im Mittel kommt also bel dieser Schatzung der wah-
re Parameter raus (man nennt das in der Fachspra-
che Erwartungstreue des Schatzers X /n). Die Erwar-
tungstreue ist quasi ein erstes Indiz fir die Tauglich-
keit der Wahl X /n. Weiter kann man plausibel ma-
chen, dass der Fehler dieser Schéatzung in der Form
X/n— p dargestellt werden sollte. Da aber X/n—p
eine Zufallsgrofe ist, kann man den mittleren Fehler
bestimmen, nun gilt aber bekanntlich E(X/n—p) =
E(X/n) —p= p— p = 0. Das einfache Subtrahie-
ren liefert also immer einen “Nullfehler”. Somit ist
X/n— p kein geieigneter Kandidat fur eine Mal3zahl

Stochastik in der Schule 22 (2002) 1, S.8-12



des Fehlers unserer Schatzung. Was ist nun ein nahe
liegender Abstand zwischen zwei Zahlen? Vermut-
lich kommt fast jeder Schiller zu der Aussage der ab-
soluten Differenz. Und so ist

Dn(p) := E(|X/n—p|)

der mittlere absolute Fehler der Schatzung. Inter-
essanterweise verfolgt man diesen Ausdruck im Be-
reich der Schule, aber auch im Hochschulbereich
nicht (oder nur sehr selten). Meist schlief3t man mit
dem Kommentar, dass es sich mit Absolutbetragen
schwer rechnet, weil die Definition von | - | Uber ei-
ne Fallunterscheidung erfolgt. Schnell geht man zum
Begriff des mittleren quadratischen Fehlers Uber, in
unserem Zusammenhang definiert as

Si(p) == /E((X/n=p)?).

Man bemerkt, dass dieser Ausdruck mehr oder weni-
ger das gleiche wie D, (p) misst, und kann natirlich
sehr schnell eine geschlossene Formel préasentieren:
Wir wissen bereits, dassV (X) =np(1— p) ist, somit
ist S,(p)2 =V (X/n) =V (X)/n? = p(1- p)/n. Also

pl-p)
n

Si(p) =

Ist es didaktisch aber wirklich vertretbar, den eher
natUrlicheren Begriff D,(p) durch die quadratische
Abweichung zu ersetzen? Bel einem Test in der Klas-
se ergibt sich sicher eher das Bild, dass der Begriff
der mittleren quadratischen Abweichung ungewohn-
lich, weniger intuitiv ist. Wie kommt man auf das
Quadrat? Nun, es gibt nattirlich neben der schnellen
Berechenbarkeit von S,(p) noch weitere Vorteile die-
ses Begriffs, die man aber in der Regel im Schulun-
terricht nicht wirklich ausarbeiten kann. Das Stich-
wort ist die Methode der kleinsten Quadrate von
Gauld und das in den Anwendungen damit verbun-
dene Verfahren der linearen Regression.

Wir wollen in diesem Aufsatz zunachst rein mathe-
matische Vorteile von Dy(p) gegeniber S,(p) be-
schreiben. Die gibt es durchaus. Dies soll Mativation
genug sein, sich dann der Berechnung von Dy(p) zu
widmen, im Fall der Bernoulli-Kette. Es ergibt sich
ein interessanter historischer Ausflug bis zuriick zu
Abraham de Moivre.

2 Vorteiledes absoluten mittleren
Fehlers

Schauen wir uns einmal einen mathematischen Ver-
gleich von Dy(p) und $,(p) an. Nach einer wichtigen

Formel fur die Varianz einer Zufallsvariablen X gilt
V(X) =E(X?) — (E(X))? (man nennt dies manchmal
die Identitét von Steiner). Wenden wir diese I dentitat
auf die Zufalls grofie | X /n— p| an, so folgt

2 o) - (E(Z b)) >0

X
V(= - o)) =E(|5 -
denn die Varianz ist per Definition nichtnegativ. Dar-
aus folgt aber sofort
X 2

E(|=—p|

o) > (B(% o))

und, wenn man die Wurzdl zieht, sofort

Si(p) > Dn(p).

Die erste Beobachtung in Worten: Der mittlere qua-
dratische Fehler ist immer grofier als der mittlere ab-
solute Fehler. D,(p) beschreibt in diesem Sinne al-
so den mittleren Fehler besser. Ein weiteres Mal3 fur
die Qualitat eines Schétzers ist der Variationskoef-
fizient, die relative, d.h. auf den Erwartungswert p
(den zu schéatzenden Wert) bezogene Standardabwei -
chung: Bel Wahl von S,(p) ist

S\(p) _\/p(l—p)_\/(l—p)
E(X/n) npz \ np

gemeint. Dieser Wert verhdlt sich fur kleine Werte
von p ungunstig:

S
PIOE(X/N)

Der Quotient strebt von der GroRenordnung p2/2
gegen co. Anschaulich bedeutet dies, das kleine
Haufigkeiten schwerer zu schatzen sind. Um die-
se Probleme zu vermeiden, kann ebenfalls besser
Dn(p)/p herangezogen werden, da

lim 2n(P)
p—0 p

=2

gilt. Wir zeigen diese Formel allerdings erst im Rah-
men der Ausfilhrungen der angekindigten Formel
von de Maivre.

Das Fazit ist: Esgibt rein mathematische Vorteile des
Abstandsbegriffs D, (p), die es zumindest erklaren,
diesen Begriff durchaus —entgegen des Trendsin den
meisten Lehrblichern — etwas intensiver zu betrach-
ten. Waére die Berechenbarkeit von D,(p) aber den-
noch ein grof3es Problem, wirde die Diskussion in
diesem Abschnitt trotzdem nicht viel Gewinn brin-
gen. Aber man kann Dy(p) erstaunlich einfach be-
rechnen.




3 DieForme von de Moivre

Bereits 1730 gab Abraham de Moivre in [4] die fol-
gende Formel an, die wir in Abschnitt 4 beweisen
werden.

Satz 1
]E(|X —n p|) = 2V(l_ p) b(V1 n, p)7

wobel v die eindeutig bestimmte ganze Zahl mitnp <
v<np+1ist.

Man nennt diese Formel auch geschlossene Form-
Darstellung des mittleren absoluten Fehlers in der
Bernoulli-Kette. Geschlossen bedeutet hier, dass die
Formel nicht in Form von Fallunterscheidungen an-
gegeben werden muss. Der auftretende Absolut-
betrag suggeriert doch, dass Ausdriicke der Form
Sk<npb(kin, p) vorkommen. Wenn die Formel in
Satz 1 durch n dividiert wird, ergibt sich

_2v(l1-p)
- =P

Dn(p) b(v;n, p).

Daraus kdnnen wir schnell das folgende bereits an-

gekiindigte Resultat ableiten:
Satz 2 In der obigen Notation gilt

lim 2n(P)
p—0 p

=2

Beweis. Da wir p klein werden lassen, konnen wir
zufestemn € N p so klein wéhlen, dass np < 1 gilt.
Dannistin Satz 1 dasdurchnp <v<np+1 en-
deutig bestimmte v gleich 1 (und es bleibt 1, auch
wenn wir p noch kleiner wahlen und schliefdlich ge-
gen 0 laufen lassen). Damit vereinfacht sich die For-
mel fur Dn(p) fur ale p mit np < 1 zu Dy(p) =
2(1-p)p(1—p)™*, also Dn(p)/p = 2(1— p)" und
dieskonvergiert gegen 2 fir p— 0. Damitist der Satz
bewiesen.

Nutzen wir die Tatsache, dass der Wert b(v; n, p) fur
jeden festen Wert v fiir n — co gegen null konvergiert,
so folgt aus de Moivres Formel auch unmittelbar

. X
il o

Dies ist eine Form des Gesetzes der grol3en Zahlen,
die erstmals de Moivre so formulierte. Historisch in-
teressant ist die Bemerkung, dass de Moivre die For-
mel (3) zum Anlass nahm, die Approximation der
Binomialverteilung naher zu studieren. Dies miinde-
te dann in dem von ihm gegebenen Beweis des zen-
tralen Grenzwertsatzes fur den Fall p = 1/2, heute

Satz von de Moivre und Laplace genannt. Er studiert
die Approximation der Binomialverteilung durch die
Gauidsche Normalverteilung. Dies verfolgen wir hier
nicht weiter.

4 EineFormel von Todhunter

Abraham de Moivre (1667-1754) schrieb das Buch
The Doctrine of Chances [3] im Jahre 1718. Es ent-
standen zwei weitere Ausgaben in den Jahren 1738
und 1756. In der ersten Ausgabe findet man zu der in
Satz 1 gegebenen Formel keinen Hinweis. Erst in den
weiteren beiden Ausgaben wird die Formel in einem
wahrscheinlichkeitstheoretischen Kontext vorgestel It
und bewiesen. In der Ausgabe 1738 sind dies die
Probleme 86 und 87, in der Ausgabe 1756 sind es
die Probleme 72 und 73. Tatsachlich stellt de Moi-
vre in einem weniger bekannten Werk mit dem Ti-
tel Miscellanea Analytica im Jahre 1730 die Frage
nach der Berechnung des absoluten mittleren Fehlers
Dn(p) vor. Sie entstammt einer Frage von Sir Cu-
ming aus dem Jahre 1721. De Moivre beweist in die-
ser Arbeit die Formel aus Satz 1 fur den symmetri-
schen Fall p=1/2. Er gibt in dieser Arbeit an, wie
die Formel im asymmetrischen Fall p# 1/2 aussieht.
Er gibt aber keinen Beweis!

Isaac Todhunter gibt im Jahre 1865 in seinem Werk
mit dem Titel A History of the Mathematical Theo-
ry of Probability, Seiten 182-183, [9] einen Beweis
im asymmetrischen Fall. Seine Formel liest sich in
heutiger Sprache so:

Satz 4 Fir alle natirlichen Zahlen0<a < B <n
gilt

B
> (k=np)b(k;n, p) = a(1-p)b(a;n,p)

k=a
— (n—B) pb(B;n, p).

Bevor der sehr elementare Beweis von Satz 4 gege-
ben wird, wollen wir schauen, wie daraus Satz 1 ab-
geleitet werden kann. Fir dle k > v ist nach Defi-
nition von v [k —np| = k—np und fur ale anderen
Werte gilt |K—np| = —(k— np). Damit erhalten wir
n
E(|X —np|) = kZ(k—np)b(k; n, p)
=V

v—1
— 5 (k=np)b(k:n, p).
kZO( np)b(k;n, p)
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Wir wenden nun auf beide Summen den Satz 4 von
Todhunter an:

E(IX —np|) = v(1—p)b(v;n, p)
+(n—(v—1))pb(v—1;n,p).
Der erste Summand ist in der gewiinschten Form.
Den zweiten Summanden formen wir um. Das
Verhdltnis zweier aufeinanderfolgender Binomial-

wahrscheinlichkeiten berechnet sich bekanntlich wie
folgt:

b(k+ 1;n, p)
b(k;n, p)

~ (h=Kp
“A-pkrny O

Daraus folgt unmittelbar
b(k+1;n,p) (1 p) (k+1) = (n—k) pb(k;n, p).
(6)

Setzen wir hierin k =v— 1, so erhalten wir
(n—(v—1)) pb(v—1;n,p) =Vv(1-p)b(v;n,p),
und damit insgesamt
E(|X =np|) =2v(1-p)b(v;n,p).

Diesist die Formel von de Moivre.

Nun beweisen wir die Formel von Todhunter: Es gilt

B
kz (k—np)b(k;n, p)
B
=2 (k(1~p) = (n=K)p) b(k;n, p)
B B
= kZ k(1-p)b(k;n, p) —kz (n—K)pb(k;n, p).

(")

Setzen wir (6) ein, so erhalten wir

B
kz (k—=np)b(k;n, p) =

B

kz k(1 p)b(k;n, p)
B

— Z (k+1)(1— p)b(k+1;n, p).
k=a

Esbleibt also nur der erste Summand der ersten Sum-
me und der letzte Summand der zweiten Summe
Ubrig, und dies liefert Todhunters Formel.

Zugegeben, die Formel von de Moivre bendtigt einen
zwar elementaren aber sicher nicht offensichtlichen

Beweis. Die Schonheit der Formel liegt - nach voll-
brachtem Beweis - in der geschlossenen Form, die
jede Falunterscheidung entfernt. Diese steckt in un-
serem Beweis! Nach getaner Arbeit ist es also nicht
mehr schwer, den mittleren absoluten Fehler in der
Bernoulli-Kette zu bestimmen.

5 Abschlief3ende Bemerkungen

Todhunter nahm in seinem Beweis Ubrigens an,
dass np eine natirliche Zahl ist. Er sah nicht, dass
sein Beweis diese Annahme in Wirklichkeit nicht
benttigt hétte. Die Formel von de Moivre bzw. die
Formel von Todhunter wurde streng genommen in
der hier vorliegenden Form erst von Poincaré 1896 in
seinem Buch Calcul des Probabilites [8] bewiesen.
Interessant ist, dass die hier vorgestellten Formeln
immer wieder neu entdeckt wurden. So hat Frisch in
[5] auf Seite 161 Todhunters Formel bewiesen und
die Formel von de Moivre daraus abgeleitet. Frisch
schien nicht gewuf3 zu haben, dass es die Formeln
schon gab. Weitere “Neuentdeckungen” der Formeln
finden sich 1930 in Gruder [6] und 1957 in Johnson
[7]. Johnson betrachtet alerdings auch einige Ver-
algemeinerungen der genannten Formeln. Die For-
mel von de Moivre ist in den Werken der Vorganger
scheinbar immer so wenig hervorgehoben worden,
dass Forscher in der spateren Schaffenszeit sie nicht
entdeckten. Interessant ist, dass niemand ihren Zu-
sammenhang mit dem Gesetz der grof3en Zahlen be-
schrieb. Die Formel blieb anscheinend fir sich ge-
nommen eine kuriose Beobachtung.

Eine hilbsche Anwendung von Satz 1 ist:

Satz8 Fira >np,neNund p € (0,1) gilt:

a(l-p)

a1 o
n a—-np’

: b(a;n, p) kZab("; nP) <

Der Beweis geht so: Sicher gilt
n n
o ) b(kin,p) < 5 kb(k;n,p).
k=a k=a

Auf der rechten Seite wenden wir nun Todhunters
Formel an:

n n
Z kb(k;n,p) =np z kb(k;n, p)
k=a k=a

+a(1-p)b(a;n,p).

Daraus folgt die obere Schranke. Die untere Schran-
ke erhalt man einfacher:

n n
n z b(k;n, p) > z kb(k;n,p) > ab(a;n, p).
k=a k=a
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Es stellt sich die Frage, ob es fur andere Verteilun-
gen der Stochastik auch eine geschlossene Form fiir
die Bestimmung des mittleren absoluten Fehlers gibt.
Bisher war alles auf die Binomialverteilung konzen-
triert. In der Arbeit von Diaconis und Zabell [2] fin-
det man dies im Rahmen der Theorie orthogonaler
Polynome vorgestellt. So sieht man zum Beispidl,
dass fur den Fall einer Standard-Normalverteilung
gilt: L )

L [P e ax = 2

o /_ ) x| e dx T
Dies kann man natirlich auch direkt mittels der Inte-
grationstheorie herleiten. Im Falle einer Poisson ver-
teilten Zufallsgrofe mit Parameter A ergibt sich:

© ek e A
K—A| —— = 2\ :
k;)' | k! Al

wobel [A] die untere Gaul3-Klammer bezeichnet, al-
so die grofdte ganze Zahl kleiner oder gleich A. Wir
leiten hier diese beiden Formeln nicht her.

Abschlief3end geben wir noch einen kleinen Einblick
in die Eigenschaften der Funktion p — Dy(p). Dies
ist eine hilbsche Ubung aus der Analysis. Wir be-
trachten das Intervall (k—1)/n < p < k/n fur k=
1,...,n. Dasv der Formel von de Moivre hat dann
den Wert k, so dass sich D,(p) mit Hilfe dieser For-
mel darstellen l&sst:

Dn(p) = Z(E: i) p{L—p)"

Man kann Dy, hier zweimal differenzieren (Anwen-
dung der Produktregel) und sieht dann: D},(p) ist po-
sitiv fur p < k/(n+1), gleich null fur p=k/(n+ 1)
und negativ fir p > k(n+1). AuRBerdemist Dj;(p) ne-
gativ. Also hat Dy, lokale Minima an den Stellen p =
1/n,2/n,...,(n—1)/n und lokale Maxima an den
Stellen p=1/(n+1),2/(n+1),...,n/(n+ 1) und
ist in alen Zwischenbereichen eine konkave Funkii-
on! Etwas schwerer zu berechnen ist dann die wei-
tere Beobachtung, dass die lokalen Maxima der Rei-
he nach groRRer werden bis zum Wert p=1/2 und
danach der Reihe nach kleiner werden. Das globa
le Maximum ist daher fUr ungerade n an der Stel-
le p=1/2 gegeben, fur gerade n an den Stellen
p=1/2+1/{2(n+1)}. Diese Andyse ist etwas
komplizierter und soll dem Leser alsUbung bleiben.

Die Formeln von Todhunter und de Moivre zur Be-
stimmung des mittleren absoluten Fehlers im Fal-
le eines binomialverteilten Modells halte ich fir ei-
ne interessante Bereicherung des Mathematikunter-
richts der Oberstufen. Die historische Entwicklung
dieser eher nicht sehr berihmten Formel ist weiter
ein Anreiz fur das Studium von Originalquellen, hier
besonders von [4].
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