Wahldebakel: BUSH + GORE + CHAOS = RUEGE?

Anmerkungen zu einer mathematischen Denksportaufgabe

DIETMAR PFEIFER, OLDENBURG UND MICHAEL NAATZ, BERLIN

Zusammenfassung: Stochastische Such- und Op-
timierungsalgorithmen lassen sich oft effizienter zur
Losung konkreter mathematischer Aufgaben einset-
zen als , klassische  numerische oder enumerative
Verfahren. Dies soll an dem Beispiel einer Denk-
sportaufgabe aus dem Stern-Magazin, dem die obi-
ge Rdtsel-Gleichung entstammt, veranschaulicht
werden.

1. Das Problem und seine Her-
kunft

In der Ausgabe 2 des Stern-Magazins vom 4.1.2001
findet sich unter der Rubrik Rdrsel auf Seite 71
unter dem Stichwort Wahldebakel dic folgende
mathematische Denksportaufgabe:

wDas Chaos bei der Bush-und/oder-Gore-Wahl
verdient sicherlich eine Riige, so sehen es zumin-
dest Vertreter der Politomathematik. Thre Formel

BUSH + GORE + CHAOS = RUEGE

ldsst sich in eine schliissige Gleichung verwandeln,
indem ihre Buchstaben durch Ziffern — gleiche
Buchstaben durch gleiche, verschiedene durch ver-
schiedene Ziffern — ersetzt werden. Unter den sechs
moglichen Losungen wird diejenige gesucht, bei
der das CHAOS am grofiten ist*

- wobel im doppeldeutigen Sinne hier die nume-
risch grofite Losung gemeint ist. Durch geschicktes
Uberlegen lassen sich natiirlich auf Anhieb cinige
Beziehungen zwischen den zehn Unbekannten her-

stellen; so gilt etwa H+ S =10. Die Bezichung -

zwischen C und R ist dagegen nicht so einfach we-
gen der drei Summanden auf der linken Seite; hier
ist sowohl R = C+1 als auch R = C+2 denkbar, und
beide Moglichkeiten kommen auch in der Lo-
sungsmenge vor. Ansonsten ist man wohl mehr
oder weniger auf cine geeignete Rate-Strategie
angewiesen.

Wenn man darauf verzichten will, bleibt eigentlich
zunichst nur die Alternative einer systematischen
Abzihlung aller denkbaren Fille (hier: Permutatio-
nen der Ziffem 0 bis 9 ohne Wiederholung), das
sind im vorliegenden Fall maximal 10! = 3 628 800
Maoglichkeiten (wegen B>0,G>0,C>0und R >
0 reduzieren sich diese aber faktisch noch um

4x9! =1 451520 Moglichkeiten auf insgesamt
2 177 280 Moglichkeiten). Die Programmierung
gecigneter Algorithmen ist aus schulischer Sicht
allerdings aufwendig, auch wenn hier die schnell-
sten Verfahren nur wenig mehr als dic theoretisch
minimale GroBenordnung von 10! Schritten erfor-
dern (vgl. z.B. Pruesse / Ruskey (1994) oder Can-
field / Williamson (1995).) Erstaunlicherweise
bietet hier nun die Stochastik einen interessanten
und effizienten Ausweg aus diesem Dilemma, in-
dem man die oben angedeutete vollstindige Enu-
meration aller sinnvollen Fille durch eine zufdllige
Enumeration ersetzt. Dabei macht man sich die
Tatsache zunutze, dass jede Permutation
[6(0),...,6(9)] der zehn Ziffern [0,...,9] durch eine
Verkettung von paarweisen Vertauschungen er-
reicht werden kann. Dies sei exemplarisch an dem
Beispiel der Permutation {2,4,1,7,5,3,0,6,8,9] ver-
anschaulicht:

[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]
[0,2%1,3,4,5,6,7,&2]
[2%0,1,3,4,5,6,7,&2]
[2,0,1,53,5,6,7,&2]
[2,0|24|fl,3,5,6,7,§,2]
[2.4,0,1,3,5,6,7,8,9]
[2,4,1%0,3,5,6,7,&2]
[2,4_,1,0,3,5,7%@&,2]
[2,5,1,0,3,7z,5,§,§,2]
[2,4_,1,0,7%3,5,@&,2]
[Z,é,l,lf),3,5,§,§,2]
[2,5,1,2,0,5%3,@&2]
[2,4,1,1,;%3,@,&,2]

Dabei sind die im nichsten Schritt zu vertauschen-
den Ziffern jeweils fett markiert, die schon richtig
positionierten Ziffern unterstrichen. Das Prinzip ist
offensichtlich: man ,schiebt” die jewecils nichste
Ziffer aus dem noch nicht richtig angeordneten
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Rest“ von rechts nach links durch sukzessives
Vertauschen mit dem jeweiligen linken Nachbarn
an die richtige Position. Ein solcher Vertauschungs-
schritt ist als Einzelschritt einfach zu programmie-
ren, eine systematische Erfassung aller moglichen
bzw. sinnvollen Fille ist jedoch aufwendiger und
mit schulischen Mitteln ohne tiefere Kenntnisse in
Informatik wohl kaum zu bewerkstelligen.

2. Das Verfahren der zufdlligen
Enumeration

Die zentrale Idee einer zufilligen Enumeration
besteht darin, dass man die zu den verschiedenen
Permutationen fiihrenden Ziffernvertauschungen
nicht systematisch, sondern durch einen Zufallsge-
nerator gesteuert vornimmt, wobei jedes Mal zwei
verschieden positionierte Ziffern zufillig ausge-
withlt werden. Im Laufe des Verfahrens werden
dabei mehr und mehr verschiedene Permutationen
generiert, so dass die Wahrscheinlichkeit, eine oder
mehrere Losungen des Problems zu finden, stetig
zunimmt. Formal ist dieses Problem einfach zu
beschreiben; es ist auch unter dem Stichwort , Be-
legungsproblem* bekannt (vgl. Beispiel 2.3.9 in
Pfanzagl (1991)):

»n Kugeln werden derart auf N Ficher verteilt,
dass jede Kugel mit gleicher Wahrscheinlichkeit in
jedes Fach kommen kann, unabhingig davon, ob
dieses Fach bereits besetzt ist oder nicht. Wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit P(N,n), dass alle Ficher
belegt sind?

Bezogen auf unser Problem spielen die N Facher
die Rolle der verschiedenen Permutationen der
Ziffern 0 bis 9, n spielt die Rolle der durchgefiihr-
ten zufilligen Enumerationsschritte (d.h. die jeweils
durchgefiihrte  zufallsgesteuerte  Vertauschung
zweiler Ziffern). 1-P(N,n) gibt dann die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, dass man mit n Suchschrit-
ten noch nicht alle Permutationen generiert hat,
wobei sinnvollerweise n > N zu wihlen ist (ande-
renfalls ist offensichtlich P(N,n) = 0). Die Wahr-
scheinlichkeit P(N,n) kann mit Hilfe der Formel
von Sylvester (vgl. Barth / Haller (1998), Satz 66.1
bzw. Pfanzagl (1991), Kapitel 2.3) — manchmal
auch EinschluB-AusschluB-Formel genannt — exakt
bestimmt werden. Dazu bezeichne A; fur i=1,...,.N
das Ereignis, dass bei n Versuchen Fach Nummer i
leer bleibt. 1-P(N,n) entspricht damit der Wahr-
scheinlichkeit, dass bei n Versuchen mindestens ein
Fach leer bleibt. Es folgt

1—P(N,n)=P(LNJAiJ=N(—1)“‘ > P(hAkjj

ky <k; <...<k; j=l

10

und damit

N N (N i n
) rov=1-p[Ua, |- 3| | 1-4)

i=1 i=0 1 N
(vgl. Pfanzagl (1991), S. 40). Dabei ist nur zu be-
achten, dass ﬂAkj das Ereignis beschreibt, dass in

=1
n Versuchen genau die Ficher k;<k,<...<k; leer
bleiben. Fiir die Auswahl dieser Indices gibt es

N
gerade () Moglichkeiten, und alle Ereignisse
1

sind gleichwahrscheinlich mit

In unserem Anwendungsfall ist die Wahrschein-
lichkeit P(N,n) bei N=10! und n > N nicht einfach
numerisch zu berechnen. Es geniigt hier aber eine
einfache Abschitzung nach unten, die man aus den
ersten beiden Summanden in (1) wie folgt erhilt:

P(N,n) =1—P[0Aij zl—iP(Ai)

=1—N(1-i >1-Nexp| —— |.
N N

Im letzten Schritt wurde dabei von der auch aus
dem schulischen Unterricht (Analysis) bekannten

2

Ungleichung (1+§\J <e" Gebrauch gemacht, die
n

fir alle reellen Zahlen x>-n giltig ist, mit
x=—%. Man vergleiche etwa die Diskussion in

Baierlein et al. (1984), Kapitel 4.2.

Will man etwa mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1—¢ in n Suchschritten alle N Permu-

tationen generiert haben, so leistet dies sicher die
Wahl

3) nZNIn(E),
€
da dann folgt:
P(N,n)zl—Nexp(—ljzl—Nexp(—ln(ED
N €
=1- N =l-¢

Wihlt man z.B. € =0.01,so folgt n>71522134.

Pfeifer,D.; Naatz,M.: Wahldebakel



Eine andere interessante Frage ist die nach der er-
warteten Anzahl von Suchschritten, bis zum ersten
Mal alle N Permutationen generiert (bzw. alle Fi-
cher belegt) worden sind. In Engel (1991) wird
dieses Problem in Abschnitt 40 unter der Uber-
schrift Warten auf einen vollstidndigen Satz behan-
delt, in Athen et al. (1995) findet man es auf S. 142
als Mittlere Wartezeit auf eine volistindige Serie.
Bezeichnet man mit X die zugehorige Zufallsvari-
able, so gilt offensichtlich

P(X >n)=1-P(N,n) fiir n=0,1,2,...

Zur Berechnung des Erwartungswertes E(X) ldsst
sich diese Beziehung oft recht einfach verwenden;
es gilt ndmlich im vorliegenden Fall

E(X) = iP(X >n)

(vgl. Krengel (2000), S. 59, Aufgabe 2 oder Mathar
/ Pfeifer (1990), Lemma 2.2.2. d). Formal lisst sich
dies zeigen durch Umordnen der Reihe
n-1

P(X=n)

k=0

E(X) =in P(X=n)=

n=0

C 1M

=2, PX=n)=) > P(X=n) =iP(X > k).

0<k<n k=0n>k
Leider l4sst sich damit selbst unter Verwendung der
Beziehung (1) der Erwartungswert E(X) nicht auf
einfache Weise in geschlossener Form angeben; der
durch Vertauschung der Summationsreihenfolge
mit der Formel fiir die geometrische Reihe resultie-
rende Ausdruck

0 N ) N . n
av-ggor(s

n=0 i=l

- i+1 N)& i i _ o i+l N N
o502 (3

1 /h-0

(erlaubt wegen absoluter Konvergenz der dufleren
Reihe) ldsst sich ndmlich nicht unmittelbar ele-
mentar vereinfachen. Auf die explizite Losung, die
auch in Athen et al. (1995) und Engel (1987, 1991)
zu finden ist, gehen wir spiter noch einmal geson-
dert ein. Man kann sich aber auch hier mit einer
einfacher herzuleitenden Abschitzung fir E(X)
nach oben begniigen: wegen

P(X >n)=1-P(N,n) Smin{l,Nexp(~%)}

nach (2) erhilt man sofort

E(X)= iP(X >n) < imin {I,Nexp(—%J}.

n=0 n=0

Stochastik in der Schule 21(2001)3, S. 9-13

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks iiberlegen wir
uns, fiir welche Werte von n das in der Reihe auf-
tretende Minimum kleiner als 1 wird:

Nexp(—-%j <1< n>Nin(N).

Setzen wir hier n, = I_N ln(N)-|,womit die nach

oben ganzzahlig aufgerundete Gréfle gemeint ist, so
erhalten wir nun

E(X) = ip(x >n)<l+n,+NY exp(—%)

n>ng

n, v n
=1+n,+ Nexp| ——% | ) exp| ——
° p[ N]Z p( N)

<l+n,+ Z{exp(—%}—j}
n=0

wobei die letzte Ungleichung aus einem Spezialfall
der schon erwihnten Ungleichung

e">1+x bzw. € s—l—
1+x
fiir x > 0 resultiert (man setze x = 1/N). Insgesamt
folgt damit die Abschitzung

4) E(X)<N(1+In(N))+3;

dies ist in derselben GréBenordnung wie (3). In
unserem konkreten Ritselbeispiel ergibt sich etwa
E(X) <58 439 695.

Ein Vergleich mit einer systematischen Erzeugung
aller Permutationen, die im besten Fall groBenord-
nungsmiBig mit etwa N Schritten auskommt, zeigt,
dass der erwartete Aufwand bei zufilliger Enume-
ration nur etwa um den Faktor In(N) groBer ist.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts wollen wir uns
noch einmal mit der angekiindigten einfacheren
Darstellung von E(X) beschiftigen. Es gilt nimlich

N 1
- E(X)—Ng;SN(ln(N)+y+5§]
=N(y+In(N)) +%

mit der Euler’schen Konstanten y=0.577216 ... (vgl.
Engel (1991), S. 150 und S. 209 ff). Die elementare
Abschitzung (4) ist also bereits recht nahe an dem
exakten Wert!

Zur Herleitung betrachten wir das Polynom
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i

N N
£ = Z(—l)‘“( i j—’j—

sowie dessen Ableitung

N . N . N . N .
£'(x) =Z(—1)*+‘( i ]x'_l %{1—2(—1)'( i ij

T s A e e A = P
T x  1-d-n _ﬁ:‘(l x)

wobei die zweite Gleichheit formal nur fiir x #0
giiltig ist (mit stetiger Ergdnzung gilt die Glei-
chungskette aber fiir alle reellen x). Neben dem
binomischen Lehrsatz wurde dabei in der letzten
Gleichheit von der Formel fiir die (endliche) geo-
metrische Reihe Gebrauch gemacht. Es folgt wegen
f(0)=10:

f(h)= ljf (u)du = E (1-u) du =I§ ]_[(1 —-u) du

u=l N 1

=y

i=1 1

B _N—l (1 _ u)i+l

o 1+1

u=0

und damit

N (N N
E(X)= Z(—l)‘“ ( i JE =Nf(l)= NZ%

i

wie behauptet. Fiir die weitere Abschitzung in (5)
verweisen wir auf Engel (1991), S. 209 ff.

Die Ungleichung (5) liefert bezogen auf das Aus-
gangsproblem hier noch die Abschitzung
E(X)=54810894,was nur relativ geringfiigig

kleiner ist als die aus (4) gewonnene Abschitzung.

Wer sich an dieser Stelle mit einer intuitiv einfa-
cheren, dafiir aber mathematisch nicht ganz stren-
gen Argumentation begniigen mochte, sei auf die
Ausfiithrungen in Athen et al. (1995), S. 142 ver-
wiesen. ) -

3. Die programmtechnische Um-
setzung.

Von den vielen Moglichkeiten, das Ausgangsprob-
lem in ein funktionierendes Computer-Programm
umzusetzen, soll im folgenden eine Version filir
BASIC vorgestellt werden. Es kann aber leicht
auch in jede beliebige andere Programmiersprache
wie Pascal, Delphi oder C iibertragen werden; vgl.
etwa Engel (1991), Abschnitt 47.1. Der eigentliche
Programmkern mit dem zufilligen Enumerati-
onsschritt ist in Fett hervorgehoben, der Rest dient
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dazu, nur die voneinander verschiedenen gefunde-
nen Losungen auszugeben.

cls

dim x(10)

for i=1 to 9

x(i)=1

next i

dim bush(100)

dim gore(100)

dim chaos(100)

j=5

locate 3,1

print " BUSH + GORE + CHAOS = RUEGE"

randomize timer

0 locate 1,1

print z&;"Suchschritte durchgefiihrt”

Z&=Z&+1

i=int (10*rnd)

1 k=int (10*rnd)

if i=k then goto 1

swap x(i),x(k)

if (x(0)=0 or x(4)=0 or x(8)=0 or
x(6)=0) then goto 0

bush=1000*x(0)+100*x (1) +10*x(2) +x(3)

gore=1000%x(4)+100*x(5) +10*x(6) +x(7)

chaos=10000*x(8)+1000*x(3) +100*x(9) +
10*x(5)+x(2)

ruege=10000*x(6) +1000*x (1) +100*x(7) +
10*x(4)+x(7)

x=bush+gore+chaos-ruege

if (x>0 or x<0) then goto 0

y=1

for m=0 to r

y=y*min (1, abs (bush-bush (m)))
*min (1, abs (gore-gore (m)))
*min (1, abs (chaos-chaos {m)))

next m

if y=0 then goto 0

r=r+1

bush(r)=bush

gore (r) =gore

chaos (r) =chaos

locate j,1

print bush;"+";gore;"+";chaos;"=";
ruege;u (u,.r,.lv)lv

j=j+1

goto 0

Im Gegensatz zu den Angaben im Stern-Magazin
fand das Programm regelmiBig folgende 10 (1)
verschiedene Losungen, wobei in den meisten Fil-
len nicht mehr als 80 Millionen Suchschritte bis
zum Auffinden dieser Losungen benétigt wurden
(Losung mit maximalem CHAOS in Fett):

BUSH + GORE + CHAOS = RUEGE
6728 + 1350 + 48932 = 57010 (1)
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5346 + 1792 + 86074 = 93212 (2)
9537 + 8041 + 27603 = 45181 (3)
4173 + 2860 + 53987 = 61020 (4)
2364 + 7195 + 84016 = 93575 (5)
2819 + 6045 + 39701 = 48565 (6)
8419 + 7056 + 39201 = 54676 (7)
8637 + 1259 + 47023 = 56919 (8)
3764 + 9025 + 14806 = 27595 (9)
5073 + 1492 + 83647 = 90212 (10)

Mit einem handelsiiblichen PC, Ausstattung Penti-
um II mit 233 MHz Taktfrequenz, benétigte das
(kompilierte) Programm dabei in keinem Fall mehr
als 5 Minuten bis zum Auffinden dieser Losungen.

[Die Wahrscheinlichkeit, dass es auler den gefun-
denen noch weitere Lésungen gibt, ist mit testwei-
se insgesamt iiber 200 Millionen durchgefiihrten
Suchschritten nach (2) kleiner als 1077 ...]

4. Diskussion

Das angesprochene Problem eignet sich m.E. sehr
gut fiir eine Diskussion im Zusammenhang mit dem
Computereinsatz in der Schule. Im Gegensatz zu
bekannten Computer-Algebra-Systemen wie DE-
RIVE, MATHEMATICA oder MAPLE miissen
sich die Schiiler hier ein problemorientiertes Lo-
sungskonzept selbst iiberlegen, da keines der ge-
nannten Programme iiber geeignete Module ver-
fugt, die hier direkt einsetzbar wiren. [Eine theore-
tisch denkbare Auflistung aller 10! Permutationen
m einem Feld oder einer Datei ist mit diesen Sys-
temen zwar technisch moglich, aufgrund des riesi-
gen Umfangs und der damit verbundenen Rechen-
zeit aber nicht praktikabel.] Hinzu kommt der

denksportliche Ehrgeiz, eine Lésung der auf den --

ersten Blick vielleicht einfach erscheinenden Auf-
gabe zu finden und dabei noch der Riitsel-
Redaktion eines groBen Wochenmagazins Fehler
nachzuweisen! Die benétigten Kenntnisse aus der
Stochastik gehen dabei iliber elementare Kombina-
torik bzw. die diskrete Gleichverteilung nicht hin-
aus, zeigen aber durchaus moderne Anwendungen
der Stochastik auf, die vor allem in der Informatik
und der Numerik zunehmend an Bedeutung gewin-
nen (Stichwort: Simulated Annealing, vgl. Mathar /
Pfeifer (1990), Kapitel 3.3).

Eine kompilierte Fassung des Programms kann bei
Interesse auch direkt vom erstgenannten Autor per
e-mail bezogen werden.
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