Kopf-Adler-Muster in Miinzwurfserien,

unendliche Reihen und Fibonacci-Zahlen

HaNs HUMENBERGER, DORTMUND

Zusammenfassung: Wir wollen hier Seri-
en von Minzwiirfen ndher beleuchten, also z. B.
Serien der Gestalt KAKKAKAAAK ...... (K
steht fir ,Kopf“ und A fiir ,Adler“). Insbeson-
dere soll es um die zweigliedrigen Muster bzw.
Weérter KA bzw. KK gehen. Es wird sich her-
ausstellen, daff man im Durchschnitt 6-mal die
Miinze werfen muf, um das Muster KK (zwei-
mal hintereinander K ) zu erhalten, wohingegen
fiir KA im Durchschnitt 4 Versuche reichen (die
Ezistenz aller in Rede stehenden Erwartungswer-
te wird nicht bewiesen, sondern als intuitiv ein-
sichtig vorausgesetzt). Es wird sich aber auch
herausstellen, daff die Wahrscheinlichkeit, dafi
in einer Wurfserie KK friiher als KA erscheint
(oder umgekehrt), trotzdem % betrigt. Schliefilich
wird gezeigt, wie bet der Anzahl K K -freier Seri-
en einer gewissen Ldnge n Fibonacci-Zahlen eine
Rolle spielen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, sich Gedanken
zum Thema ,Muster in Miinzwurfserien“ zu ma-
chen, so z. B. mit Hilfe bedingter Erwartungs-
werte — siehe z. B. (Humenberger 2000). Wir
wollen hier jedoch bewuft auf diese verzichten
und die Methode ,direkte Berechnung des Er-
wartungswertes“ (gemeint ist mittels dessen De-
finition) anwenden, obwoh! diese manchem viel-
leicht umsténdlich erscheinen mag.

Weitere Methoden zur Behandlung von Mustern
in bindren Sequenzen wiren z. B. gegeben durch:
(1) Graphen und ,Mittelwertsregeln“ - siehe
(Engel 1976, S.18ff insbesondere S. 22-26); (2)
mit Hilfe des sogenannten Conway-Algorithmus
- beschrieben z. B. in (Gardner 1974, S.123) oder
(Szekely 1990, S.62); dieser ist zwar sehr ,ver-
bliiffend“ und auch sehr leicht durchzufiihren,
aber relativ schwierig einzusehen bzw. zu be-
griinden - z. B. (Li 1980).

Muster in Serien und ihre Wahrscheinlichkeiten
finden in der Genetik (,Sequence-Matching*) ei-

ne wichtige auflermathematische Anwendung —
siehe z. B. (Waterman 1995).

1 Unendliche Reihen

Der ,mathematische Hintergrund“ folgender
Uberlegungen sind unendliche (geometrische)
Reihen. Er kann durch die bekannte Summen-
formel

Yen= = fir |z|<1 (1)

und z. B. durch folgende Identitit (,gliedweises

Differenzieren®):
! /
) _ T
’ ) - (1 - z) @

- (1 - x)2 (3)

n=1

(ebenfalls fiir |z| < 1) beschrieben werden. Fiir
z= % ergibt sich z. B.

1 1
1425 +3- 55 +...(4)

1
e @

Fir die Begriindung der Identitit (3) wire
Differentialrechnung (gliedweises Differenzieren)
auch vermeidbar (sollte z.B. Differentialrech-
nung noch nicht zur Verfiigung stehen oder aus
anderen Griinden vermieden werden). Aus

= 1
anﬂ—l =

n=1

o0
S = an"_l =142c+3z2+4z3+524 +...

n=1
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erhilt man fiir [z] < 1 durch Multiplikation mit
1-2)

(1-2)S = (1+2z+3z2+42>+...)-
—(z+222 4323+ 42 +...)
2, .3 1
= l4z+z°4+z°+---=
-2z

[das ,, Umordnen* ist wegen der absoluten Kon-
vergenz erlaubt; man kdnnte auch etwas forma-
ler zunichst nur endliche Summen und dann den
Grenzwert bilden] und daraus sofort

= 1

o ———— . 6
;nz S=q—g (el<D. ©
Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvaria-
ble mit {z,, x5, z3, ..., Zk, - . - } als mégliche Wer-
te. Unter dem Erwartungswert E(X) der Zufalls-
variable X versteht man die Summe

EX)E Y o P(X =) ,
k

falls diese (méglicherweise unendliche) Reihe ab-
solut konvergiert.

Mit Hilfe von (3) bzw. (6) kann z.B. der Er-
wartungswert einer geometrisch verteilten Zu-
fallsvariable (,,Wartezeit, bis bei einem Bernoul-
li-Versuch ein Ereignis A, das bei jeder Versuchs-
wiederholung mit Wahrscheinlichkeit p auftritt,
erstmalig eintritt“) berechnet werden. Dies ist
beim ersten Versuch eben mit Wahrscheinlich-
keit p der Fall, beim zweiten mit Wahrschein-
lichkeit (1 — p) p, beim dritten mit Wahrschein-
lichkeit (1 — p)?p ..., beim n-ten Versuch mit
Wahrscheinlichkeit (1 — p)"~!p (,bei den ersten
n — 1 Versuchen nicht A, beim n-ten aber A“).
Fiir den zugehorigen Erwartungswert der War-
tezeit ( = Anzahl der nétigen Versuche) bis A
erstmalig auftritt, erhalten wir daher

EXX) = 1-p+2-(1-pp+3-(1-p°p+
+eodn-(1=p)" p+...

e e

Man braucht also im Durchschnitt zwei Versuche
(p = 1), damit beim wiederholten Minzwurf K
erscheint, bzw. 6 Versuche (p = 1), damit beim
wiederholten Wiirfeln eine Sechs erscheint.

Der Erwartungswert (8) kann auch ohne Riick-
griff auf (3) bzw. (6) hergeleitet werden (ana-
log zur obigen Methode ohne Differentialrech-
nung). Wir bezeichnen der Ubersichtlichkeit hal-

berl-p def g und erhalten

E(X)=
=1-p+2-qp+---+n-q"'1p+...
=(1-¢)-(1+2¢ +---+ng" ' +..)
=(1+2¢ +3+ - +ng" +..)
—(q+2q2+3q3+...+(n—1)q"'1+...)

=14g++P++=——=

Durch zweimaliges gliedweises Differenzieren der
geometrischen Reihe erhdlt man eine weitere
wichtige Identitit, auf die wir spater noch einmal
zuriickgreifen werden (mit ihrer Hilfe kann z. B.
die Varianz einer geometrisch verteilten Zufalls-
variable berechnet werden, vgl. z. B. (Reichel/-
Hanisch/Miiller 1992, S.166f):

2
= (1-2)3 (11)
Firz = % erhalten wir damit
[o <] o0
n-—1 1 n-—1
Satll e L3l
n=2 n=2

]
=
~—
—
I (]
wN=
N’
w
il
[+]
~~~
f—y
)
e

Fiir die Beziehung (11) weisen wir nur darauf
hin, daB durch Multiplikation der interessieren-
den Summe mit (1-z) (analog zu oben) und He-
ranziehung von (6) Differentialrechnung zur Be-
stimmung des Summenwertes vermeidbar wire.
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2 Gleichwahrscheinlichkeit von
»KA frither als KK“ und
»KK friiher als KA“ in dieser
Sichtweise

Mit ,,KA frither als KK*“ ist gemeint: KA er-
scheint friiher als KK als Ergebnis von zwei un-
mittelbar aufeinanderfolgenden Wiirfen.

Dafl die beiden Ereignisse ,,K A friiher als KK“
und ,KK friher als KA“ gleichwahrscheinlich
sind (ndmlich jeweils 7) kann ganz einfach be-
griindet werden: nach dem ersten K kommt mit
gleicher Wahrscheinlichkeit entweder ein weite-
res K oder ein A (eben mit Wahrscheinlichkeit
7) und damit tritt genau eines der beiden ge-

nannten Ereignisse ein.

Bemerkung: Ein erstes K kommt mit Wahr-
scheinlichkeit 1 trgendwann einmal vor (d. h. in
einer ,unendlich langen“ Serie von Miinzwiirfen;
man kann sogar relativ leicht zeigen, daf je-
des endliche Muster mit Wahrscheinlichkeit 1
in einer unendlich langen Serie vorkommt). Kes-
nes der beiden genannten Muster wiirde nur bei
AAA...AA... (immer nur As) eintreten, ein
Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 0.

Die Wahrscheinlichkeiten % fiir ,,KA friiher
als KK und ,KK frither als KA“ konnen
aber auch anders einsichtig gemacht werden, in-
dem wir iiberlegen, wie viele Versuchsausginge
das jeweilige Ereignis herbeifiihren (,giinstige
Moglichkeiten“) — wir wollen hier absichtlich mit

unendlichen Reihen arbeiten und moglicherweise

einfachere Losungen eher zuriickdringen — dafiir
sei z. B. auf (Humenberger 2000) verwiesen. Die
folgende (kompliziertere) Sichtweise bringt je-
doch gegeniiber der schon erwihnten Begriin-
dung fiir die Gleichwahrscheinlichkeit von ,, KK
friiher als K A“ und ,,K A friiher als KK*“ (nach
dem ersten K kommt mit gleicher Wahrschein-
lichkeit ein K bzw. ein A) die Erkenntnis, da8 es
bei jedem Muster der Lange n genau eine fiir das
jeweilige Ereignis ,,giinstige“ Moglichkeit gibt.

1. Das Ereignis | ,KK friiher als KA“ | tritt

genau dann bei einem bestimmten n ein,
wenn beim n — 1-ten und n-ten Wurf zusam-
men erstmalig K K steht und bis dahin kein
K A vorgekommen ist. Jedes n > 2 kommt

dafiir prinzipiell in Frage. Wie viele Méglich-
keiten gibt es fiir solche (,giinstige“) Serien
der Linge n?

Bei n = 2 gibt es dafiir nur eine Mdglichkeit,
nimlich KK; bei n = 3 ebenfalls nur eine
(A|KK) und auch bei jedem anderen n nur
genau eine Moglichkeit (A... AA|KK), da
vor dem letzten K K weder ein anderes KK
noch ein K A auftreten darf. An der (n — 2)-
ten Stelle muf also ein A stehen, denn sonst
wire vor dem in Rede stehenden KK an der
Stelle n bereits ein KK bei n—1 eingetreten,
und vor diesem A an der drittletzten Stelle
diirfen natiirlich nur As stehen (sonst wire
K A bereits vorher aufgetreten).

Da fiir jedes n > 2 die Zahl der mdglichen
»,K A-Serien der Linge n“ 2" und die Zahl
der ,giinstigen“ 1 betrigt, erhalten wir fiir
die Gesamtwahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses ,KK frither als KA“ (unendliche geo-
metrische Reihe, siehe (1))

P(KK friiher als KA) |=

_1,1 1, 1
T 92 "1 93 " o4 - on

N =

»K A frither als KK“ |Analog gibt es auch

fir das Ereignis ,erstmalig KA an der
Stelle n, ohne dafl vorher K K aufgetreten
ist“ bei jedem n > 2 jeweils genau eine
Moglichkeit, ndimlich wieder nur A’s vor-
her (A...AA|KA), denn vor dem K an
der vorletzten Stelle mufi wieder A ste-
hen - wie oben. Wir erhalten fiir die Ge
samtwahrscheinlichkeit des Ereignisses ,, K A
friither als KK“ ebenfalls

P(K A frither als KK) |=

1 1 1 =1
=2—2+'2—3+2—4+"'=Z'2—;;=

n=2

N =
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3 Die Erwartungswerte fiir
ein beliebiges Doppelmuster:
»KK oder AA“, und fiir eine
beliebige Abwechslung: ,,AK
oder KA*“

E(KK oder AA) |- die durchschnittliche War-

tezeit auf das erste (beliebige) ,,Doppelmuster®.

Das erste Doppelmuster in einer Serie kann prin-
zipiell bei jedem n > 2 realisiert werden — dies
sind die méglichen Ausprigungen der zugehdri-
gen Zufallsvariable, deren Erwartungswert wir
berechnen:

o0
E(KK oder AA) =Y _n-p,,

n=2

wobei p,, die Wahrscheinlichkeit ist, dafl das erste
Doppelmuster nach n Wiirfen auftritt; wie gro8
sind die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p,?
Wir werden sie wieder mittels ,giinstig/moglich“
(mit ,,moglich“ = 2") berechnen.

Man iiberlegt sich leicht, daB es fiir jedes n > 2
genau zwei Moglichkeiten gibt, daB gerade an
dieser Stelle erstmalig ein Doppelmuster (KK
oder AA) auftritt: Da es vorher immer Abwechs-
lungen gegeben haben mufB, kann das Gesamt-
muster bei KK als erstmaliges Doppelmuster an
der n-ten Stelle nur so aussehen: ... KAKA|KK
und bei AA als erstmaliges Doppelmuster an der
n-ten Stelle nurso: ... AKAK|AA. Bei n Wiirfen
gibt es jeweils 2" mogliche n-Serien, so dafl wir
mit (5)

E(KK oder AA) | =

g

n=2
o0
n
- on—1
n=2

- 4—1=

erhalten. (Die Subtraktion - - -—1 am Schlu8, weil
die Summation erst bei n = 2 beginnt.)

E(AK oder K A) |- die durchschnittliche War-

tezeit auf die erste (beliebige) , Abwechslung".

Analog muf bei K A als erstmalige Abwechslung
das Muster die Gestalt KK ... KK|KA haben,

bzw. AA... AA|AK bei AK als erstmalige Ab-
wechslung, also auch genau zwei Moglichkeiten
fiir jedes n > 2, daB gerade an dieser Stelle
erstmalig eine Abwechslung stattfindet. Es ergibt
sich daher wieder

= 2
2 "o
n=2
o

= L

n=2

= 4—1=.

Als nichstes wollen wir uns dem Problem wid-
men, wie oft man im Mittel eine Miinze werfen
mufl, damit das Muster K A erstmalig erscheint,
also die Berechnung von E(K A), hier mit Hilfe
der Identitit (11).

E(AK oder K A)

4 E(KA) = 4 durch Uberlegun-
gen zu KA-freien Serien

Die Erwartungswerte der nétigen Wiirfe fiir ei-
ne beliebige Abwechslung (also ,,AK oder K A“)
bzw. fiir ein beliebiges Doppelmuster (also , KK
oder AA“) sind jeweils 3. Dadurch kdnnte man
sich zur Vermutung hinreien lassen, daff auch
die zugehorigen Erwartungswerte fiir ein be-
stimmtes Doppelmuster (also z.B. KK) bzw.
fiir ein bestimmtes ,,Abwechslungsmuster® (z. B.
K A) gleich sind. Wir werden jedoch sehen, daf§
dies keineswegs der Fall ist!

Sei X die Zufallsvariable, die zihlt, wann KA
zum ersten Mal auftritt. Fiir die Berechnung von

E(KA)=FE(X)= i’nP(X =n)

n=2

stellen wir zunichst ﬁberlegungen fir die in
dieser Summe auftretenden Wahrscheinlichkei-
ten P(X = n) bzw. fir die Anzahl der jeweils
Hglinstigen Fille“ z,, an; die Anzahl der mogli-
chen Wurfserien der Lange n betrigt bei jedem n
selbstverstdndlich wieder 2", so da P(X =n) =
2 ist.

Fir n = 2 gibt es trivialerweise eine einzige
Moglichkeit, nimlich KA selbst (z; = 1). Fiir
n = 3 gibt es zwei Moglichkeiten, dafl KA am
SchluB erstmalig auftritt: K| K A und A|K A, d.h.
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z3 = 2. Bel einem viergliedrigen Muster gibt
es drei fiir die beschriebene Situation giinstige
Fille: AA|KA, AK|KA, und KK|KA (z4 = 3,
an den ersten beiden Stellen darf K A nicht vor-
kommen). Bei n = 5 miissen wir analog iiber-
legen, wie viele Moglichkeiten es gibt, die ersten
drei Stellen ,, K A-frei“ zu besetzen; es gibt z5 = 4
Moéglichkeiten: AAA|KA, AAK|KA, AKK|KA
und KKK|KA.

Es bleibt also die Vermutung

begriinden, daB es bei einer n-gliedrigen Serie
n — 1 Moglichkeiten gibt, die ersten n — 2 Plitze
»K A-frei“ zu besetzen (KA soll ja an den letz-
ten beiden Stellen zum ersten Mal auftauchen!).
Dies ist relativ leicht zu begriinden: Ein Kandi-
dat einer K A-freien Serie ist jene, die ausschlief-
lich aus A’s besteht. Wenn ein A in dieser Serie
durch ein K ersetzt wird, so miissen auch alle fol-
genden Stellen durch ein K ersetzt werden, denn
sonst wiirde ja ,vorzeitig“ ein K A auftreten. Die
einzigen Konkurrenten der reinen A-Serie sind
demnach jene Serien, die ab irgendeiner Stelle
nur mehr noch K'’s aufweisen, und solche gibt es
bei einer Linge von n — 2 — die letzten beiden
sollen ja K A sein — gerade n — 2 viele, insgesamt
(mit der reinen A-Serie) also n — 1:

Tp,=n-—11|zu

AAA...AAAIKA, AAA...AAK|KA,

n—2 n-2

AAA.. . AKK|KA, AAA... KKK |KA,
N, i’ N, ot

n-2 n—2

AAK ... KKK |KA,

n—-2

AKK...KKK|KA, KKK..KKK|KA.

n—2 n-2

Wir erhalten daher fiir die jeweiligen Wahr-
scheinlichkeiten P(X = n) = £z = 22l und
schlieBlich mit (13) fiir den zu berechnenden Er-
wartungswert

E(KA) =E(X)=§:nn2:1 =[4].

n=2

5 KK-freie Serien und
Fibonacci-Zahlen
51 E(KK) = 6 - wie kommen

Fibonacci-Zahlen hier herein?

Genau wie es zur Bestimmung von E(K A) wich-
tig war, die Anzahl der K A-freien Serien der
Linge n (bzw. n—2) zu kennen, so ben&tigen wir
fiir die Berechnung von F(KK) in dieser Sicht-
weise die Anzahl der K K-freien Serien gegebe-
ner Linge — wir werden sehen, da8§ diese i. a. viel
hoher ist!

Sei Y die Zufallsvariable, die z3dhlt, wann KK
erstmalig auftritt (dies ist analog ab n = 2 mog-
lich). Zur Berechnung von

E(KK) = E(Y)

I
g
3
3
~
H
2

stellen wir erneut zunichst Uberlegungen fiir die
auftretenden Wahrscheinlichkeiten P(Y = n)
bzw. fiir die Anzahl der jeweils ,,giinstigen Fille*
Yn an; die Anzahl der méglichen Fille (Wurfse-
rien der Linge n) betrigt bei jedem n wiederum
2%, also P(Y = n) = &2,

Fiir jedes n > 2 interessieren wir uns fiir die An-
zahl der Moglichkeiten, die ersten n — 2 Plitze
KK-frei zu belegen: _......., |KK. Bei n = 2

n—2 Stellen
gibt es eine ,giinstige” Moglichkeit, K K selbst
(y2 = 1). Bei n = 3 gibt es ebenfalls nur eine
Méglichkeit A|KK (y3 = 1). Im Fall n = 4 er-
geben sich zwei giinstige Moglichkeiten: AA|KK
und KA|KK (yq = 2).

Bemerkung: Die (n — 2)-te Stelle - unmittel-
bar vor dem ,,|“ — kann natiirlich nur ein A sein,
denn andernfalls gibe es ein KK schon an der
(n — 1)-ten Stelle und nicht — wie gefordert —
erstmals an der n-ten Stelle; d. h. in jedem Fall n
sind die letzten beiden Stellen durch K K und die
drittletzte durch A ,,zu besetzen“ und brauchen
daher in die Uberlegungen nicht (mehr) mitein-
bezogen zu werden. Die Frage nach den Méglich-
keiten fiir ,erstmalig KK an n-ter Stelle“ ist al-
so dquivalent mit der Frage nach der Anzahl der
K K-freien Serien der Linge n ~ 3.
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Fiir n = 5 erhalten wir y5 = 3 Moglichkei-
ten, die ersten zwei Stellen K K-frei zu besetzen
(die dritte muB A sein): AA|A|KK, KA|A|KK
und AK|A|KK. Fir n = 6 ergeben sich
ye = 5 ,glinstige* Moglichkeiten: AAA|A|KK,
KAA|A|IKK, AKA|A|[KK, AAK|A|IKK und
KAK|A|KK. Im Fall n = 7 — dies ergibt eine
kurze Uberlegung — sind es y; = 8 Moglichkei-
ten, die ersten vier Stellen K K-frei zu besetzen,
z.B. KAKA|A|KK.

Die sich der Reihe nach (ab n = 2) ergebenden
Anzahlen ,giinstiger Moglichkeiten y, (1, 1, 2,
3, 5,8, ...) geben nun sicher Anla zur Vermu-
tung, daB hinter dieser Zahlenfolge jene von Fi-
bonacci steckt, was auch nicht schwierig zu zei-

gen ist.

Satz: f,, bezeichne die n-te Fibonacci-Zahl (f; =
1, fo=1, fo%= fa_i+fa2). Dann gibt es fiir
jedes n > 2 genau | f,—; | Moglichkeiten, eine

Serie der Linge n so zu besetzen, daf an der n-
ten Stelle erstmalig KK auftritt, also Serien der
Form ........, |A|K K, wobei di? ersten n — 3

n—3 Stellen
Stellen K K-frei sein sollen.

die Anzahl der Moglichkei-
ten fiir eme Serie der gewiinschten Form mit

n Stellen: A ......... |A|KK . Dann haben wir

o

Beweis: Sei | y,

n Stellen

zu zeigen! Wir haben bereits iiber-

Yn= f n—1
priift, daB dies fiir die ersten Werte von n > 2 zu-
trifft: gy = L, y3 =1, y4 =2, y5 = 3, 6 = 5. Zum
Beweis der Allgemeingiiltigkeit unserer Vermu-
tung (Behauptung) miissen wir ,nur® noch zei-
gen, daf diese Werte y,, die Fibonacci-Rekursion

Yn = Yn—1 + Yn—2

erfiillen.

Sei| A, df | .Anzahl der Serien mit gewiinsch-

ter Gestalt, die mit A beginnen: n Stel-
len, die ersten n — 3 Stellen KK-frei, also:

K
AA......... |AIKK .

n—1 Stellen

Analog | K, def ..Anzahl der Serien mit

gewiinschter Gestalt, die mit K beginnen: n

Stellen, die ersten n — 3 Stellen K K-frei, also:
K
KA'A......... |A|KK . Dann ist klarerweise .

n—ZEellen

yn=An+Kn

An der zweiten Stelle einer n-Serie, die mit A
beginnt, kann — wie oben schon angedeutet — ein
A oder ein K sein; daher muf A, = yn-1 gel-
ten. An der zweiten Stelle einer n-Serie, die mit
K beginnt, muB ein A sein (sonst wire KK be-
reits realisiert); weil dadurch schon ,,zwei Stellen
fixiert sind“, mufl K,, = y,_2 gelten! Insgesamt
erhalten wir dadurch die Behauptung fiir n > 3:

Yn = Apn+ Ky = Yn—1+ Yn-2

und daher

Yn = fn—l-

Fiir den in Rede stehenden Erwartungswert
E(Y) = E(KK) bedeutet dieses Resultat zu-
nichst P(Y =n) = ! 25+ und in weiterer Folge

E(Y)=E(KK)= 5 nit |,

n=2

wobei f,_; fiir die (n — 1)-te Fibonacci-Zahl
steht.

5.2 Die explizite Darstellung der
Fibonacci-Zahlen

Die Tatsache E(Y) = E(KK) z niz=t — ¢

kann nun relativ leicht gezeigt werden wenn z. B.
eine explizite Darstellung von f,, zur Verfiigung
steht, die bekanntlich durch

=i 3 ()~ (9]

gegeben ist.

Wir fiihren — der Ubersichtlichkeit halber — vor-
erst zwei naheliegende Abkiirzungen ein, nimlich

def
aélﬁz@ und ﬁ":"[l&z@

Auch im Schulunterricht sollte gezeigt werden,
daB obige Darstellung fiir f, richtig ist! ,Wie
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kann*“ — kénnte sonst ein allfilliger Einwand lau-
ten — ,,s0 ein komplizierter Term fiir alle n € N
immer eine natiirliche Zahl ergeben?“ — ein hier
durchaus berechtigtes Unbehagen! Dafiir geben
wir zwei Beweismoglichkeiten an, wobei beim
zweiten Beweis auch plausibel wird, wie man auf
so einen kompliziert scheinenden Zusammenhang
iiberhaupt kommen kann.

Beweis 1: Man iiberzeugt sich zunéichst leicht
(durch Einsetzen), da8 FIB(1) = 1 und
FIB(2) = 1 ist. Wenn wir nun zeigen konnen,
daB FIB(n) = FIB(n — 1) + FIB(n — 2) gilt,
so haben wir damit alles bewiesen (insbesondere
auch, da8 fiir alle n € N der Term FIB(n) eine
natiirliche Zahl ergibt). Wir erkennen (quadra-
tische Gleichung), da8 o bzw. § die Nullstellen
der Funktion f(z) = 22 — z — 1 sind und haben
zu zeigen, daf

a” — ﬁn _ an—l _ ﬂn—l an—? - ﬁn—2
V5 VB V5

ist. Diese Gleichung ist dquivalent mit

+

a” — an—l —a™ % = ,Bn _ ,3"_1 _ IBn-Z
bzw. mit

an—2(a2 —a — 1) — ﬁn—2(/32 _

5"'1)1

eine Gleichung, die wegen a®> — o — 1 = 0 und
p? -8B -1 =0 (a,pB sind Nullstellen der an-
gegebenen Funktion!) erfiillt ist. Hiemit ist alles
gezeigt!

Beweis 2: (,Linearisierung“ der Potenzen von

a und B.) Da o und B die beiden Lésungen von
22—z — 1 = 0 sind, gilt fir z = o und z = §
die Beziehung (z2 kann durch 1-z+1 linearisiert
werden):

?=1-z+1 (14)

Mulitplizieren wir (14) mit z, so erhalten wir
=224z (15)
und mit Hilfe von (14)
B3=2.2+1,

so daBl wir auch die 3. Potenz von o und 8 li-
nearisiert haben. Nun fahren wir analog fort:
durch Multiplizieren von (14) mit z" erhalten wir
z"+? = z"+1 4 7" so daB die Linearisierung von

z"+2 durch jene von z"*! und z™ einfach gewon-
nen werden kann. Wir erhalten der Reihe nach

z5 + 24 -z +5

2 = 224z = 2-z+1
¥ = 23422 = 3242
3 = 24423 = 5.z+43
% = = 8

Nun sieht man fiir z = a und z = B (auch ohne
strenge vollstindige Induktion):

xn'_‘fn'z"'fn—l

Setzen wir hier o und B explizit ein, so erhalten
wir

o = fn'a+fn—l
B = fa-B+ fa-1,

woraus durch Subtraktion der beiden Gleichun-
gen und wegen o — 8 = +/5 sofort folgt:

_ a"-g"
fo =

Nun kénnen wir an den Beweis von

in_f;_;lzinﬂfié:‘_—_l)ﬁ

n=2 n=2

gehen, indem wir einsetzen:
n—1 n—-1
FIB(n-1)= % ((1_1%@) - (=56) )

Mit den schon a.ngegébenen Abkiirzungen o und
B erhalten wir:

—~ fﬂ—l - n n—1 n—1

St =Yg @) =
1 b a\ -1 = B n-1
i[5 650 ()]

Da sowohl I%I < 1 als auch lg—l < 1 ist, kdnnen
wir fiir beide Summen die Identitit (3) anwenden
(jeweils ,,- - - — 1%, weil die Summation erst bei 2
beginnt) und erhalten nach kurzer Rechnung
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Bemerkung: Einer Anregung von Herrn H.
Haake verdanken wir folgende Mboglichkeit, den
Riickgriff auf die explizite Darstellung der
Fibonacci-Zahlen zu umgehen (durch sehr ,un-
befangenen“ Umgang mit Reihen):

Durch Ausmultiplizieren kann die Identitat

(fi+ foz+ foz’+...)1-z~2%)=1
leicht bestitigt werden. Die Multiplikation mit
z? fiihrt zu

22 -
Zf,,_lz fir |z| < \/32 ! .

1-z-—z2

Der Giiltigkeitsbereich (,Konvergenzradius®)
lz] < 3&52"—1 ist auch ohne weitere ekxakte Betrach-
tungen zumindest plausibel, da in diesem kei-
ne Nullstelle des Nenners (Polstelle) liegt: f’;‘—l
ist die betraglich kleinere der beiden Polstellen
%@. (Gliedweises) Differenzieren fiihrt zu

infn—lxn_l = 3(2— I)

ot l-z- :c"-’)2

fir |z| < 3@ Einsetzen von z = 3 (liegt im

erlaubten Bereich!) ergibt

in;:i =12,

n=2

also ist

E(KK) = Z fn1=6.

n=2
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