Leserbriefe zum Thema

,Wie fuhrt man in Regression und Korrelation ein?“
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Vorbemerkung: Die Herausgeber von "Stochastik
in der Schule” mochten Diskussionen unter den
Leserinnen und Lesern dieser Zeitschrift besonders
unterstiitzen. Deshalb bringen wir die Leserbriefe

gelegentlich gleich am Anfang des Heftes, vor den
Aufsdtzen.
Der Herausgeber

Zum Werkstattbericht eines Schulbuchautors

WOLFGANG RIEMER, KOLN (04.04.2000)

Bemerkungen zu Raphael Diepgen: Begriindungs-
probleme im Stochastikunterricht - Werkstattbe-
richt eines Schulbuchautors. (SiS 19(1999) Heft 3,
S. 3 f). In der Tat ist es ein reizvolles Unternehmen,
einen neuen Lehrplan durch Schulbucharbeit mit

1. Partikularinteressen?

Nein, es waren nicht "die Professoren" oder ir-
gendwelche "Partikularinteressen", die der Sto-
chastik (in Form der Korrelations- und Regressi-
onsrechnung) die Tiir 6ffneten, durch welche sie in
die Jahrgangsstufe 11 "hineinschliipfte". Es war
wohl eher der Wunsch der Lehrplankommission,
auch der Stochastik als der dritten Séule der
Schulmathematik eine Chance zu geben, sich dau-
erhaft und kontinuierlich zu etablieren.

Natiirlich wére es aus der Sicht eines engagierten
"Stochastikers" konsequent gewesen, ein Halbjahr
Stochastik und eine Abituraufgabe aus diesem Be-
reich zu fordern. Aber die Kunst einer Lehrplan-
kommission besteht wohl darin, das von der Sache
her "optimale" mit dem praktisch Machbaren zu
harmonisieren und fiir das Endprodukt - unseren
giiltigen Lehrplan - trotz einiger kritischer Stimmen
eine breite Akzeptanz im Lande zu sichern. Und
das scheint mir mit der Korrelations- und Regressi-
onsrechnung, einem fiir NRW neuen Gebiet, durch-
aus gelungen. Dieses Gebiet besitzt schlieBlich
einerseits eine gewisse Tradition ([1], [4] und kann
andererseits auch von Lehrern, die selber noch "da-
zulernen" miissen, recht gut unterrichtet werden. Im
Ubrigen war die Lehrplankommission stindig im
Gesprach mit Autoren und Beratern aller Schul-
buchverlage, man vergleiche auch [2].

2. Zur Verknupfung von Stochastik mit
Analysis und linearer Geometrie

Niemand hindert einen Lehrer der Stufe 11 daran,
die Regressionsrechnung nach der Analysis in An-
griff zu nehmen, wenn man zur Minimierung von

Leben zu erfiillen. Auch ich konnte dem Reiz nicht
widerstehen und erlaube mir - aus dieser Sicht -
einige Anmerkungen zu dem Beitrag von Herrn
Diepgen.

Abstandsquadraten die Differenzialrechnung nutzen
mochte.

Warum sollte man die in der Regressionsrechnung
erarbeiteten Zusammenhéinge nicht im Rahmen der
linearen Algebra (Stufe 12) aus der Perspektive
orthogonaler Projektionen nochmals durchleuchten
diirfen? Mit einer Einfiihrung der Regressionsgera-
den tber die Idee der orthogonalen Projektion des
R" auf einen zweidimensionalen Unterraum erzeug-
te ich bei einem Unterrichtsversuch in einem Leis-
tungskurs eher Unverstdndnis, nach meiner Erfah-
rung bedarf es hierzu zweier Curriculumschleifen.

3. Regression und Korrelation - keine
Briicke zwischen der Stochastik in Sl
und SII?

Wir haben in NRW durch den SI-Lehrplan eine
recht gute Grundlage fiir die Stochastik in der Jahr-
gangsstufe 11. Schiilerinnen und Schiiler sollten
nach einer kurzen Erinnerung in der Lage sein,
Wabhrscheinlichkeiten (Modellebene) von relativen
Haufigkeiten (Realititsebene) zu unterscheiden. Sie
sollten den Zusammenhang zwischen relativen
Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten herstellen
konnen: Wahrscheinlichkeiten als Prognosen fiir zu
erwartende relative Haufigkeiten, relative Haufig-
keiten als Schétzungen fiir Wahrscheinlichkeiten.
In den Jahrgangsstufen 9 und 10 konnten sie sich
mit Aspekten elementarer Entscheidungsprobleme
auseinandersetzen.

Nach meiner Lesart des Lehrplanes, der ja die Idee
der Modellbildung sehr groB3 schreibt und einen
Briickenschlag von der SI in die Jahrgangsstufen 12
und 13 bewusst anstrebt, ist es nicht nur statthaft,
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sondern sehr erwiinscht, in einem Lehrbuch Ver-
kniipfungen zu diesen Vorkenntnissen anzubieten -
und dem Mittelwert X der relativen Héufigkeits-
verteilung den Erwartungswert p der zugehdrigen
Wahrscheinlichkeitsverteilung, der Stichproben-
standardabweichung s die Standardabweichung o
der zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsverteilung
gegeniiberzustellen. Sollte einem Schiiler die
Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Wiirfels nicht
mehr geldufig sein, so ist eine Erinnerung hieran
eine Sache weniger Minuten. Aber fiir den Lehrer,
der diese Blickpunkterweiterung wéhlt, weitet sich
die Perspektive. Man kann lineare Modelle (Y=
aX+B + D, wobei D eine von X unabhéngige Stor-
grofe ist) mit Wiirfeln oder Zufallszahlen simulie-
ren und studieren, wie sich die empirischen Regres-
sions- und Korrelationskoeffizienten den durch das
Modell vorgegebenen Werten anndhern. Man kann
experimentell (Tabellenkalkulation) oder auch the-
oretisch untersuchen, wie sich die vorgegebene
Steigung o und auch die "StorgroBe" D auf den
sonst so schwer zu interpretierenden Korrelations-
koeffizienten auswirkt. [3, S. 75 Aufg. 14, S. 79
Aufg. 7d].

Simulationen, bei denen die Modellparameter zu-
nichst geheim gehalten werden, sich im Verlauf
von Versuchen schrittweise immer genauer zu er-
kennen geben, sind nicht nur spannend, weil man
sie "life" im Klassenraum "erleben" kann. Sie ma-
chen transparent, wie in der Mathematik - und ins-
besondere in der Stochastik - Modellebene und
Wirklichkeitsebene zusammenhéngen.

Wenn man sich entschlieft, Wahrscheinlichkeiten
einflieBen zu lassen, wird auch der "Nenner n-1"
zumindest an elementaren Beispielen nachvollzieh-
bar [3, S. 57]. Die "wahrscheinlichkeitsfreie" Be-
griindung von Herrn Diepgen iiber "Abstinde der
Messwerte voneinander” ist in meinen Augen sehr
originell, Kompliment! Hat uns hier der neue Lehr-
plan nicht zu einer interessanten fachdidaktischen
Innovation verholfen?

4. Experimente - ein frommer Wunsch?

Nein, man muss sich nicht auf Simulationen, wie in
Abschnitt 3 erwédhnt, beschrinken. Warum sollte
man nicht den Zusammenhang zwischen Schuhgro-
Ben und Schuhlidngen, zwischen Bundweite und
Hosengrofle, zwischen Rollweite und Korperge-
wicht beim Ausrollen eines Fahrrades, zwischen
subjektiver Sicherheit und tatsdchlicher Trefferquo-
te beim Heraushoren von Tongeschlechtern u.s.w.
... experimentell untersuchen diirfen? Ich wette, an
die Mathestunde, in der jeder seine Schuhe mit
Geodreieck (AuBenlidnge) oder Stahlbandmal3 (In-
nenldnge) oder bei Kartoffeln "Bauchumfang" und

Gewicht gemessen und miteinander in Beziehung
gesetzt hat, wird man sich auch lange nach dem
Abitur noch erinnern.

Genauso spannend diirfte es sein dariiber nachzu-
denken, wie genau man aus der Zeugnisnote in der
Klasse 5 die Abiturnote oder aus der Grofle eines
Vorschulkindes dessen Alter vorhersagen kann.
Reale Datensétze zu diesen Fragestellungen gibt es
in Hiille und Fiille, und wenn man eine Tabellen-
kalkulation benutzt, sind sie einfach zu handhaben.
(Der Anteil der Schiilerinnen und Schiiler, die zu
Hause den Zugang hierzu haben, liegt am Gymna-
sium heute schon bei 80%!).

Fragen nach der Genauigkeit der Vorhersagen las-
sen sich beantworten, wenn man die Standardab-
weichung mit der 68%-Faustregel in Verbindung
bringt. Eine "Begriindung" dieser Regel ist natiir-
lich in der 11 nur experimentell mdglich, aber die
in den Klassen 9 und 10 geleisteten Vorarbeiten
(1/Vn-Gesetz) kénnen unterstiitzend einflieBen. Und
auch hier 14dt die Stochastik in den Stufe 12 oder
13 zu einer vertiefenden, Riickschau haltenden
Curriculumschleife ein. Wirklich begriinden kann
man den zentralen Grenzwertsatz schlieBlich erst
im Hauptstudium mit der Fourier-Transformation
oder Methoden der Funktionalanalysis. Aber sollte
man deswegen solange auf die Bekanntschaft mit
der Normalverteilung verzichten?

5. Der Regressionskoeffizient - Proble-
me mit dem quadratischen Ansatz ?

Niemand wird den Mittelwert in der Orientierungs-
stufe iiber die Minimierung von Quadratsummen
"begriinden" wollen. Wer zwingt einen, diesen An-
satz zur Begriindung des Regressionskoeffizienten
einzusetzen? Im Gegensatz zu Herrn Diepgen bin
ich der Meinung, dass eine Besinnung auf die bei
Mittelwerten gepflegte Ausgleichsidee die Bedeu-
tung des Regressionskoeffizienten sehr transparent
hervortreten ldsst [3, S.62-63]. Eine weitere, durch
den Lehrplan initiierte fachdidaktische Innovation?
Der "Kummer" mit dem nicht befriedigend be-
griindbaren quadratischen Ansatz verliert dann
seine Bedeutung. Die Minimalitdtseigenschaft ist
im Nachhinein ein "schénes Geschenk". Und wenn
man die Varianz des Merkmals Y geméBl dem line-
aren Modell zerlegt in Vy = a Vx+Vp erhélt man
einerseits einen iiberzeugenden Zugang zum Korre-
lationskoeffizienten, andererseits wird die in der
Stufe 12/13 benotigte Additivitét der Varianz vor-
bereitet (o= 1).

Kurz zusammengefasst, bin ich der Meinung, dass
der Lehrplan die Offenheit 14dsst, Korrelations- und
Regressionsrechnung nicht nur spannend und reali-
titsbezogen zu unterrichten, sondern auch so, dass
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eine Briicke zwischen der Stochastik der SI und den
Jahrgangsstufen 12/13 hergestellt wird. Man ist
nicht gezwungen, allzu lange in den "anspruchslo-
seren" Gefilden der Mittelwerte und Diagrammty-
pen zu verweilen. Im {ibrigen ist der bei Cornelsen
erschienene Grundkurs mit Sicherheit geeignet,
trotz der einen oder anderen "schmerzlichen Be-
griindungsliicke" mit seinen vielen Beispielen
Freude an der Stochastik zu wecken. Die Autoren
bei Schroedel und Klett haben sicher nicht weniger
"geschwitzt". Jeder Band hat seine Stirken und
Schwichen. Der Lehrer, der sich in allen drei
Lehrwerken umgeschaut hat, ist fiir einen fruchtba-
ren Stochastik - Kurs der Jahrgangsstufe 11 sicher
gut geriistet.
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Zum Leserbrief von Wolfgang Riemer

RAPHAEL DIEPGEN, BOCHUM (25.04.2000)

Dass der im System Erfolgreiche das Glas halb voll
nennen muss, das der aus und von dem System aus-

Stellung nehmen will ich lediglich zu einem mir
wichtigen inhaltlichen Punkt, der Behauptung Rie-
mers unter Punkt 5 ndmlich, der Unterricht iiber die
Regression konne und solle seinen Ausgang neh-
men von der Ausgleichseigenschaft, nicht von der
Minimalitédtseigenschaft der Regressionsgeraden.
Die zweite Eigenschaft ergebe sich im Unterricht
sinnvoll im Nachhinein als "schones Geschenk" der
ersten. Wie sieht das bei Riemer aus? Schauen wir
uns seinen Einstieg ins Thema Regressionsgerade
an (Baum, Riemer u.a., 2000, S. 62):

"In vielen Anwendungssituationen scheint es ge-
rechtfertigt, zwischen zwei Merkmalen X und Y,
wie z.B. KorpergroBBe und Korpergewicht (zumin-
dest in gewissen Bereichen), eine lineare Beziehung
Y=0X+B zu unterstellen. Mit dieser Formel be-
schreibt man, welchen Wert man fiir das Merkmal
Y erwartet, wenn der Wert des Merkmals X be-
kannt ist. So stammt die 'Normalgewichtsbezie-
hung' Y=1X-100 zwischen Kd&rpergrofie X (in cm)
und Korpergewicht Y (in kg) von dem franzdsi-
schen Arzt Broca (1824-1880). Hier ist (a=1 und
B=-100. Fiir eine Person mit der Korpergrofe 172
cm erwartet man nach Broca das Korpergewicht 72
kg.

Natiirlich sind gleich grofle Menschen in der Regel
nicht gleich schwer. Daher denkt man sich in jedem
Einzelfall das tatsdchliche Gewicht Y zusammen-
gesetzt aus dem Normalgewicht aX+8 und einer
zufilligen StorgroBe D, die bei 'Ubergewichtigen'
positiv, bei 'Untergewichtigen' negativ ist. Eike
(172; 65,2) hat Untergewicht: D =-6,8 (kg). Sven
(185; 90) hat Ubergewicht: D =+5 (kg). Uber die
Gesamtbevdlkerung gemittelt sollte aber gelten:

d =0bzw. up=0

Andernfalls wére die Bezeichnung '"Normalgewicht'
nicht gerechtfertigt. ... In der Regel sind die Para-
meter o und B unbekannt, man muss sie aus Mess-
werten schétzen. Das sei am Beispiel von Erdbee-

ren erldutert, fiir die man ebenso wie fiir Menschen
eine 'Normalgewichtsformel' aufstellen kann . ... "

Aus diesem Ansatz wird dann unter der weiteren
mehr oder minder stillschweigenden, weil nicht
reflektierten oder gar begriindeten - Voraussetzung,
die Regressionsgerade gehe durch den "Mittel-
punkt" der Punktwolke, die iibliche Formel fiir die
Regressionsgerade abgeleitet. Erst in einem weite-

geschiedene Kritiker halb leer sieht - nun ja, dies
bedarf wohl keiner ausfiihrlichen Stellungnahme.

ren Kapitel wird dann gezeigt, dass diese Regressi-
onsgerade den Mittelwert der "vertikalen Ab-
standsquadrate" minimiert, also in diesem Sinne gut
ist.

Warum - so wird der das Mitdenken noch nicht
verlernt habende Schiiler sofort fragen - ist es in
vielen (in welchen?) Anwendungssituationen ge-
rechtfertigt, den Erwartungswert flir die Stérgrofie
D als null anzunehmen? Antwort: Keine.

Warum ist diese Annahme wenigstens fiir die Be-
ziehung zwischen Korpergrofe und Korpergewicht
bei Mensch und Erdbeere gerechtfertigt? Antwort:
Keine. Stattdessen der blo rhetorisch-zirkulédre
Hinweis, andernfalls wire ja die Bezeichnung
"Normalgewicht" sinnlos.

Wie blof3 ist Herr Broca zu seiner Formel gekom-
men? Antwort: Keine.

Gilt fiir seine Formel Y=1X-100+ D {iberhaupt
up=0? Vermutliche Antwort: Wohl kaum.

Und falls doch: Wie ist Herr Broca darauf gekom-
men? Hat Herr Broca etwa jeweils viele Menschen
der Grofle 150 cm, der GroBe 151 cm, der Grofle
152 cm, ... untersucht und jeweils fiir jede Gruppe
das Durchschnittsgewicht bestimmt und dann fest-
gestellt, dass all diese Durchschnittsgewichte der
Formel 1'’X-100 geniigen - oder einer dhnlichen
Formel aX+B? (An eine entsprechende Empirie
scheint der Riemersche Riickgriff auf das Alltags-
konzept von "Ubergewichtigen" und "Untergewich-
tigen" ankniipfen zu wollen.) Falls ja, wére man
zwar der Aussage pup=0 recht sicher, aber es gébe
iiberhaupt keine Parameter o und ( mehr zu
bestimmen, das regressionsanalytische Problem
hitte sich in Luft aufgelost.

Diirfte man dann berechtigterweise davon ausge-
hen, dass das bei Menschen empirisch bestétigte
lineare Modell Y=aX+B+D mit up=0 auch fiir Erd-
beeren gilt? Und gar auch noch fiir all die Merkma-
le, die dann von den Schiilern in den bei Riemer
folgenden Ubungsaufgaben miteinander korreliert
werden sollen, etwa Deutschnote X und Mathema-
tiknote Y? Sollen und kénnen wir uns tatsdchlich
die Mathematiknote Y als lineare Funktion der
Deutschnote X vorstellen, ergénzt lediglich durch
eine unsystematische Storvariable D mit Erwar-
tungswert 0? (Vielleicht konnte man dann konse-
quenter- wie bequemerweise auch auf die Klausu-
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ren im Fach Mathematik verzichten und sich auf
die Klausuren im Fach Deutsch und einen "stren-
den" Wiirfel beschrinken. Riemer ist nicht nur
schiiler-, sondern auch mathematiklehrerfreund-
lich.)

Kurzum: Die Voraussetzung sich zu Null ausmit-
telnder Fehler im linearen Modell Y=aX+B-+D ldsst
sich allgemein ebenso wenig empirisch begriinden
wie die Voraussetzung, die durch die lineare Bezie-
hung Y=0X+8 beschriebene Gerade gehe durch den
Mittelpunkt der Datenwolke. Beide Voraussetzun-
gen lassen sich - wenn iiberhaupt - nur in ganz be-
stimmten Anwendungsfeldern (vornehmlich in den
klassischen Naturwissenschaften, kaum aber in den
Sozialwissenschaften) mit ziemlich komplexen und
fiir den Schiiler der Klasse 11 kaum nachvollzieh-
baren Uberlegungen plausibel machen, beispiels-
weise dann, wenn fiir die Messungen in Y normal-
verteilte Messfehler unterstellt werden konnen.

Beides sind - schon gar flir den Schiiler der Klasse
11 - letztlich v6llig uneinsichtige und unbegriindete
willkiirliche Setzungen, allenfalls rhetorisch ka-
schiert. Dies aber verbietet sich meines Erachtens
fir einen Mathematikunterricht, der sich als Schule
verniinftigen Argumentierens versteht. Beide Vor-
aussetzungen sind aber auch kaum normativ zu
begriinden: Warum nur um Gottes Willen sollte
man sich wiinschen, dass eine Regressionsgerade
durch den Mittelpunkt der Datenwolke geht und die
Fehler auf lange Sicht ausmittelt? Beides sind vol-
lig unwichtige Eigenschaften.

Das einzige, was man sich sinnvollerweise - und fiir
jeden Schiiler der Klasse 11 vollkommen einsichtig
- von einer Regressionsgeraden wiinschen kann, ist:
Sie soll moglichst gute Vorhersagen von X auf Y
erlauben, oder anders formuliert, sie soll sich mog-
lichst gut an die Daten anpassen. Und das heif3t
einzig und allein: Die absoluten oder quadratischen
Modellfehler sollen im Schnitt so klein wie moglich

sein - ganz gleich, ob sich dann die Modellfehler
auf lange Sicht ausmitteln oder nicht. Dies, und
nichts anderes, ist sowohl historisch, als auch sys-
tematisch die einzige konzeptionelle Basis fiir die -
lineare wie nichtlineare - Regressionsrechnung.

Dass im Falle der Kleinste-Quadrate-Regression
dann die Vorhersagefehler im Schnitt Null sind und
- nur bei linearen, nicht bei nichtlinearen Ansétzen -
fiir mittleres X mittleres Y vorhergesagt wird, dies
sind mathematisch wenig interessante und praktisch
ziemlich irrelevante Nebeneffekte. Diese Nebenef-
fekte zur fundamentalen Basis machen zu wollen,
dieser Vorschlag Riemers stellt die Verhiltnisse auf
den Kopf.

Natiirlich ist Riemers Versuch gut gemeint: Er will
es den Schiilern "mathematisch" so leicht wie mog-
lich machen. Dazu erfindet er gleichsam eine neue
Schulstatistik, die auf einfachem Wege dieselben
Produkte liefern soll wie die vermeintlich schwieri-
ge Hochschulstatistik. Und tatsdchlich liefert diese
Schulstatistik ja dann auch dieselben formelhaften
Konzepte wie Regressions- und Korrelationskoeffi-
zient. Dummerweise aber muss diese Schulstatistik
trotz aller rhetorischen Kaschierung auf die eigent-
lichen Begriindungen verzichten, die diesen statisti-
schen Konzepten in der Hochschulstatistik und
threr Anwendung iiberhaupt ihren Sinn verleihen.
Mir erscheint dies kaum als sonderlich sinnvoller
Statistikunterricht.
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Zum Leserbrief von Raphael Diepgen

WOLFGANG RIEMER (15.05.2000)

Es sei mir gestattet, auf die von Herrn Diepgen
vorgebrachten Einwdnde gegen meine Konzeption
zur Korrelations- und Regressionsrechnung im

1. Lineare Modelle (in Schule und
Hochschule)

In Hochschulvorlesungen basiert "die Korrelati-
onsrechnung" beispielsweise auf der Annahme, die
Zufallsgrofen (X;Y) seien zweidimensional nor-
malverteilt. Unter dieser Annahme folgt dann zwi-
schen den ZufallsgroBen X und Y eine lineare Be-
ziehung der Form Y=aX+6+D mit u(D)=0. Hierbei
sind D, X und Y normalverteilt [2, S. 269]. Die
Normalverteilungsannahme benutzt man zur Be-
stimmung der Schwankungen empirischer Korrela-
tions- und Regressionskoeffizienten (Konfidenzin-
tervalle).

In einem Grundkurs der Jahrgangsstufe 11 hat
die zweidimensionale Normalverteilung keinen
Platz, aber das "von der Normalverteilung impli-
zierte" lineare Modell Y=aX+B+D mit w(D)=0 ist
fiir Schiiler theoretisch wie auch experimentell mit
Miinze und Wiirfel (oder Tabellenkalkulation) ohne
Probleme durchschaubar [I, S. 78 Nr. 5, 6, 7]. Die
ZufallsgroBen D, X, Y konnen im Unterricht dis-
kret, gleichverteilt, binomialverteilt u. s. w. sein.
Die Form der Verteilung ist fiir das Versténdnis des
linearen Modells bedeutungslos. Immer geht aber
die theoretische Regressionsgerade y=ox+8 durch
den "Mittelpunkt" (p;py), und die durch D model-
lierten Fehler mitteln sich (qua Modellannahme)
aus. Konfidenzintervalle fiir die empirischen Korre-
lations- und Regressionskoeffizienten miisste man
(aber nicht im GK 11) in Abhéingigkeit von den
verwendeten Verteilungen fiir jede Verteilung von
X und D berechnen oder durch Simulation abschét-
zen.

Wichtig ist mir, dass in diesem Modell auch auf der
Schule die funktionalen Abhingigkeiten zwischen
Korrelation, Regression und den beteiligten Vari-
anzen vollstdndig durchschaubar sind [I, S. 71, S.
75, Nr. 14, S.78 Nr. 5, 6, 7d]. Und wenn ein Schii-
ler sie durchschaut hat, hat er einen grundlegenden
"Baustein aus dem Haus der Stochastik" verstan-
den, keinen "formelhaften", sondern sinnvollen
Unterricht genossen.

2. Schatzer des Regressionskoeffizien-
ten
Und nun zu der von Diepgen kritisierten Herleitung

einer Formel fiir den Schitzer des Regressionskoef-
fizienten. Wenn eine Punktwolke gemil3 dem obi-

Grundkurs 11 zu antworten. Ich verkneife mir "po-
lemische Spitzen".

gen linearen Modell mit unbekannten Parametern
erzeugt wurde, ist a:= cxy/Vx, ein sinnvoller Schit-
zer fiir den (unbekannten) theoretischen Regressi-
onskoeffizienten o. Und wenn man das im Schulun-
terricht (rechnerisch) nachweist und zusétzlich viel-
leicht durch Simulation experimentell bestétigt, hat
man als Lehrer (oder als Schulbuchautor) solide
gearbeitet. Ob man zum Nachweis eine Ausgleichs-
eigenschaft, [1, S. 63] oder eine Minimalititseigen-
schaft 1, S. 68] verwendet, ist Geschmackssache.
Jedenfalls ist ein Buch, das beide Aspekte anbietet,
besser als ein Buch, das einen Aspekt unterschlagt
(und dazu noch verschweigt, dass man auf der
Grundlage linearer Modelle arbeitet).

Ich mochte das "plakativ" vergleichen mit der Her-
leitung einer Formel fiir die Scheitelstelle einer
Parabel mit f(x)=x*+px+q. Der eine geht von der
Symmetrie aus und sucht die Stelle a mit f(a-x) =
f(a+x), der andere sucht die Stelle, an der f(x) mi-
nimal wird. Fiir Parabeln sind beide Ansétze dqui-
valent, Unterschiede zeigen sich erst dann, wenn
man die Klasse der Parabeln verlésst.

3. Realitatsbezug

Nun wagen wir mit unseren Modellen den Schritt in
die Wirklichkeit (der Krifte, Gewichte, Geschwin-
digkeiten, Langen, Testwerte, Intelligenzpunkte u.
s. w.), wir "stlilpen" die Modelle der Wirklichkeit
tiber - oder wir sehen die Wirklichkeit durch die
Brille des Modells. Herr Diepgen verwendet als
Dozent an der Hochschule im einfachsten Fall seine
"Normalverteilungsbrille", Herr Riemer unterrichtet
nur an einem Gymnasium und muss sich mit dem
noch einfacheren (universelleren) linearen Modell
zufrieden geben. Beide sind sich bewusst, dass das
Modell die Wirklichkeit nur unzureichend, meist
nur lokal angemessen beschreibt und die Giite des
Modells im Falle von Riickschliissen auf die Reali-
tdt zu priifen wire.

4. Broca-Formel

Wenn ich (wie auch alle anderen GK11- Schul-
buchautoren) die Broca-Formel als ein den Schii-
lern bekanntes "in ihrem subjektiven Erfahrungsho-
rizont verankertes" Beispiel fiir ein lineares Modell
benutze, heillit das "in Gottes Namen" doch nicht,
dass ich so tue, als sei dieses Modell das Kondensat
wissenschaftlicher Forschungsarbeit. Ganz im Ge-
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genteil: In dem von mir verfassten Text [I, S. 62,
63, aber bitte ganz lesen!] ist mehrfach und explizit
von einer Annahme die Rede. Auch die lokale
Brauchbarkeit ("Giiltigkeit in gewissen Grenzen")
wird zweimal explizit angesprochen. Deutlicher als
durch das (von Herrn Diepgen nicht erwéhnte) Ein-
fiihrungsbeispiel auf der gleichen Seite (Beschleu-
nigung eines PKW in verschiedenen Gingen) kann
man dem "mitdenkenden Schiiler" den (meist nur)
lokalen Charakter linearer Modelle kaum vor Au-
gen flihren.

Und wenn man diese Modellannahme akzeptiert,
also im linearen Modell arbeitet, findet man tber
die Ausgleichseigenschaft eine transparente (weder
zirkuldre noch irgendwas rhetorisch kaschierende)
Herleitung, welche die inhaltliche Bedeutung von
Ziahler und Nenner des empirischen Regressionsko-
effizienten prignant hervortreten lasst und inhalt-
lich verstehbar macht. (Wenn man iiber den Mini-
malitdtsansatz startet, fallen cxy im Zéhler und Vx
im Nenner des Regressionskoeffizienten "vom
Himmel", ohne dass Schiiler damit tragfdhige Vor-
stellungen verbinden.) Mir ist nicht verstindlich,
mit welcher Leichtigkeit Diepgen, der doch auch
einige Schulklassen unterrichtet hat, solche lern-
psychologischen Argumente "vom Tisch fegt".

Kurz: Diepgen argumentiert bei seinen Einwidnden
gegen die Verwendung der Broca-Formel auf der
Realitédtsebene. Da der zitierte Text aber in der Mo-
dellebene spielt, gehen seine Einwdnde am Kern
der Darstellung vorbei. Das Beispiel der Broca-
Formel hitte man, wie in einem Manuskriptentwurf
geschehen, wortlich durch das Beispiel einer Com-
putersimulation [I, S. 78 Nr. 6, 7] ersetzen konnen.

5. Formelhafte Konzepte

Natiirlich kann man auch fir Punktwolken, die
nicht durch lineare Modelle oder gar zweidimensi-

Liebe Leserinnen und Leser!

onale Normalverteilungen beschrieben werden,
rechnerisch empirische Regressionsgeraden und
Korrelationskoeffizienten berechnen. Nur haben
diese dann mit der Realitit oft wenig zu tun, fiir
fundierte Prognosen sind sie ungeeignet. Das deut-
lich zu machen, hierfiir bei Schiilern Sensibilitit zu
wecken, ist Aufgabe eines jeden Unterrichts. Ich
habe diesen Auftrag sehr ernst genommen, wie man
beispielsweise in [1, S. 65 Nr. 4, 6d, S. 66 Nr. 7, 8,
9,10, S. 88 Nr. 11, 12, S. 72 Beispiel 2d, S. 75, Nr.
16, S. 83 Nr. 5] nachlesen kann. Und wenn jemand
auf der Schule bei kritischer Verwendung griffiger
Formeln gelernt hat, Modell und Realitdtsebene zu
unterscheiden, nimmt er Substantielles mit ins Le-
ben (bzw. in seine Hochschulausbildung), er hat
sinnvollen Stochastikunterricht genossen.

Die Tatsache, dass sich viele Anwendungsprobleme
nur unzureichend durch lineare Modelle beschrei-
ben lassen, kann nicht als Argument gegen die Be-
schéftigung mit linearen Modellen und das geistige
Durchdringen der im Modell giiltigen Regressions-
und Korrelationsformeln gelten. Wer wollte - um
im Bild zu bleiben - Parabeln aus dem Curriculum
der Jahrgangsstufe 9 streichen, nur weil sich weni-
ge Ausschnitte der Realitit global durch Parabeln
beschreiben lassen?
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Welche Meinung haben sie zu den hier angesprochenen Problemen bzw. Unterrichtsvorschligen? Welches
sind Ihre Erfahrungen mit beschreibender Statistik in Klasse 11? Wir bitten Sie um Ihre kritische Stellung-

nahme!
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Zum Leserbrief von Wolfgang Riemer

RAPHAEL DIEPGEN, BOCHUM

Die Diskussion von (SiS 20(2000) 2, 6-7) wird hier
fortgesetzt.

1.

Es geht iiberhaupt nicht um eine unterschiedliche
Bewertung der Leistungsfiahigkeit und Begrenztheit
Linearer Modelle oder gar des Arbeitens mit Mo-
dellen iiberhaupt. Es geht lediglich darum, wie die
Berechnung oder "Schétzung" der Parameter dieser
Modelle, konkret also der Steigung und des Ach-
senabschnitts der Regressionsgeraden im Unterricht
zu begriinden ist. Da gibt es wohl auch kaum einen
Unterschied zwischen dem Statistikunterricht in der
gymnasialen Oberstufe und meiner statistischen
Hochschullehre (nicht etwa fiir Mathematikstuden-
ten, sondern) fiir Psychologiestudenten im Grund-
studium. Die zweidimensionale Normalverteilung
kommt dort beiderseits nicht vor: mathematisches
Niveau und "lernpsychologische" Problematik
diirften dhnlich sein. "Lernpsychologische" Prob-
leme diirften aber m.E. kaum ein ernsthafter Grund
sein, im Unterricht auf die wesentlichen Begriin-
dungen mathematischer Konzepte zu verzichten.

2.

Auch wenn zwei Darstellungsweisen mathemati-
scher Konzepte mathematisch dquivalent sind, be-
deutet dies noch lange nicht, dass sie in gleicher
Weise didaktisch geeignet sind, dass also ihre di-
daktische Auswahl "Geschmackssache" ist. Bei-
spiel: Der Mittelwert ldsst sich im Unterricht we-
sentlich liber seine Ausgleichseigenschaft einfiih-
ren, er ist dann jener gleichbleibende Summand,
der sich ergibt, wenn man eine gegebene Summe in
gleiche Summanden zerlegt, und zwar durch aus-
gleichende Umverteilung von den groflen zu den
kleinen Summanden und umgekehrt. Mathematisch
dquivalent zu dieser Ausgleichseigenschaft ist nun
aber die Minimalititseigenschaft hinsichtlich der
quadratischen Abweichungen; in dieser Perspektive
erscheint der Mittelwert als jener Wert, fiir den die
Summe der quadratischen Abweichungen minimal
ist.

Nun kidme wohl kaum ein Lehrer auf die Idee, an-
gesichts dieser mathematischen Aquivalenz den
Mittelwert {iber seine Minimalitdtseigenschaft ein-
zufithren: Diese ist ndmlich flir das wesentliche
Konzept des Mittelwerts, d.h. fiir die typischen
Anwendungssituationen, allenfalls von sekundérer
Bedeutung, unbeschadet der Tatsache, dass sich
durchaus Situationen denken oder konstruieren
lassen - beispielsweise Wettspiele mit quadrati-

scher Verlustfunktion -, in denen der Mittelwert
nicht seiner ausgleichenden, sondern einzig seiner
die Abweichungsquadrate minimierenden Eigen-
schaft wegen interessant ist.

3.

Ubertragen auf die lineare Regression: Selbst wenn
auch hier Ausgleichseigenschaft und Minimalitéts-
eigenschaft bezogen auf die Modellfehler dquiva-
lent wiren, wire es eben nicht "Geschmackssache",
welche Eigenschaft man im Unterricht zur Einfiih-
rung nutzt. (Tatsdchlich sind diese beiden Eigen-
schaften hier nicht dquivalent: Aus der Forderung,
dass die Summe der quadratischen Modellfehler
minimal sei, folgt zwar die Forderung, dass die
Summe der Modellfehler null sei - nicht aber um-
gekehrt, wie beispielsweise ein kurzer Blick auf um
den Schwerpunkt punktsymmetrische Punktwolken
lehrt, in denen jede beliebige Gerade durch den
Schwerpunkt die Summe der Modellfehler auf null
bringt, ohne zugleich die Summe der quadratischen
Modellfehler zu minimieren.

Fiir den umgekehrten Schluss von der Ausgleichs-
eigenschaft auf die Minimalititseigenschaft bend-
tigt man die zusétzliche Forderung, dass die Kova-
rianz zwischen Pridiktorvariable X und Residual-
variable D null sei - eine offensichtlich fiir die
Schiiler zu Beginn der Regressionsrechnung wohl
kaum leicht zu verstehende Zusatzforderung.)

4,

Wesentlich ist aber fiir die typischen Anwendungs-
situationen der Regressionsrechnung nicht der
Wunsch, dass sich die Modellfehler ausgleichen -
davon hat man némlich iiberhaupt nichts sondern
einzig der Wunsch, dass die summierten oder
durchschnittlichen absoluten oder quadratischen
Modellfehler moglichst klein sind, auf dass also das
Modell in dieser Hinsicht moglichst gut sei, d.h.
moglichst gute Vorhersagen von X auf Y erlaube,
oder - anders formuliert - sich die das Modell rep-
rasentierende Regressionsgerade moglichst gut der
empirischen Punktwolke anpasse. Es ist hierbei
zundchst vollig gleichgiiltig, wie und wovon ab-
hingig oder unabhingig die Modellfehler verteilt
sind, insbesondere also auch, ob man diese Modell-
fehler als von X unabhéngige (beispielsweise nor-
malverteilte) Zufallsvariable mit Erwartungswert
null voraussetzen kann - was man mit guten inhalt-
lichen Griinden wohl ohnehin nur sehr selten kon-
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nen diirfte, schon gar in Klasse 11 des Gymnasi-
ums.

Bei der Regression ist - anders als beim Mittelwert
- zundchst die Minimalititseigenschaft wichtig,
nicht die Ausgleichseigenschaft. Wer also die Reg-
ressionsrechnung, auf der Ausgleichseigenschaft
aufbaut, verpasst m.E. genau die wesentliche
Grundidee; er nimmt eine fiir die typischen An-
wendungssituationen der Regressionsrechnung
zunichst irrelevante Eigenschaft zur Basis seines
didaktischen Aufbaus. Genau so, als fiihrte er den
Mittelwert iiber die Minimalitdtseigenschaft ein.

5.

Wer im Riemerschen Sinne die Regressionsrech-
nung, - vermeintlich schiilerfreundlicher mathema-
tischer Vereinfachung wegen - darauf aufbaut, dass
die Modellfehler D unabhingig von X mit dem
Erwartungswert 0 verteilt sind, muss die linearen
Modelle als - mehr oder minder gute - Abbildungen
der Realitdt interpretieren: Denn anders als iiber
weitreichende Annahmen {iber die "wahren" Bezie-
hungen zwischen X und Y sowie die Entstehung
und Natur von D lésst sich diese Basis kaum be-
griinden.

Wer demgegeniiber die Regressionsrechnung ledig-
lich liber die viel bescheidenere, rein pragmatische
Idee der Vorhersagefehler(quadrat)minimierung
aufbaut, der kann sich jedweder Annahme iiber die
"Realitdt" oder "Natur der Zusammenhinge enthal-
ten: Fiir ihn ist die Regressionsgerade lediglich ein
praktisches Instrument zur moglichst guten Vorher-
sage von X auf Y - bezogen selbstverstiandlich auf
eine gegebene, hoffentlich "reprisentative" Punkt-
wolke -, dessen praktischer Nutzen sich in der
moglichst guten Vorhersageleistung - gemessen
etwa durch den Korrelationskoeffizienten - er-
schopft, nicht aber in einer wie auch immer gearte-
ten "Realitdtsangemessenheit".

Kurz gesagt: Die Minimalititseigenschaft ist ein
verniinftiger und einsichtiger Wunsch, der keiner
weiteren Rechtfertigung bedarf, die Ausgleichsei-
genschaft demgegeniiber eine gewagte Hypothese
iiber die Realitit, die erst durch empirische oder
theoretische Plausibilititen legitimiert werden
kann.

6.

Wer die Regressionsrechnung angemessen auf der
Minimalitédtseigenschaft aufbaut, der lduft daher
auch nicht Gefahr, sein Modell als Abbild der Rea-
litit iiberzuinterpretieren. Sein einziges Ziel ist ja
lediglich, in willkiirlicher, d.h. lediglich der Ein-
fachheit wegen gewidhlter, nicht aber etwa "reali-
tdtsangemessener" Beschrinkung auf eine lineare

Vorhersagegleichung moglichst gute Vorhersagen
von X auf Y zu machen. Das ist alles. Weiter ge-
hende Implikationen etwa iiber die stochastische
Natur der GroBlen Y, X und D, iiber die "wahren"
Beziehungen zwischen X und Y, iiber die Vertei-
lung und Unabhéngigkeit der Residualvariable D
sind hier zunichst iberhaupt nicht gemacht.

Aus der Perspektive dieses Ansatzes etwa ist eine
Formulierung, wie die folgende von Riemer prob-
lematisch: "Natiirlich kann man auch fiir Punkt-
wolken, die nicht durch lineare Modelle oder gar
zweidimensionale Normalverteilungen beschrieben
werden, rechnerisch empirische Regressionsgera-
den und Korrelationskoeffizienten berechnen. Nur
haben diese dann mit der Realitit oft wenig zu tun,
fir fundierte Prognosen sind sie ungeeignet. Das
deutlich zu machen. hierfiir bei Schiilern Sensibili-
tdt zu wecken, ist Aufgabe eines jeden Unterrichts."
Nicht ganz.

Natiirlich lassen sich auch bei beliebigen "nichtli-
nearen" Punktwolken Prognosen mittels linearer
Modelle machen; nur sind diese dann halt - erkenn-
bar an niedrigeren Korrelationskoeffizienten, die ja
Mal sind gerade fiir die Prognoseleistung der Reg-
ression - weniger gut als Prognosen in "linearen"
Punktwolken; sie sind deswegen aber zunichst
nicht weniger fundiert" oder "realitdtsangemessen",
sondern nur weniger erfolgreich.

7.

Der Riemersche Ansatz ist, dies sei gerne zuge-
standen, der '"stochastischere", insofern er eine
stochastische Modellierung der Situation impliziert.
Der Minimierungsansatz demgegeniiber kommt
ohne jedwede stochastische Modellierung aus; ihm
geht es nur um moglichst gute numerische Appro-
ximation. Nur: Ich bezweifle, ob die im Riemer-
schen Ansatz notwendige stochastische Modellie-
rung in Klasse 11 wirklich geleistet werden kann.

Schon das notwendige Konzept der Nichtkovarianz
zwischen Pradiktor und Fehler diirfte hier kaum
addquat darstellbar sein. Insofern scheint mir die
nicht so anspruchsvolle Beschrinkung auf die Mi-
nimalitdtseigenschaft fiir den Statistikunterricht in
Klasse 11 ehrlicher.

8. Last not least:

Der Riemersche Ansatz funktioniert nur fiir den
Spezialfall der klassischen L2-Regression, also
jener Regression, die die quadratischen Modellfeh-
ler minimiert. Keinen Zugang gibt es hier aber zur
L1-Regression, also jener Regression, die die abso-
luten Modellfehler minimiert. Bei der L1-
Regression summieren sich ndmlich die Modellfeh-
ler im Allgemeinen nicht zu null, die Regressions-
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gerade geht im Allgemeinen nicht durch den
Schwerpunkt der Punktwolke, und die Modellfehler
korrelieren im Allgemeinen auch nicht zu null mit
den Pradiktorvariablen; auch lassen sich dort
Streuungen nicht nach dem beliebten Konzept der
Varianzzerlegung additiv in unabhéngige Anteile
zerlegen.

Wer - und dies sollte im Sinne der Richtlinien wohl
jeder Lehrer - die nur historisch erklarbare, kaum
aber sachlich liberzeugende Dominanz der einseiti-
gen klassischen Kleinst-Quadrate-Statistik im Un-
terricht tiberwinden und selbst zum Thema machen
will, der muss fiir die Regressionsrechnung einen
Einstieg wihlen, der nicht nur zur L2-Regression
fithrt.
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