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Zusammenfassung: Es wird ein Unterrichtsgang beschrieben, in dem die Schiiler ihre
Kenntnisse iiber Permutationen und Kombinationen durch Problemlosen gewinnen. Die Schii-
ler bearbeiten eine Anwendungsaufgabe und entwickeln dabei ein konzeptionelles Versténd-
nis.

Einleitung

Wie werden Elemente der Kombinatorik im Unterricht behandelt? Meist so, dal3
Schiiler die zugehorigen Formeln auswendig lernen und dann Grundaufgaben
zum Losen gestellt bekommen. Auf diese Art und Weise sind Schiiler zwar in
kurz darauf folgenden Klassenarbeiten erfolgreich, aber ihnen fehlt ein tieferes
Verstindnis. Der hier vorgestellte Unterrichtsgang hingegen gibt Schiilern Gele-
genheit, Permutationen und Kombinationen in Anwendungssituationen kennen-
zulernen und zu erforschen und so die dahinterstehenden Begriffsbildungen zu
verstehen. Wir werden die beiden wichtigen Begriffe der Kombinatorik, Permu-
tationen und Kombinationen, an einem Leitbeispiel erarbeiten, ndmlich an der
folgenden Aufgabe (Problemsituation).

Die Problemsituation

Es werden Gruppen von je vier Schiilern gebildet. Jede Gruppe erhélt die fol-
gende Aufgabe:

John renoviert sein Haus und muf} dabei drei Gistezimmer tapezieren. Er hat
vier Tapetenmuster. Wenn er sich bei einem Raum fiir ein Tapetenmuster
entschieden hat, dann mul} der gesamte Raum damit tapeziert werden. Auf
wie viele verschiedene Arten kann John seine Géstezimmer renovieren?

Einige Gruppen werden sofort fragen, ob ein Tapetenmuster auch fiir alle drei
Raume benutzt werden kann. Thnen wird geantwortet, das sollten sie selber ent-
scheiden. Die Gruppen werden aufgefordert, eine Losung fiir dieses Problem zu
erarbeiten und diese dann mit Begriindungen in der Klasse vorzustellen.
Folgende Losungsantworten waren die haufigsten: 64, 24 und 4.

! Ubersetzung aus Teaching Statistics v.20(Autumn 1998)3, S.75-76
Stochastik in der Schule 19(1999)2, S. 15-19



Begriindung der Losungen

Die verschiedenen Gruppen erldutern im nédchsten Schritt hintereinander ihre
Antworten. Eine Gruppe, die der Meinung ist, dal John 24 Moglichkeiten hitte,
seine drei Rdume zu tapezieren, werden gebeten, mit der Vorstellung der Losun-
gen zu beginnen. Ein Mitglied dieser Gruppe erldutert, dal nach ihrer Meinung
John fiir alle drei Rdumlichkeiten verschiedene Tapetenmuster benutzen sollte.
Die Réume seien zudem wohlunterschieden. Fiir den ersten Raum hat John vier
verschiedene Moglichkeiten der Auswahl. Ist ein Tapetenmuster ausgewdhlt,
dann blieben fiir den zweiten Raum noch drei verschiedene Muster und fiir den
dritten Raum nur noch deren zwei. So gibe es 4x3x2 Moglichkeiten, die drei
Riume unter diesen Bedingungen zu tapezieren. Zur Visualisierung dieser Lo-
sungsmoglichkeit kann zusitzlich ein Baumdiagramm benutzt werden.

Danach stellt eine Gruppe mit der Losungsantwort 64 ihre Losung vor. Die
Gruppenmitglieder erklérten, sie sdhen nicht ein, warum John nicht dasselbe
Muster in zweil Zimmern oder sogar in allen drei verwenden diirfte. Also konn-
ten seine drei Zimmer auf 4x4x4 verschiedene Mdoglichkeiten tapeziert werden.
Jedes Tapetenmuster konnte ndmlich fiir jeden Raum benutzt werden.

SchlieBlich muBlte eine Gruppe, die die Losung 4 hatte, argumentieren. Sie
stimmte mit der ersten Gruppe liberein, dall ein Tapetenmuster nicht fiir ver-
schiedenen Zimmer benutzt werden sollte. Sie unterschied aber nicht die einzel-
nen Raumlichkeiten. Fiir diese Gruppen war die entscheidende Frage, auf wie-
viel verschiedenen Arten man drei Muster aus den vier verschiedenen Tapeten
auswahlen konne. Unter ihren Voraussetzungen war das Tapezieren von Raum 1
mit Tapete A, von Raum 2 mit Tapete B, sowie Raum 3 mit Tapete C das Glei-
che wie das Tapezieren von Raum 1 mit Tapete B, Raum 2 mit Tapete C und
Raum 3 mit Tapete A. Die von dieser Gruppe bevorzugte Losung kann auf ver-
schiedenen Weisen erkldrt werden. Die gebrauchlichste Erkldrung beruhte auf
das Aufzéhlen aller verschiedenen Moglichkeiten: ABC, ABD, ACD, BCD. Ein
Schiiler, der etwas mehr durchblickte, argumentierte, dal3 jede Auswahl von drei
Tapeten aus vier das Nichtbenutzen einer Tapete bedeutete. Da es vier Moglich-
keiten gébe, ein Muster auszulassen, gibt es auch vier Moglichkeiten, drei dieser
Muster zu verwenden. Jede der obigen Gruppierungen von je dreien entsteht
durch das Weglassen von D, C, B oder A.
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Permutationen

Nun wird die mathematische Terminologie eingefiihrt. Den Schiilern wird er-
klart, daB die Schiiler mit der Losung 24 sog. Permutationen benutzt hitten. Jede
Gruppe entwickelt eine informelle Definition fiir den neuen Begriff und stellt
thn zur Diskussion. Die Diskussion in der Klasse endet mit einer Arbeitsdefini-
tion etwa so, dal} eine Permutation eine geordnete Anordnung einer Teilmenge
von m Elementen aus einer Menge von n Elementen ist.

Diese Definition wird nun in dhnlichen Aufgaben benutzt und mit einer Be-
zeichnung abgekiirzt, etwa *P; oder P(4,3). Auf wieviel verschiedenen Arten
konnen drei Zimmer tapeziert werden, wenn 10 Muster zur Verfligung stehen?
Die meisten Schiiler wissen die Antwort: P(10,3) =10x9x8 = '°P; . Nach mehre-
ren solcher Ubungen kann ein Freiwilliger erkldren, wie '°P, = P(12,4) berechnet
wird. Der Schiiler kann erkldren, da3 man bei der 12 beginne und mit vier je-
weils um 1 erniedrigte Faktoren multipliziere. Da solche Produkte in der abzih-
lenden Kombinatorik haufig sind, hat man dafiir ein besonderes Zeichen einge-
fiihrt:
n! =n(n-1)(n-2)...2x1.

Das Zeichen n! wird n Fakultit gelesen. Nach der Einfiihrung der Fakultdt kann
gefolgert werden, daB '*P, = P(12,4) = 121/8! ist. Nach mehreren Beispielen
kann die allgemeine Formel formuliert werden.

Kombinationen

Den Schiilern wird erklart, daB3 ihre Mitschiiler mit der 4 als Losung Kombinati-
onen benutzt hitten. Das gebrauchliche Symbol fiir unser spezielles Problem sei

4 . . .
(3) Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen Permutationen und Kombi-

. . . . . 4
nationen? Die Schiiler miissen beim Entdecken von *P+/6 = P(4,3)/6 = [3} unter-

stiitzt werden. Die eine Hilfte der Klasse wird aufgefordert, die 24 Permutatio-
nen aufzuschreiben, die den verschiedenen Moglichkeiten der Raumtapezierun-
gen entsprechen; sie sollen dabei die ABCD-Notation verwenden. Die andere
Hilfte der Klasse betrachtet eine der vier Kombinationen fiir die Tapezierung
der Raume. Thre Aufgabe ist, nun zu bestimmen, wieviel verschiedene Anord-
nungen fiir diese spezielle Kombination moglich sind. Die erste Hilfte der Klas-
se kommt zu dem Resultat, daB3 die 24 Permutationen in vier Gruppen zu je
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sechs Elementen sortiert werden konnen. Jede Gruppe entspricht einer Kombi-
nation. Die andere Klassenhilfte findet heraus, daf jede Kombination sechs An-
ordnungen unter Beriicksichtigung der Reihenfolge entspricht, d.h. Permutatio-
nen. Die drei ausgewéhlten Tapetenmuster A, B und C lassen sich zum Beispiel
wie folgt verschieden anordnen: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Auf diese
Art und Weise sollen beide Arbeitsgruppen erkennen, dall die Anzahl der Kom-
binationen multipliziert mit 6 die Anzahl der Permutationen ergibt. Schiiler, die
weiter nachdenken, erkennen, dal 6 = 3! gilt. Es gibt ndmlich drei Moglichkei-
ten fiir die Auswahl des ersten Buchstaben, fiir die Auswahl des zweiten bleiben
dann nur noch zwei Mdéglichkeiten und schlieBlich eine fiir den letzten.

Jeder Schiiler ist nun aufgefordert, weitere Anwendungsbeispiele zu finden, um
die Beziehung zwischen Permutationen und Kombinationen allgemein zu for-

mulieren. Das Ziel ist die Entdeckung (Zj = P(n,k). Am Schluf3 soll noch eine

Formel fiir (Zj gefunden werden, die den Ausdruck P(n,k) nicht enthilt. Das

fiihrt schlieBlich zu der wichtigen Formel:
nyo_ n!
k (n=k)k

Die No-Name Losung

Diejenigen Schiiler, die auf 64 verschiedene Moglichkeiten der Tapezierungen
gekommen sind, werden nun enttduscht sein, da3 ihrer Losung keine kombinato-
rische Figur entspricht. Thre Losung ist natiirlich trotzdem giiltig und der Lo-
sungsweg entspricht vielen Anwendungen. Zahlreiche Anwendungsprobleme,
bei denen es um angeordnete Auswahlen von Buchstaben oder Zahlen geht
(z.B.: Autokennzeichen), fallen in diese Kategorie. Benutzt haben diese Schiiler
bei ihren Uberlegungen das allgemeine Zihlprinzip, das gelegentlich auch Pro-
duktregel der Kombinatorik genannt wird. Das wire eine mdgliche Fortsetzung
der Unterrichtseinheit.

Zusammenfassung

Der hier gewdhlte Zugang zu Permutationen und Kombinationen unterscheidet
sich konzeptionell von den traditionellen Wegen zu kombinatorischen Formeln.
Ein bedeutender Aspekt dieser Unterrichtseinheit ist, dal Schiiler motiviert wer-
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den, sich ihre eigenen Urteile iiber Anordnung oder Wiederholung zu bilden.
Diese Erfahrungen erlauben ihnen, Permutationen und Kombinationen begriff-
lich zu erfassen, weil sie diese in speziellen Anwendungen erfahren haben. Statt
Formeln ohne Kontext zu lernen, partizipieren sie aktiv im EntwicklungsprozeB,
der im Entdecken der Formeln gipfelt. Dieser ProzeB stirkt die Schiiler, indem
er ihnen die Giiltigkeit ihrer Intuitionen bewuf3t macht.

Erginzungen des Ubersetzers

Im Anschlul} dieses Beitrages einige deutsche Artikel, die sich mit dem didakti-
schen Problem der Gewinnung der kombinatorischen Grundformen beschéfti-
gen. Bei Steibl, 1948, werden die Formeln gewonnen aus der Grundlage der
,Worter, Klassen und Relationen. Hefendehl-Hebeker und Torner, ebenfalls
1984, wollen die Schiiler in erster Linie mit den hinter den Regeln stehenden
fundamentalen Ideen und Strategien vertraut machen. Ein spezielles Problem
behandelt Wegener-Kanthak, 1987. Hier wird der fragend-entwickelnde Unter-
richt in den Vordergrund gestellt. Aus dem letzten Jahr stammt ein Beitrag von
Ulshofer, bei dem der Unterricht dann besonders erfolgreich sein diirfte, wenn
die Lernenden die Aufgaben selbst ausdenken und formulieren. Schiiler sollten
schon sehr frithzeitig an kombinatorisches Abzédhlen herangefiihrt werden.
SchlieBlich noch die zwei Hinweise fiir den Grundschulunterricht von Eckert
und Schulz.
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