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Schwierigkeiten mit dem Stabilwerden der relativen

1
Hiufigkeiten - Das T - Gesetz
n

von Odén Vancsé, Budapest, und Elke Warmuth, Berlin

Zusammenfassung: Auf eine kurze Einfithrung iiber Interpretationen von Wahrschein-
lichkeit folgen im 2. Teil heuristische Untersuchungen des Verhaltens der relativen
Haufigkeit sowie didaktische Uberlegungen zum schwachen Geselz der grofien Zahlen.
Im 3. Teil berichtet O. Vancsé. iiber Schwierigkeiten im Umgang mit diesem Geselz.
Schlieflich werden im 4. Teil Grundziige einer moglichen Unterrichtssequenz fiir einen
Leistungskurs in der S I zur Behandlung des Gesetzes der grofien Zahlen im Rahmen
des Scheitzens einer unbekannten Wahrscheinlichkeit vorgestellt.

1. Modelle filr Vorgiinge mit zufiilligem Ergebnis und Interpretationen von Wahr-
scheinlichkeit

Im Stochastikunterricht entwerfen und untersuchen wir mathematische Modelle fiir
Vorgiinge mit zufilligem Ergebnis. Wir nennen cinen Vorgang ,,Vorgang mit zufilli-
gem Ergebnis®, wenn er mehrere mogliche Ausglinge (Ergebnisse) hat und vor Ablauf
des Vorgangs das Ergebnis nicht sicher vorhergesagt werden kann. Die Ergebnismenge
Q als Modelibestandteil enthilt Reprisentanten fiir die méglichen Ergebnisse. Mit der
Wahl der Ergebnismenge legen wir fest, auf welche Merkmale des Vorgangs sich unser
Interesse richtet.

Beispiel: Ein Wiirfel wird funfmal geworfen.

a) Es interessieren dic einzelnen erhaltencn Augenzahlen. Eine mogliche
Wahl ist Q= {(a, b,c,d, e):a,b,c,d, e €{1,2, ..., 6}).

b)  Es interessiert dic Anzahl der Wiirfe vor der ersten Sechs. Eine mogliche
Wahl ist Q = {6, 06, 006, 0006, 00006, 00000}.
Wir wollen uns auf den Fall Q = {0, w), .., @}, d. h. auf Vorgiinge mit endlich

vielen moglichen Ergebnissen beschrinken. Im Modell werden den méglichen Lrgeb-
nissen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet:

Ergebnis l o) 0y o,
Wahrscheinlich- | py P Py
keit
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Die einzigen Bedingungen an diese Zuordnung sind:
ka()ﬁ]rk=l,2,...,r und prtoat.tp.=1

FFir das Rechnen ist es gleichgiiltig, was man sich unter Wahrscheinlichkeit vorstelit.
Fiir die Anwendung und den LernprozeB muBl die Verbindung von Modellebene und
Sachebene durch Interpretationen von Wahrscheinlichkeit hergestellt werden. Wir
halten es fur wichtig, im Mathematikunterricht die Sachebene und die Modellebene zu
unterscheiden. Wir fassen Mathematik als eine Titigkeit auf, bei der die Menschen
(auch die Schiler) die Umwelt mit mathematischen Mitteln zu erfassen suchen. Der
Wirklichkeitsbezug des Mathematikunterrichts entsteht nicht, indem den Schiilern nur
fertige Modelle vorgesetzt werden, in denen sie etwas "ausrechnen"” sollen.

Wenn wir die Modellwahrscheinlichkeiten py auswihlen, verarbeiten wir unser Wis-

sen, unsere Beobachtungen, unsere Intuitionen iiber den realen Vorgang. Das Modell
verkorpert unsere Sicht auf diesen Vorgang. Intuitiv ist die Wahrscheinlichkeit zu-
nichst ein MaB fiir die GewiBheit iiber das Eintreten eines Ergebnisses in einer Skala
von 0 bis 100% bzw. von 0 bis 1. Dieses MaB kann zahlenmiBig fixiert werden durch

- Gleichverteilungsannahmen (klassische Wahrscheinlichkeit)

- Hiufigkeitsinterpretationen

- das Konstruieren von Wettsituationen

- subjektives Expertenwissen.

Der fixierte Zahlenwert muf} nicht endgilltig sein. Neue Informationen, weitere Beob-

achtungen, nicht plausible Folgerungen aus den Modellrechnungen kénnen uns veran-
lassen, das Modell zu veréndern.

Die meisten Rahmenplédne fur den Stochastikunterricht und im Gefolge die Lehrbiicher
bevorzugen einseitig die Intérpretation von Wahrscheinlichkeit als stabilem Wert der
relativen Hiufigkeit. Allgemeinheit und Anwendbarkeit der Theorie werden dadurch
unnotig eingeschrinkt. Ein Indiz dafiir ist z. B. die Forderung nach Wiederholbarkeit
als Grundvoraussetzung an die betrachteten Vorginge. Stochastik erscheint als Mathe-
matik der Massenerscheinungen. Viele Beispiele und Aufgaben passen aber nicht dazu.

Beispiel: "In einem Restaurant essen 60% der Géste keine Vorspeise und 50% keinen
Nachtisch. 30% bestellen weder Vorspeise noch Nachspeise. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB ein Gast, der keine Nachspeise hatte, auch keine Vorspeise hatte?"

Man wird in diesem Beispiel ohne Mithe 0,6 fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit aus-
rechnen. Wie soll eine Hiufigkeitsinterpretation aussehen, wenn es um einen konkreten
Gast geht? Eine Deutung des Zahlenwertes 0,6 kdnnte darin bestehen, einen "fairen”
Welteinsalz zu beziffern. Jemand bietet 10 DM als Wetteinsatz darauf, daB der besagte-
Gast eine Vorspeise hatte. Wieviel ist uns dann die Wette wert, daB} er keine Vorspeise
hatte? Eine faire Welte darf uns 15 DM wert sein!


Franziska Kahler
Textfeld
Stochastik in der Schule 18 (1998), Heft 2
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Im tiglichen Leben begegnen uns viele solcher "Wettsituationen”: beim AbschluB einer

Versicherung, bei der Vorbereitung einer Reise, beim Anlegen von Geld, bei Sport und
Spiel, ...

Im Stochastikunterricht sollten wir intuitive Vorstellungen und Vorerfahrungen der
Schiler tiber Wahrscheinlichkeit aufgreifen und dabei verschiedene Deutungskonzepte
miteinander verbinden.

2, Das schwache Gesetz der groflen Zahlen - Die Theorie

Zunichst wird (im wesentlichen Jacob Bernoulli folgend) ein Modell fiir Bernoulli-
Versuche konstruiert.

Das Ergebnis einer Versuchsserie der Linge n kann als "Wort” der Liinge n, bestehend
aus den Buchstaben E(rfolg) und M(iBerfolg), aufgeschrieben werden. Die Ergebnis-

menge Q besteht aus den 2" moglichen ,,Wortern® . In ejnem ersten Schritt wird die
Bedingung ausgenutzt: "Bei einem Versuch sind der Erfolg und der MiBerfolg gleich-
wahrscheinlich wie z. B. beim Werfen einer regelméfigen Miinze". Das entspricht
einem wichtigen didaktischen Prinzip, wonach wir von den einfacheren und greifbaren
Fakten ausgehend auf einem langen Weg die abstrakteren und tieferen Tatsachen errci-

chen und begreifen missen. In diesem Fall gibt es 2" verschiedene gleichwahr-
scheinliche Ergebnisse. Uns interessiert, wie viele solcher Ergebnisse existieren, bei
denen die Buchsiaben E und M nahezu gleich hidufig sind (wobei die Differenz der
Anzahl von E und M verglichen mit n klein ist). Entgegengesetzt dazu besteht die
ebenso wichtige Frage, wie oft E oder M héufiger in einem Wort vorkommt. Bekannt-
lich fithren diese Fragen direkt zur Binomialverteilung, in diesem Fall wegen p=0,5 zu
ciner symmetrischen Verteilung. Wenn X, die Anzahl der Buchstaben E in einem Wort
der Linge n bezeichnet, so ist die Anzahl der Wdrter, in denen genau k-mal E auftriut,

gleich [:] Mit Hilfe der klassischen Berechnungsvorschrift der Wahrscheinlichkeit

n
k

puters diese Wahrscheinlichkeiten graphisch darstellt, so sieht man, daB der Unter-
schied der Anzahl der Buchstaben E und M in den meisten Wortern "klein verglichen
mit n" ist, die Verteilung also stark in der Mitte konzentriert ist. Die schr groBen
Schwankungen, z. B. alle Buchstaben sind E, kommen sehr selten vor, im Mittel genau

1
(nach Laplace) erhalten wir: P(X,, = k) =( )—n Wenn man mit Hilfe eines Com-
2

cinmal unter 2" Fillen. Ist n groB genug, wird diese Chance sehr gering. Wenn wir
von den (absoluten) Haufigkeiten des Buchstaben E zu den relativen Haufigkeiten
iibergehen und beachten, daB die Erfolgswahrscheinlichkeit p=0,5 ist, so konnen wir
unsere Beobachtung so formulieren: Die relative Hiufigkeit des Buchstaben E licgt
"viel licber” in der Nihe von 0,5 als weit davon entfernt. Und dies wiederum umso
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licber, je groBer n ist. (Die Verteilung der relativen Haufigkeit im Fall p=0,5 ist in Abb.
4 in Abschnitt 4 gezeigt.)

Hier tritt ein wesentliches Element auf: die Unsicherheit beim Vergleichen der relati-
ven Haufigkeit mit der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. Unterrichten wir in einer
normalen Klasse, reicht es aus, diese Tatsache qualitativ zu verstehen. Abhiingig vom
Interesse der Schiller (und dem Rahmenplan) ist es moglich (notwendig), die Mathe-
matisierung dieser Erkenntnis auf verschiedenen Stufen zu verwirklichen (Die zwei
Endpunkte der Skala sind eine Formel ohne irgendeine Herleitung, die anwendbar ist
bei vielen Aufgaben, und eine mathematisch prizise Herleitung.)

Die Mathematik tritt dann in Aktion, wenn wir die Aussage " klein verglichen mit "
bzw. ,,viel lieber** genauer analysieren mochten. Die Antwort auf die Frage:

Wie grof kann die Abweichung vom Wert p=0,5 sein?
ist: Belicbig, aber doch ist sie ,,viel dfier klein als groB. Wenn wir die Formel von
Stirling fiir n! anwenden, kdnnen wir fiir gerades n ausrechnen, wie gro die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist, daf} die relative Haufigkeit von E gleich 0,5 ist. Dies ist unter
allen moglichen der wahrscheinlichste Wert. Fir n=2k betrigt seine Wahrscheinlichkeit

1
Vr-k
1 I
relative Hdufigkeit von E ist gleich 0,5" von der GroBlenordnung 7_— . Mit Hilfe der
n
Tschebyschewschen Ungleichung konnen wir ein Intervall um 0,5 bestimmen, in das

die relative Haufigkeit mit einer groBen Sicherheit (,,schr gern*) fallt. Die Tscheby-
schewsche Ungleichung besagt hier

[’[ ?.s)s |2 . .
4ng

Wenn wir fiir £den Wert 2 wihlen, dann erhalten wir als Abschitzung 0,25. Aber

Jn

. 2 .
0,75 ist noch keine groBe Sicherheit, deshalb erhShen wir auf T . Fiir dieses € erhilt
n
2

das Intervall [O,S-T s 0,5+%] eine Sicherheit von mindestens l-—ll— = 0,94. Wir
n n

sehen also, daB mit groBer Wahrscheinlichkeit die Abweichungen der relativen Hiufig-

ungeldhr

(vgl. Anhang). Also ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses "Die

Xp

-0,5
n

keit von 0,5 die GréBenordnung :71—_' besitzen. Das ist die Aussage des IT -Geselzes.
n n .

Bis jetzt haben wir uns nur mit dem Fall p=0,5 beschiiftigt. Der zweite Schritt ist: p sei

cine beliebige Zahl zwischen 0 und 1.

Wir konnen wieder den Computer als Hilfsmittel verwenden. Die Binomialverteilung

mit p<0,5 oder p>0,5 ist nicht symmetrisch und auch das Rechnen wird komplizierter.

Die Beobachtung bleibt aber dieselbe: Fur groBe n liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit
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die relative Haufigkeit in der Nihe von p. Wieder mit Hilfe der Stirling-Formel erhal-
ten wir; dic Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Wertes liegt in der GroBenord-

I .
nung T (vgl. Anhang). In analoger Weise findet man mit Hilfe der Tscheby-
n

schewschen Ungleichung ein Intervall der Linge c- J—'_— , in dem die relative Haufigkeit
n

mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt.

Das schwache Gesetz der groBen Zahlen folgt durch Grenzilbergang aus der Tscheby-
schewschen Ungleichung:
< s} =1.

Analysieren wir die Aussage dieses Gesetzes, so kénnen wir folgendermaBen formu-
licren: Seien €in & > 0 und cin Sicherheitsniveaun (z. B. 0,95) gegeben, dann gibt es

X
1 _p
n

1—»o0

Furalleg > 0gilt lim P(

. X
ein n,, so daB fiir alle n2n, gilt P( 2 p
n

< 6‘] 20,95.

Unser Satz sichert die Existenz ciner solchen, manchmal sehr groBen Zahl fir n,. Die
Tschebyschewsche Ungleichung erméglicht es dariiber hinaus, ein ausreichend groBes
n, konkret zu bestimmen. Dieser Satz behauptet aber nicht, daB8 immer, wenn n groBer
als diese Grenze ist, dic relative Haufigkeit in der vorgeschriebenen Umgebung von p

bleibt. Die hier beschriebenc Konvergenz der Folge von Zufallsgrofien [in_) ist
n

deshalb keine Konvergenz von Folgen im Sinne der klassischen Analysis.
Es gibt in der Theorie einen , starkeren* Satz - das starke Gesetz der groBen Zahlen. Es

X
besagt, daB mit Wahrscheinlichkeit 1 die Folge (—i) gegen p konvergiert: Fir fast
n

X
alle o gilt tim 2012
n—o  n
aber es ist auch (fur ¢cine Ausnahmemenge mit der Wahrscheinlichkeit 0) moglich, daf
si¢ nicht stattfindet.

= p . Es ist also fast sicher, daB} die Konvergenz stattfindet,

3. Typische Schwierigkeiten von Lehrern im Umgang mit dem schwachen Gesetz
der grofien Zahlen

Zunichst muBl erwihnt werden, dal die Stochastik in der ungarischen Schulpraxis schr
vernachlassigt wird. Die Probleme, iiber die im folgenden berichtet werden soll, kom-
men vor allem an der Universitit vor. Unter Lehramtsstudenten gibt es mehrere Un-
klarheiten, die im wesentlichen in drei Gruppen eingeteilt werden konnen:
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a) Was bedeutet das Gesetz? Gehort es in die Sachebene oder in die Modellebene? Was
bedeutet die Wahrscheinlichkeit und welche Beziehung gibt es zwischen der relativen
Haufigkeit und der Wahrscheinlichkeit? Sci diese Gruppe als Sinnfrage bezeichnet.

b) Welche "Konvergenz” gilt hier? Was verstehen wir unter stochastischer Konver-
genz? Sei diese Gruppe als Konvergenzfrage bezeichnet.

c) Was kann man Uiber die Geschwindigkeit der Konvergenz sagen? Wie viele Experi-
mente miissen nacheinander wiederholt werden, damit wir mit der relativen Haufigkeit
die Wahrscheinlichkeit schitzen kénnen?

Die Erfahrungen stammen aus der seit zehn Jahren regelmiBigen Teilnahme an den
AbschluBpriifungen fir die Mathematiklehrerstudenten an der Eo6tvos-1.6rand-
Universitit von Budapest, und aus vielen Gespriiche mit Studenten und Lehrern.

Zur Sinnfrage: Eine starke Tradition ist dic Betonung des axiomatischen Aufbaus. Also
ist der Umgang mit diesem Problem sehr mathematisch und rein formal ohne Kon-
kretisierung. Die Studenten bewegen sich fast nur in der Modellebene. Die Frage,
woher die "Grundwahrscheinlichkeiten" stammen, aus denen wir "sekundire Wahr-
scheinlichkeiten” ausrechnen, wird vermieden, als "Nicht-Mathematisches" verdréngt.
Unseres Erachtens ist diese Haltung selbst fir Mathematiker gefihrlich, aber unzuldssig
fiir werdende Mathematiklehrer. Es muB erkldrt werden, daB eben dieses Gesetz eine
Briicke zwischen unseren Erfahrungen (der Sachebene) und dem Modell, das im ersten
Abschnitt unseres Artikels vorgestellt worden ist, schligt. Nach unseren Erfahrungen
gibt es einen stabilisierenden Charakter der relativen Hiufigkeit in einer lingeren
Versuchsserie. Das Bernoullische Gesetz zeigt die klare Anpassung unseres Modells an
die zu beschreibende Situation. Das Gesetz der grofen Zahlen ist ein wesentlicher
Bestandteil des mathematischen Modells, ein mathematisches Theorem.
Zusammenfassend, wenn ¢in Student das Gesetz itberhaupt kennt, denkt er nur an den
mathematischen Inhalt ohne Reflexion iiber dic Anwendbarkeit und die Bezichung zur
realen Situation. Das ist typisch fiir die Schulmathematik in Ungarn: die Mathematisie-
rung wird in den Hintergrund gedringt gegeniiber der "reinen Mathematik".

Unter der Wahrscheinlichkeit verstehen die Gefragten meistens cine objcktive Zahi, oft
mit einem kombinatorischen Hintergrund. Von den im ersten Abschnitt erwihnten vier
Maoglichkeiten der Deutung von Wahrscheinlichkeit kommen nur die ersten zwei unter
Studenten vor. Das zeigt den zu eng aufgefaBten Begriff von Wahrscheinlichkeit.
Weniger als 20% der gefragten Studenten (unter ctwa 200) haben gute Vorstellungen
tiber die Beziehung zwischen der relativen Haufigkeit und der Wahrscheinlichkeit.
Aber mehr als 30% haben nicht einmal dic Frage verstanden. Die Sinnfragen kommen
so selten wihrend ihrer Ausbildung vor, daB sic groBe Schwicrigkeiten haben, diese zu
beantworten.

Zur Konvergenzfrage: Die meisten Studenten meinen, beim schwachen Gesetz konver-
gicrt dic relative Haufigkeit gegen dic Wahrscheinlichkeit im Sinne der Analysis. Auf -
die danach gestellte Frage, warum der Satz so kompliziert ist (mit zwei ), kénnen sie
keine Antwort geben. Dic Unsicherheit der Konvergenz spiclt hier cine wichtige sto-
rende Rolle, deren wesentlicher Charakter von den Studenten nicht erfaBt wird.
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Der dritte Punkt - siche z.B. Freudenthal 1972 - steht in der Schulpraxis im Mittel-
punkt. Wie lange miissen wir ein Experiment nacheinander wiederholen, damit ein
"zuverlassiges Ergebnis” herauskommt. Im aligemeinen gibt es wenigstens eine Gro-

Benordnung Unterschied zwischen den getippten Anzahlen und den aus dem L

n
Gesetz gefolgerten Anzahlen. Die meisten Gefragten wissen nicht, wie sie eine solche
Frage beantworten sollen, also kdnnen sie den Satz nicht wirklich anwenden. Die
hiufigste Antwort auf die Frage, eine wie lange Versuchsserie ausreichend ist, wenn
wir die Wahrscheinlichkeit z. B. mit der Genauigkeit von zwei Hundertstel bestimmen
mochten, ist Hundert oder einige Hundert. Die Wahrheit ist: mindestens zwei-drei
Tausend, was in einer Klasse schwer realisierbar ist. (Siche die Tabelle im 4. Abschnitt
nach Abb. 5.)

4. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen im Stochastikunterricht

Ausgangspunkt
Wir betrachten cine Bernoulli-Kette der Linge n. Die Wahrscheinlichkeit des Erfolges
A sei p=P(A) und die ZufallsgriBe X,, beschreibe die Anzahl der Erfolge in dieser

Bernoulli-Kette. Den Quotienten — nennen wir die relative Haufigkeit der Erfolge.
n

Das Gesetz der groBlen Zahlen kénnen wir nun so formulieren:
. X
Faralles > Ogilt lim I’(——'Le [p—e,p+s]] =1
n—»w n
Das Gesetz beschreibt in der Modellebene das asymptotische Verhalten der relativen

X
Haufigkeit —2-. Schon deshalb kann es kein Beweis dafiir sein, daB sich in der Reali-
n

tit die empirisch beobachteten relativen Haufigkeiten stabilisieren. Es schligt aber eine

Briicke zur Sachebene und stitzt die IHaufigkeitsinterpretation einer Wahrscheinlich-
keit, wenn wir folgendes annehmen:

a)  Die wiederholten Beobachtungen cines gegebenen Vorgangs erfolgen so, daBl
eine Bernoulli-Kette als Modell fur diese Beobachtungsserie geeignet erscheint.

b)  Ereignisse mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit treten im Einzelversuch praktisch
nicht ein.

. . X, . : .
Die Annahme a) fihrt dazu, daB die Quotienten —% mitsamt ihren Eigenschaften als
: n

Beschreibung der empirisch gewonnenen relativen Haufigkeiten herangezogen werden.

- X .
Mit der Annahme b) bezogen auf die Ereignisse {—"E[p—e,p+£]} rechtfertigen
n
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. . . X . .
wir es, in der Praxis =% = P(A4) zu setzen. (Wir betonen aber noch einmal, daB die
n
Hiufigkeitsinterpretation keine zwingende Interpretation ist.)

Die Behandlung des Bernoullischen Gesetzes der groBen Zahlen wird in vielen Rah-
menlehrplinen fir den Stochastikunterricht gefordert. Die Ausfihrungen in Abschnitt
3 lassen erwarten, daB diese Forderung Lehrer und Schiiler vor erhebliche Probleme
stellt. Es wird nicht ausreichen, den Satz (dessen Formel fiir den Schiiler ein Monstrum
ist) zu nennen und womaoglich zu beweisen. Er wilrde toter Kalkill bleiben. Auch
Rechtfertigungsargumente von der Ant ,Das Gesetz zeigt, daB die Mathematik die
Wirklichkeit addquat beschreibt® werden im Verstindnis der Schiller keine Spuren
hinterlassen. Wird doch das Verhiltnis (die Distanz) zwischen Modell und Wirklichkeit
im Mathematikunterricht viel zu wenig thematisiert, als daB die Schiiler iiber ein ent-
sprechendes ProblembewuBtsein verfiigen konnten.

Was also konnte ein Sinn stiftender Kontext fiir Betrachtungen zum Gesetz der grofien
Zahlen sein? Wir schlagen vor, das Schitzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit als
Rahmen und unmittelbar praktisch relevantes Problem zu wihlen. Es soll darum gehen,

; X . ..
die unscharfe Bezichung —2 ~ P(4) genauer dahingehend zu untersuchen, wie die
hn

Giite von Schitzwerten zu beurteilen ist und wie man ,.gute” Schitzwerte bckommen
kann.

Wir stellen uns vor, da8 die im folgenden skizzierte Unterrichtssequenz in tinem Lci-
stungskurs stattfindet. Die Binomialverteilung solite bereits besprochen scin, ebenso
Eigenschaften der Binomialverteilung fiir groBe n. Die dabei aufiretenden ko-Regeln
miissen u. E. nicht zwingend tber die Normalverteilung gewonnen werden. Den
Grenzwertsatz von Moivre-lLaplace wird man im Unterricht ohnehin nicht beweisen.
Insofern bleibt die Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung
auf cinem heuristischen, durch Beispicle und entsprechende Bilder abgesicherten Ni-
veau. Das ist durchaus legitim, geht es doch in der Schule allenfalls um die Beschrei-
bung des Sachverhalts und nicht um eine mathematisch exakie Absicherung. Folgt man
dicsen Gedanken, dann kann man aber auch auf die Normalverteilung ganz verzichten
und statt dessen die ko-Regeln auf demselben Niveau plausibel machen.

Ziel dieser Unterrichtssequenz soll es sein, Verstindnis fur die Probleme beim Schiit-
zen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit aus Beobachtungsserien zu wecken, den
Begriff der Giite einer SchitzgroBe zu motivieren und die Schiiler zu befihigen, auf
cinem durch dic kg-Regeln geprigten quantitativen Niveau folgende Fragen zu beant-
worten:

I, Wie,gut™ ist ein Schitzwen, der auf n Beobachtungen berum?
2. Wic vicle Beobachtungen reichen etwa aus, um cine vorgegebene Giite der

SchiitzgroBe zu garanticren?
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Wir meinen, daB diese Fragen von Bedeutung fur die Allgemeinbildung eines Abituri-
enten sind in einer Zeit, in der wir mit statistischen Daten iiberschiittet werden und
gefordert sind, den Gehalt solcher Zahlen kritisch zu werten.

Im Laufe der Unterrichtssequenz wird das Verhalten der Verteilung der ZufallsgroBe

X . N . . .
— untersucht. Diese recht ausfiihrliche Diskussion soll es den Schillern ermoglichen,
n

cin inhaltliches Verstindnis fur die Aussage des schwachen Gesetzes der groBen Zah-
len zu erlangen. Diese Herangehensweise ist bewuBt fernab von einer Beschrinkung
auf einen eleganten Beweis via Tschebyschewsche Ungleichung. Sie gestattet in natiir-
licher Weise Fortsetzungen in Richtung Konfidenzintervalle oder Testen von Hypothe-
sen itber eine unbekannte Wahrscheinlichkeit.

Wir skizzieren nun unsere Vorstellungen tiber die Behandlung des Themas im Unter-
richt. Fiir eine konkrete Unterrichtsvorbereitung miiBten natiirlich viele Details situati-

onsabhingig ausgearbeitet werden, insbesondere Beispiele und Aufgaben ergiinzt
werden.

Das Problem

Beispiel: AusschuBanteil

Der AusschuBlanteil p einer Massenproduktion von Bauelementen soli geschiitzt wer-
den. Man nimmt an, daB die Bauelemente bei der Produktion unabhiéngig voneinander
mit der Wahrscheinlichkeit p defekt anfallen. In einer zufilligen Stichprobe von 500

. - 27 .
Bauelementen fand man 27 defekte. Die Zahl p =%=0,054 dient als Schitzwert

fur dic unbekannte Wahrscheinlichkeit p. Eine andere Stichprobe hitte vermutlich zu
einem anderen Schitzwert gefuhrt. Welchen "Wert" hat also die Zahl 0,054? Wie gut
ist ein Schitzverfahren, dessen Ergebnisse vom Zufall abhingen?

. Xy L .
Die Schiller sollen erkennen: Die relative Haufigkeit — ist eine ZufallsgroBe. Wir
n

nennen sie SchiitzgroBe fur die unbekannte Wahrscheinlichkeit p=P(A4). Die jeweils
beobachteten Werte der SchitzgroBe nennen wir Schiitzwerte. Die Schitzwerte
schwanken zufillig! Um die Brauchbarkeit unseres Schitzverfahrens zu beurteilen,

X
untersuchen wir dic Verteilung der SchitzgroBe —2- . Unser Ziel ist es, Aussagen {iber
n
GroBenordnung und Wahrscheinlichkeiten der Schwankungen zu gewinnen.

Aufgabe: Ermitteln Sie die (theoretische) Verteilung der relativen Hiufigkeit von Wap-
pen bei 5 bzw. 10 Wiirfen mit einer guten Miinze. Berechnen Sie Erwartungswerte und
Varianzen! Stellen Sie die Verteilungen als Saulendiagramm dar. Berechnen Sie

I’UX—"— pl> 0,2) .
n
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Ziel solcher Aufgaben ist es, die Zufilligkeit von ﬁ deutlich werden zu lassen,
n

Kenngroflen und deren EinfluB auf Gestalt der Verteilung zu untersuchen sowie als

Vorbereitung auf den allgemeinen Fall, Wahrscheinlichkeiten von konkreten Abwei-
chungen berechnen.

X

Losung: E(——S—) = E‘(ﬂ =0,5, Var i'i =0,05, Var ﬁ. =0,025,
5 10 5 10
30,5

Hof|X
5

0,35
0,30
0.25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00

> 0,2} =0,3752, I’(

X
__&_0’5
10

> 0,2] =0,1094 .

in der Praxis treten beim Schidtzen von p groBe n auf. Dic Berechnung wird aufwendig.

Wir miissen uns niher mit der Verteilung von —2 beschiftigen.
n

X
Die Verteilung der Schiitzgrofie —L
n

Dic Anzaht X, der Erfolge in eciner  Bernoulli-Kette ist  binomialverteilt:

n
Y, =k =p, :[I«]pk“ -p)" Y k=000 Daraus gewinnen wir die Verteilung

. L . RY k| . .
von =% Da dic Ercignisse {Y, =k} und {—ﬂ = —¢ identisch sind, nimmt die -
n non
L ) X, ) 012 n . .
Schitzgrofie = ihre Werte —. - =0 = mit densclben Wahrscheinlichkeiten
" nonon H
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n k

Vertcilung: Dazu setzen wir p zuniichst als bekannt voraus. Die Histogramme in Abb. 2

p(ﬂ:i):(n]p"(]—p)""‘, k=01...n, an. Wir untersuchen die Gestalt dieser
n

zeigen die Verteilung von X fir p=0,3 und n=20, 50 und 100. Die méglichen Werte
n

der Zufallsgroie i/l wurden in Klassen eingeteilt: [0; 0,05), [0,05; 0,15), [0.15;
n

0,25), ..., [0,85; 0,95), [0,95; 1,0}

Die Klassenmitten sind 0,025, 0,1, 0,2, ..., 0,9, 0,975. In der graphischen Darstellung
wurden die crste und die letzte Klasse, die hier keine Werte enthilt, weggelassen. Die
Abszissenachse wurde mit den Klassenmitten beschriftet. Die Siulenhohen sind gleich
den Wahrscheinlichkeiten der Klassen.

0,80
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0.10
0,00 ! |

0.8
07
0.6
05
0.4
0.3
02
0.1

0.6 07 08 09
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08 , o
0.7
06
05
0.4
03
0.2
0.1

0.1 0.6 07 08 09

Abb. 2

Die Notwendigkeit einer Klasseneinteilung zu diskutieren, heiBt, wesentliche Eigen-
schaften der Verteilung zu erkennen. Fiir groe n, und um diese geht es uns ja, werden
die Einzelwahrscheinlichkeiten immer kleiner, sinnvoll werden also Intervallwahr-
scheinlichkeiten und diese bedeuten eine Klasseneinteilung. Die Verteilung "zicht sich”
mit wachsendem n immer mehr um den Wert 0,3 "zusammen". Grofle Abweichungen

X
(z. B. um 10,2) der Werte von 22 von der Wahrscheinlichkeit p=0,3 sind zwar im-
n

mer moglich, die Chancen dafiir werden aber mit wachsendem n immer kleiner. Jetzt
wird auch klar, warum wir als Klassencinteilung nicht dic vielleicht naheliegende
Einteilung [0; 0,1], (0,1; 0,2], ... in gleichbreite Klassen gewihlt haben. Dann wire die
Erfolgswahrscheinlichkeit 0,3 als Rand einer Klasse erschicnen und der Effekt des
Zusammenziehens um den Wert 0,3 wiire "verwischt" worden.

X
Kenngrifien der Verteilung von — - Erwartungswert und Varianz
n

Satz 1. Wenn das Ereignis 4 die Wahrscheinlichkeit p besitzt, dann gilt fiir dic relative

n
n

, - [p1 -
L(ii) =p, l’ar(—ﬂ) ~p0=p) und Standardabweichung o = yrlzp) .
n n n \/;

X | 2 n
Beweis: E] —2L1=0-py+—py+ —py+...+—
( n ) Po n P n P2 n Pn

Haufigkeit

von A4 in einer Bernoulli-Kette der Lange n

| I 1
=—(0-po+|-pI +2-p2 +..4+n~p")=—1;(,\’")=~np= p.
n n n
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Aufgabe: Bewceisen Sie die Formel fiir l'ar(il) .
n

Erste Aussagen zur Qualitiit des Schitzverfahrens

Den Erwartungswert und die Varianz deuten wir als stabile Werte der entsprechenden

empirischen KenngroBen "arithmetisches Mittel” und "mittlere quadratische Abwei-

chung”. Diesc Interpretation fiithrt uns zu folgenden SchluBfolgerungen:

QlI. Das arithmetische Mittel sehr vieler Schitzwerte liegt in der Nihe von p.

Q2. Die mittlere quadratische Abweichung sehr vieler Schitzwerte aus
Stichproben vom Umfang n konvergiert gegen 0 fir n gegen unendlich.

Is gibt Probleme mit der Deutung: Wir bestimmen in der Regel nicht viele Schitzwer-
te, sondern nur einen. Die Aussagen Q1 und Q2 "ziehen" nicht. Deshalb bemithen wir
uns um Wahrscheinlichkcitsaussagen iber mogliche Abweichungen.

. . . . X
Uns interessiert der Unterschied zwischen —2 und p. Warum:
n

- Lin bekanntes p liefert cine Vorhersage fir —% . Wie gut ist sie? Wie groB ist
n

der Unterschied?

X
- Fin unbekanntes p wird durch L geschitzt. Wie gut ist die Schétzung? Wie
n

grofB ist der Unterschied?

H
n
Der Unterschied ist eine ZufallsgroBe. Wir werden uns mit Wahrscheinlichkeits-
aussagen begniigen miissen. Wir greifen auf die kg-Regeln fiir die Binomialverteilung

bei geniigend groBem » zuriick: Wenn n-p-(1- p)>9 (Faustregeh)? erfullt ist, dann
gilt niherungsweise

P(np - ,[rrp-(l—p) <Xpsnp+ ‘/n~p-(l—p) )~ 0,683,
I’(np-2,/rrp~(|—p) SX,,.<_np+2,/n-p~(|—p))z0,954,
I’(np-3,/n-p-(l—p) S,’(’,,.<.np+3"n-p-(l—p))z0,997.

Dic Ungleichung

Der zufillige Unterschied zwischen

und p

4 Es gilt p-(1-p)<0,25. Je weiter p von 0,5 entfernt ist, d. h. je asymme-
trischer die Binomialverteilung ist, desto gréRer muf} n sein, damit die
Faustregel erfiilit ist. Bei n<36 gilt die Faustregel fir iberhaupt kein p.
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np-fn-p-(1-p) <Xy<np+ Jn-p-(1-p)

geht bei Division durch 7 und Subtraktion von p in die 4quivalente Ungleichung

i Jp(l-p) < Xn Jp(l-p)

< n p<
n n n

iiber. Diese Ungleichung beschreibt dasselbe Ercignis wie die urspriingliche Unglei-
chung und hat folglich auch dieselbe Wahrscheinlichkeit:

,/ 1- X V-
P(- __’Lﬂ < -p< _P(__l_’l )~ (,683.
Jn n Jn
Entsprechend werden die anderen Ungleichungen umgetormt.
Es ist eine schwierige Symbolik! Man kann sie vereinfachen und anschaulich machen
durch Arbeiten mit dem Umgebungsbegriff. Es ist p der Erwartungswert und o =
pli-p)
n

p + o} die o-Umgebung von p. Entsprechend sind [p - 26, p + 26] und [p - 30, p + 30}
die 20-Umgebung bzw. die 3o-Umgebung von p:

o . X .
ist die Standardabweichung von —% . Wir nennen das Intervall p - o,
n

< 3o-Umgebung .~ = >
[<_U~Umgebung >
1 1 1 1 ] 1
p-3c p-20 p-o p pto p+2 ptic
Abb. 3
. . - X:l : TH Traioni Xn
Dic o-Umgebungen sind fest, —% ist zufdlig. Das Ereignis "-2¢ < -p S 20"
n n

X ‘ ,
bedeutet, daB —2 in der 26-Umgebung von p liegt, denn der Abstand von A zup
n n

betrdgt hochstens 2¢. Folglich

2 n

X [
I’(—lelp—Za.p+20l)= P(—ZUS A —pSZal)z()“)SLl.
1

Analog werden die anderen Aussagen umgeformt und wir erhalten die
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Merkregel |
Wenn np-(1-p) > 9 (Faustregel) erfullt ist, dann gilt fiir die zufillige Abweichung der
.oX - . .
relativen Haufigkeit —* von der Wahrscheinlichkeit p niherungsweise
n

X X X
I’(—ielp—a,p+alj=I’(—GS—"-—pSO’]J=f{—"—p 50']%0.683,
n n n
4 X
I’[—/\ielp—Zo,p+2al]= I’(—ZUS—J—-pSkr]):I’(‘ﬁ—p SZa):(),954,
n n n
I’(ﬁelp—3a,p+30])=P(—3crsi\,l—p53cr])=P[ﬁ—p 330)':0.9974
n n n

Dic Aussagen in der Merkregel 1 sind Spezialfille des sogenannten 1/ \/—r; -Gesetzes,

[o(1-
Dieser Name kommt daher, daB in die Standardabweichung ¢ = —p(—p)— die Gro-

n
Benordnung 1/Jn besitzt. Das bedeutet: die Schwankungen der relativen Haufigkeit
lassen sich dem Betrage nach durch eine Zahl der Gestalt c:1/+/ 71 mit einer gewissen

Sicherheit nach oben abschitzen. Die Konstante ¢ hingt nicht von n, wohl aber von er
gewilnschten Sicherheit ab.

Beispiel: Wir veranschaulichen die Aussage der Merkregel 1 an den Beispielen
n=1000, p=0,5 und n=1000, p=0,1. Zunichst schaven wit auf die gesamte Verteilung

von i\/—"— fur p=0,5 bzw. p=0,1. (Abb. 4)
n

0,045
004

0,035
003

0,025
0,02

' 0,015
0,01

0,005

0.06
0,11
017
0.22
0.28
0.33
0.39
0.44

004
0,035
003
0025
002
0015
001
0,005

0.06
0.11
0.17
0.22
0.28
0.33
.39
0.44

Abb. 4

p-0.1
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O 0 0o o0 0o oo

Die Streuung um p ist bei 0.5 groBer als bei 0,1. Die Glocke ist bei p=0.5 breiter und .
niedriger. Dic entsprechenden o-Umgebungen sind deshalb bei p=0.5 groBer als bei
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I
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Abb. 5

X

Die Abb. 5 zeigt die "interessanten” Ausschnitte der Verteilungen von —1—'—0092. Nach

. X1000 . . . L
der Merkregel fallen die Werte von 1000 praktisch sicher, nimlich mit einer Wahr-
scheinlichkeit von etwa 99,7%, in die 3o-Umgebung von p. Dies sind in unserem
Beispie! die Intervalle [0,45, 0,55] bzw. [0,07, 0,13]. Beobachtungswerte auBerhalb
dieser Intervalle kommen nur mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit vor. Die 20-
Umgebung und die o-Umgebung sind kleiner und haben deshalb eine geringere Si-
cherheit zu beanspruchen.

Aufgabe: Innerhalb welcher Grenzen liegt mit etwa 95%iger Wahrscheinlichkeit die
relative Haufigkeit der Sechs bei 100, 1000 bzw. 10000 Wiirfen mit einem guten Wiir-
fel? Welche Schranken kénnen Sie fur die relative Haufigkeit angeben, wenn Sie nur
eine Sicherheit von etwa 68% beanspruchen?

Losung:
n a c-Umgebung 20-Umgebung
100 0,04. [0,12; 0,21] [0,08; 0,25}
1000 0,01 [0,15; 0,18] [0,14; 0,19]
10 000 0,004 [0,16; 0,17} [0,15; 0,18}

39

o X
Die Giite der SchiitzgréBe —" und Kensequenzen fiir den Stichprobenumfang
n

Das Problem: Der (maximale) Fehler der SchitzgroBe wird fur die drei Sicher-
. J -

heitsniveaus durch die Werte ¢ = —p—(J:B-)-, 20 bzw. 3o erfaBt. Die Standardab-
n

weichung o stellt also ein MaB fur die zufillige Abweichung vom Erwartungswert p

dar. Sie hingt ihrerseits von p ab, wie die Abb. 4 und 5 deutlich illustrieren. Da p
unbekannt ist - wir wollen es ja schitzen - niltzen uns die Fehlerschranken o, 206 und

3o in dieser Form nichts. Wir miissen p eliminieren. Nun gilt aber yra-p) < l

Jn 2dn
p(i-p)

Wenn wir in der obigen Faustregel den Ausdruck Y——-"" durch den griBeren
n

1
Ausdruck T ersetzen, dann werden die Wahrscheinlichkeiten der zugehorigen
n

Ereignisse (Intervalle) hochstens groBer. Die Abbildung verdeutlicht den Sachverhalt
am Beispiel der 20-Umgebung:

I I I | l

1 p-20 P p+2 1

pP- = + —
Jn P
Abb. 6

Somit kdnnen wir niherungsweise die Qualitdt der SchitzgroBe beurteilen, wenn wir
stillschweigend annehmen, daB die Faustregel n-p-(1-p) > 9 erfisllt ist. Dies nachzupri-
fen ist nicht moglich, da das unbekannte p eingeht. Meist hat man allerdings eine Vor-
stellung tiber die GroBenordnung von p und weill demnach, welcher Stichprobenum-
fang n die Gultigkeit der Faustregel sicherstellt.

Merkregel 2.

Fir die zufillige Abweichung —* - p der relativen Hiufigkeit von der Wahr-
n

scheinlichkeit p gilt bei geniigend groBem n ndherungsweise

0,5 X 0,5 X
,{-_<_~-,,s* ]20,683, ,,[-Ls_n-psL )20,954,

\[;— H n

sy
,)[__'5_<L,p<£ Jz(),997.
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Beispiel: Man mochte den Anteil der A-Wihler in einer groBen Stadt auf 3/100 genau
schitzen. Die SchitzgrdBe soll diese Genauigkeit mit einer Sicherheit von mindestens
99,7 % aufweisen. Um zu wissen, welcher Stichprobenumfang dafur ausreicht, benut-
zen  wir die dritte Beziehung der Merkregel 20 Es  soll  gelten

1
1,5 T < 0,03. Wir formen Hquivalent um und erhalten n ~ 2500. Ungefihr 2500 auf
n

gut Gliick ausgewéhlte Wihler sichern die gewiinschte Genauigkeit bei der vorgegebe-
nen Sicherheit.

Aufgabe: Eine Zcitung berichtet, daB mehr als die Hilfte der Einwohner des Landes
Brandenburg regelmiBig den Sender "Otto" hort. Der Berichterstatter stiitzt sich auf
das Ergebnis einer zufilligen Stichprobe, in der 51,4% der 2250 Befragten angaben,
regelmiBige "Otto-Horer" zu sein. Diskutieren Sie die Schlu8folgerung des Reporters.

. | 1
Losung: Es ist T ~ 0,021 und l,5~—J—_ =~ (,032. Man sollte also durchaus damit
n n

rechnen, dall es weniger als die Halfte sind.

X . . .
Die Giite der SchiitzgroBe —2 wird durch die Fehlerschranke € (auch Genauigkeit
n

genannt) und die Sicherheit 1-a beschrieben. Dabei sind € und o vorgegebene, in der
Regel kleine Zahlen aus dem Intervall (0; 1). Wir sagen, dal die SchitzgroBe die Ge-

. . X -
nauigkeit € mit der Sicherheit 1-a besitzt, wenn sich —~ von p mit einer Wahr-
n
scheinlichkeit von mindestens 1-a um hichstens den Betrag € unterscheidet, wenn also

X . . .
gilt P —2 - p| <€) 2 | - . Wenn wir das Betragszeichen "auflgsen”, dann lautet diese
n

Beziechung

I’(~ssﬁ—p55)21—a4
n

X . . L , . . X
Mit anderen Worten: —Z besitzt die Genauigkeit € mit der Sicherheit 1-o, wenn —L

n n
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 - a in die e-Umgebung von p filit.

. . X Lo
Anhand schematischer Darstellupgen der Verteilung von —* kann man die Zu-
n

sammenhinge zwischen der Genauigkeit €, der Sicherheit 1-a und dem Stich-
probenumfang n verdeutlichen: Die Sicherheit 1-a, die zum Intervall
[p-g, pte] gehort, wird durch den [nhalt der markierten Flache dargestellt. Der Gesam-
tinhalt unter der Kurve ist 1:
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1. Fall (Abb. 7). € festgehalten: Je groBer n, desto groBer 1-a. Anschaulich: Die Ver-

. Xy . ) . .
teilung von —= zieht sich mit wachsendem n um p zusammen. In cine feste -
n

Umgebung von p fillt mehr "Masse".

Die anderen beiden Fille moge sich der Leser selbstdndig veranschaulichen. Wir for-
mulieren lediglich die Erkenntnisse:

2. Fall: 1-a festgehalten: Je groBer n, desto kleiner €. Anschaulich: Um eine vorgege-
bene Masse "cinzufangen”, reicht eine kleinere e-Umgebung.

3. Fall: n festgehalten: Je kleiner ¢, desto kleiner 1-a. Anschaulich: Je kleiner die e-
Umgebung, desto kleiner die Masse, die hineinfillt.

Abb. 7

Fiir dic praktische Bestimmung von n bei gegebenem € und o bewihrt sich folgende
Merkregel, bei deren Anwendung die Faustregel np(1-p)~9 erfiillt sein soll.
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Merkregel 3:
Wenn die SchitzgroBe —™ die Genauigkeit € mit einer Sicherheit
n
von etwa 86,3% ( 0.5 )2
n>j)——
besitzen soll, €
von etwa 95,4% ] 1
dann wihle n>—
. . £
von ctwa 99,7% das kleinste n mit 152
n> (_3_
£

als Stichprobenumfang.

Aufgabe: Machen Sie sich klar: Wenn der Stichprobenumfang génzlich unbekannt ist,
dann 148t  sich  nichts @ber die Qualitit der  Schitzung sagen!
Vorbildlich handelt also ein groBe Tageszeitung, wenn sie ihren Lesern nicht nur mit-
teilt: "86% der Berliner sind nur wenig vom Wahlkampf angetan”, sondern auch in-
formiert, daB durch eine Zufallsauswah! 1330 Wahlberechtigte befragt wurden.

Aufgabe: Begriinden Sie mit Hilfe der Merkregel 3: Bei einer gegebenen Sicherheit
wird die Fehlerschranke halbiert, wenn man den Stichprobenumfang vervierfacht.

Anhang

Die * Stirlingsche Formel und die groBte Einzelwahrscheinlichkeit der Bino-
mialverteilung

Die Stirlingsche Formel gibt eine Niherung fir n! fur grole n. Sei ndmlich
)
a, =n"e"J2m . Dann gilt lim —= = 1. Wir schreiben dafir n! ~ a,, .
Hn—>a0 a"
Fir eine Bernoulli-Kette mit p=% und n =2k ist es am wahrscheinlichsten, dal

genau k Erfolge eintreten. Wir geben eine Naherung fir diese Wahrscheinlichkeit fur
groBe n mit Hilfe der Stirlingschen Formel. Es ist

7 1V @ 1 . .
P(X, =k)= —| =-——~— . Nihern wir die auftretenden Fakultiten mit der
" kN2 klk! 2k

2k -2k |
Stirlingschen Formel, so erhalten wir P(X,,=k)~u l Nach

(kke“k ‘/'2;)2 22k .
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elementaren Umformungen ergibt sich P(X, =k)~T:E—. Fiir die wahrscheinlichste

Anzahl ko von Erfolgen in einer Bemoulli-Kette mit beliebigem p gilt

np—(1-p)<ky<np+p.Esistalso ko ~ np. Um im Bereich der natiirlichen Zahlen
zu bleiben, ersetzen wir bei Bedarf np durch den ganzen Anteil [np), und es gilt auch
ko ~ [np). Wir erhalten nun

P(Xy =[nph = ([;])p["”](l - pyr bl - T'I_—W’E'_([W plel - pyrbol
ne™" \/—2_71—71_

- p"p(l— p)n(l~p)

(n(1 = p)Y =P =) o1 = p)(np)'? e~ \21mp
1
2m-pin
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