
3 

Stochastik in der Schule 16 (1996) Heft 1 

Das Achensee-Paradoxon 

Joachim Engel, Ludwigsburg 

Zusammenfassung: 
Kann eine zufällige, dritte Zahl eine Schiedsrichterfunktion einnehmen, wenn 

zu entscheiden ist, ob eine Zahl A größer ist als eine zweite. unbekannte Zahl 
B? Mit Hilfe eines elementaren Wahrscheinlichkeitsmodells und der Formel von 
der totalen Wahrscheinlichkeit wird eine zunächst überraschende Aussage be
wiesen. Anhand von Spezialfällen wird die Aussage näher erläutert und plausibel 
gemacht. 

Problem: 

Sie greifen in Ih"e Hosentasche und finden einen Zettel mit einer Zahl A dam'llf. 
Sie wissen, in der anderen Hosenla.>che befindet sich ein andfrer Zettd mit einfr 
::weiten Zahl B über deren Größe nichts bekannt isl. Isl A größEr als B! Wenn der 
Griff in die Hosentasche rein ::'IIfällig wa,' (ob recht.> oder links). dann ist (unter 
Ausschluß de,' Gleichheit) die ~Vahrscheinlichkeit für P(A > B) offensichtlich 
1/2. Gibt es eine Möglichkeit, eine Entscheidung ::wischen A > Bund B > A ::'11 

treffw. die mit einer Wall1·scheinlichl .. eit p > 0.;) die Richtige ist? 

Die Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie ist voll von Paradoxa - oft sind 
sie knapp und verständlich in ihrer Formulierung. Nicht selten haben haben sie 
zu lebhafter Diskussion und einer Verfeinerung der mathematischen Konzepte 
angeregt. siehe z.B. Szekely (1990) für zahlreiche Beispiele. Paradoxa sind somit 
nicht nur ein Beitrag zur Geschichte der Mathematik, sondern auch eine heilsame 
Provokation für unser Denken. Darin liegt gerade auch ihr didaktischer \\iert für 
einen Unterricht., der Schüler und Studenten zu eigenständigem Denken veran
lassen will. 

Die menschliche Intuition läßt sich durch den Begriff der bedingten Wahrschein
lichkeit. leicht verwirren - eine Pro\'Okatioll. die didaktisch nutzbar zu machen 
ist, So führt Simpson's Paradox zu der Schlußfolgerung. daß für die Gesamtheit 
schlecht sein kann, was für jede einzelne Teilgruppe gut ist (Blyth 1972). Das 
Drei-Türen Paradox (Von Randow 1!)!l2) hat schon gest andene _Vlathematiker ins 
Schleudern gebracht. Über Erfahrungen. wie diese beid .. n Paradoxa dem scl1lllis
ehen ~Iathel11atikunterricht lebhafte Impulse versetzten. berichten Künzel (1991) 
und Klemisch (199:3). Der renommierte Zauberkünstler und HalTard Statistik
Professor Pers i Diaconis erläutert dazu in der Wochenzeitschrift Du' -,pi'gd 
(1991). daß das menschliche Gehirn für ein Verständnis .. infacllf'r Grllndb .. griffe 
dC'r f'lementaren \Vahrschcinlichkeitsrc'chnllug wohl schl<'cllt \'C'rdndllc'l sei. 

Das obig .. Problemf' iilH'r die Entscheidnllg zwisch"ll zwei Zilld"ll sorgt<' aln 
Rande des 10th In/ul/li/iol/li! Wor!.·,,",,!, 01/ Slllli"lica! .Il"r!fi!il/fj illl SOlnlllc'r l'J<)~) 

alll .\chensee für heftige Diskussioll. 
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.Ä.lll1lich wie bei den andl"rl"n erwähnten Paradoxa gründet seine Lösung auf 
dem bedingten Wahrscheinlichkeitsbegriff. Ein erster Schritt zur mathematischen 
~'1odellbildung charakterisiert die Zahlen A und B als identisch verteilte, un
abhängige Zufallsvariablenll1it der Dichte f und der Verteilungsfunktion F. Auch 
wenn vor der zu treffenden Entscheidung die Zahl .4. bekannt und B noch un
bekannt ist. sind beide als "om Zufall abhängige Größen aufzufa.~sen. Beide Zahlen 
haben irgendeinen zufälligen Wert. und dieser Wert ist unabhängig davon, daß 
ich nun eine Entscheidung treffen muß und dabei den Wert von Zahl A schon zur 
Kenntnis genommen habe. Von der Wahrscheinlichkeitsdichte j wird nichts als 
bekannt vorausgesetzt. Insbesondere wissen wir nicht. ob f(.e) > 0 für alle ;r E IR 
oder ob j z.B. außerhalb eines Intervalles [a. b] verschwindet. Es bezeichne A das 
Ereignis "ich entscheide mich für A. > B" und 8 entsprechend "ich entscheide 
mich für B > A". Gesucht ist eine Entscheidungsregel. d.h. eine Funktion d mit 
Wertebereich {A,8}. die von der Beobachtung .4 abhängt. Es sei [A > B] das 
Ereignis, daß Zahl A. größer ist als Zahl B. entsprechend [B > A]"B ist größer als 
A". Dann treffen wir eine korrekte Entscheidung genau dann, wenn das folgende 
Ereignis eingetroffen ist: 

(A n [04 > B]) U (8 n [B > .4]). 

Da (unter Ausschaltung der Gleichheit) die Ereignisse [04 < B]und [A > B] 
komplementär sind. können wir die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit 
anwenden. Damit ergibt sich für die "Vahrscheinlichkeit einer korrekten Entschei
dung: 

P(korrekte Entscheidung) = P ((A n [A > B]) U (8 n [B > A])) 

= P(AI[.4 > B])· P([.4 > B]) + P(8I[B > .4])· P([B > .4]). (1) 

Abbildung 1 veranschaulicht Formel (1): eine getroffene Entscheidung ist 
genau dann richtig, wenn folgendes gilt: falls [04 > B] ist die Entscheidung A 
getroffen, falls [A < B] wird 8 entschieden. 
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A<B 

A 8 

falsch richtig richtig falsch 

Abbildung 1: Baumdiagramm der Entscheidungsregel 

Bisher ist noch nichts darüber gesagt. wie eine gute Entscheidung aussehen 
soll. A und 8 sind bisher lediglich abstrakte Bezeichnungen. Wenn der Griff in 
die erste Hosentasche rein zufällig ist (ob rechts oder links). so ergibt sich aus 
Symmetriegründen (und wird weiter unten auch formell bewiesen). daß P(A > 
B) = 1/2. 

Entscheidungsregel 1: 

Ziehe eine weiterE. [1on A lmd B .'itochastisch unabhängige Zujal/s::ahl Z IIon 
eine/' beliebigen Verteilung mit Dichte g .. Vur eint till::igt Einsch,.iinkung ->oll 
gelten: der T"äger von Z ist die gesamte reelle Linie ffi. d.h. g( x) > 0 jür alle 
.r E ffi. Falls Z > A entSc/H ide 8. fal/., Z < A ist die Entghtidung A. 

.\nstelle von "gesamte reelle Linie als Träger von Z" hat sich für Schüler 
auch die laxere Bezeichnung "die Verteilung ist für all .. reellen Zahlen definiert" 
eingebürgert. Weiter unten werden wir uns auf die exakte Definition des Begriffs 
"Träger einer Verteilung" beziehen als die Menge der Punkte .1', für die gilt: 
F(;1' + c) - F(x - c) > 0 für alle c > O. Formell läßt sich die Entscheidungsregel 
als .\bbildung darstellen. 

d: {(a . .:)!a #.:} 

d(a.::) 

-t {A. 8} 

{ ~ falls a < .: 
falls (I > ::. 

Bezeichnet man mit [Z < A] das Ereignis, daß Zufallsvariable Z kleiner als 
.4 ist und entsprechend mit [Z > B] das Ereignis "Z größer B". so können wir 
Entscheidungsregel 1 auch in der Form darstellf'n 

A = [Z < :l]ulld ß = [7. > fJ]. 
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Das erstaunliche an dem Ergebnis ist. daß die Lösung von einer unabhängigen 
und offensichtlich bciehuIl9810sfn dritten Zufalls variable Z kommt. Information. 
von Z gewonnen. hilft mit. die Entscheidung zwischen A und B zu verbessern. 

Wir beweisen zunächst, daß Entscheidungsregeli zu einer korrekten Entschei
dung fiihrt mit einer Wahrscheinlichkeit strikt größer als 0,5. Dann betrachten 
wir einige Sonderfälle. aus denen sich alternative Entscheidungsregeln ableiten 
lassen und bei denen das obige Problem in einem Licht. erscheint, das für unsere 

Intuition leichter zu fassen ist. 

Behauptung 1: 

Bei der Entscheidungs"'9d I gilt : 

P(korrekte Entscheidung) 

= P(Z > AIA < B) . P(A < B) + P(Z < AI·4 > B)· P(A > B) 

> 0 .. 5. 

Beweis: 

Nach obiger Formel (1) ergibt sich unmittelbar 

P(korrekte Entscheidung) 

= P(A > ZI.4 > B) . P(A > B) + P(A < ZI,t < B) . P(A < B). 

Nun ist P(A > B) = 0.:') wie man entweder intuitiv aus Symmeniegründen 
sofort. oder durch Anwendung der partiellen Integration sehen kann: 

P(A>B) I:, L." f(b)f(a)dbda 

L:, F(a)/(II)da = F(a)ll:.\: - L:I(a)F(a)dll 

1 - P(A > B). 

Somit ergibt sich für die Wahrscheiulichkeit einer korrekten Entscheidung 

P( korrekte Entscheidung) 0.'>. P(A > ZIA > B) + 0,5P· (04 < ZIA < B) 

0.5(" + t) + 0.5(1 + ll) = 0.5 + O.:jt. (2) 

\\'obei mit der Bf'zeichJIIlllg MI = min(A. B) .. \[l = max(A. B) und 9 als 
Dich!pfunktion der Zllfallsl'ariablen Z di<' C:rößen ,'. f lind 1I wie folgt <!"fini"r! 

sind (siehe Abbildung 2): 
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s = J~;, g(;v)dx, T = J:~' g(.r)d.v. U = J;]', 9(;r)cl.!:, s = ES', t = ET, II = EU, 
Die Größen S, T unf [I sind also selbst Zufa.lIsgrößen, da. sie als InteoTale mit 

zufälligen Grenzen min(A, B) und max(.4, B) definiert sind. Die Wert: von .'. t 
und It als Erwartungswerte berechnen sich als Dreifachintegrale, z.B. 

t = ET =]= ]00 (rmaX(a'b) g(.l')dl') /(a)/(b)dadb. 
-':-.:. -'>0 lnun(a.b) 

Die Abschätzung P(korrekte ~.ntscheidung) > 0,5 ergibt sich dann wegen 
oS + t + tI = 1 aus der folgenden Uberlegung: da.s Integral t ist sicherlich dann 
positiv, wenn es ein Interval I in IR gibt, über dem /(.) und g(.) positiv sind. 0 

T U 

Abbildung 2: Dichte der Zufallsvariable Z 

Fiir den vollständigen Beweis muß die Gültigkeit der Gleichung (2) noch 
erklärt werden. Abbildung 2 macht die .-\ussage plausibel und i:;t für den Schulun
terricht vielleicht ausreichend. Ein exakter mathematischer Beweis kommt wohl 
ohne Berechnung eines Dreifachintegrals nicht aus (oder, alternatiI'. unter Bezug
nahme auf den Begriff der hedingten \'Vahrscheinlichkeitsdichte). 

Lemma 1 Unter deli obigfll Bf=fichllungen 9iU: 

P(A> ZIA > B) = 8 + t = E (;:~ g(.dd.l) 

Beweis: 

Es gilt 

P(A> ZIA > B) P(A> Z.:I > B)/ P(A > B) = 2P(:! > ZOoI > B) 

2[:, [x [x 9(=J/(b)f({/)(blbc!a. 



8 

Wir betrachten folgende Mengen in ffi3: Al = {( a. b . .: H.: < a, b < a}, A 2 = 
{(a.b,.:)I.: < b,a < b} und A = {(a.b . .:)I= < max(a.b)}. Es gilt: A = Al U A 2 • 

Offensichtlich sind Al und .~2 symmetrisch in der ersten und zweiten Variable und 
es gilt Al n A2 = 0. Unsere gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit ist dargestellt 
als Integral über Al und der Integrand ist symmetrisch in a und b. Daher ist 
JAI = 1/21.4 und somit 

P(.4> ZIA > B) I: f: L:xta,b) g(:;)f(b)f(a)d=dbda. 

E (t:~ 9(X)dX) 

s+ t.O 

Der Beweis von P(A < ZIA > B) = E(Jl'i; g(.r)d.r) erfolgt ganz analog. 
Aus Abbildung 2 wird außerdem deutlich. warum der Träger von Z die gesamte 
Menge der reellen Zahlen sein muß: wie auch immer die Lage von i1 und B. 
t = E(J:~2 g(x)(h) wird gell au dann immer größer als 0 sein. falls ganz IR zum 
Träger von 9 gehört. Andernfalls kann der Schnitt der Trägermengen von A und 
B leer sein und dann ist t = O. 

Die Zahlen in den bei den Hosentaschen .4 und B sind selbst Zufallsvariablen. 
gegeben durch eine unbekannte Dichte f. Die bisherige Argumentation ging von 
der Annahme aus. daß nichts über die Dichte .f bekannt. ist. Wenn doch etwas von 
der Dichte .f bekannt ist. erhellt sich das Paradoxon und auch andere Entschei
dungsregeln sind denkbar. Zunächst genügt es. daß der Träger von f im Träger 
von 9 enthalten ist. Denn dadurch ist gewährleistet daß A, B E Träger(g) und 
somit t > O. Falls der Träger von f bekannt ist, dann sind bei leichter Modifika
tion des Ausgangsproblems auch andere Entscheidungsregeln denkbar. 

Entscheidungsregel 2: 

Wählt zuerst (noch 1'01' dem 'vachscha lien in H oswtasche 1) eine beliebige 
Zahl ':0 aus dem Innerw des Triigfl' von f. Dann 8chall Dir die Zahl A in der 
ersten Hosentasche an. Isl :;0 > .~ . . <0 ElItscheide Dich fiir B > 1'1 .. Andernfa1l8 
$Oll die Entscheidung allsfallen: A > B. 

Falls zum Beispiel f das Inten'al [-1.1] zum Träger hat, könnte man als 
Entscheidungskriterium nehmen: Ist A > 0 ? Aber jede andere Zahl ':0 E (- L 1) 
erfüllt die Bedingung genauso. daß die darauf basierende Entscheidung mit einer 
Wahrscheinlichkeit p > O. ,j korrekt i,t. 

Behauptung 2: 

Bei deI' Entscheidllllgsregfi '! gill 

P(kol'r<>kte ElIlsch"idung) > O .. j. 

Beweis: 

P(korrekte Entscheidung) 
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P(.4 > :;o.A > B) + P(A < :;o,A < B) 

1~ ['" f(b)f(a)dbda + E: [>0 f(b)f(a)dbda 

1~' F(a)f(a)da + [:(1 - F(a))f(a)da 

{'" F(a)f(a)da + F(=o) - f': F(a)f(a)da 

I: F(a)f(a)da + F(=o) - 2 E: F(a)f(a)da 

1 1'0 2 + F(=o) - 2 -.x f(a)F(a)da. 

Da aber nach partieller Integration f~:' F(a)f(a)da = F(zo)2- f~:' f(a)F(a)da 
ist. folgt f~?", F(a)f(a)da = 1/2F(=0)2 und somit 

P(korrekte Entscheidung) 1 1 2 + F(=o) - F(=o) 

1 
2 + F(=o)(l - F(zo)) 

1 
> 2" falls =u E TrägerCn 0 

Entscheidungsregel 2 führt also nur dann zum gewünschten Erfolg (kol'reklf 
Entscheidung mit WlIhrschl'inlichhif > 1/2). falls für die gewählte Zahl =0 gilt: 
o < F(=o) < 1. In diesem Fall löst sich auch das Paradoxe schnell auf: dann 
nämlich hat die Beobachtung, daß A > =0 wichtigen Informationsgehalt. A hat 
somit einen "Größentest" schon bestanden. im Gegensatz zu B. das der Testza.hl 
=0 unterlegen sein könnte (d.h. B < zo). A hat sich schon einmal bewährt. 
während von B einfach Nichts bekannt ist. Falls aber F(zo) = 0 oder F(.::ol = 1. 
dann ist ein Vergleich \'on =0 mit A tri\'iaL da dann immer gilt: =0 > .4 bzw. 
=0 < .4. Der Vergleich der beiden Zahlen enthält keinerlei Informationsgehalt. 
Welche Zahl =0 E TrägerCn ist die beste Wahl. d.h. führt mit höchst möglicher 
\"ahrscheinlichkeit zu einer korrekt.en Entscheidung? .Ä.quivalent dazu ist die 
Frage. für welches =0 der Ausdruck 0(=0) := F(=o)(l- F(=o)) maxima.l wird. Dies 
führt auf die Bedingung F(=o) = 1/2. d.h. der :\Iedian ,"on f i,t da, optimale 
Entscheiclullgskriteriulll. Ist der :\kdian \'011 f bekannt. 50 kann eim' korrekte 
Eut5cheidung mit eiuer \Vahrscheinlichkeit \·ou fJ = O.7!j getroffen werdcn. bl 
abcr gar nichts über die \','rteihlllg \'on A lIud B bekallUl. da nu rührt lediglich 
die Entscheidungsregel 1 ZUllI gewünschteu Re,ultat. 
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