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Uber Extremwerte lernen

von Stuart, G Coles, Nottingham, iibersetzt (aus Teaching Statistics, volume
16, number 1, S.23-25) und bearbeitet von Gerhard Konig, Karlsruhe

Zusammenfassung: Bei vielen physikalischen Prozessen und Beobachtungen ist die Vertei-
lung der Extremwerte von grofBer Bedeutung. Dieser Artikel fishrt in die Problematik ein, dis-
kutiert Verteilungsmodelle und Grenzverteilungsfunktionen, wie z.B. die Gumbel-Verteilung.
ZDM XKlassifikation: K60

1. Einleitung

Betrachte eine Stichprobe X1,...,Xp aus einer Population mit gemeinsamer Ver-
teilungsfunktion. Wie lautet die Verteilungsfunktion des Stichprobenmittelwer-
tes X? BekanntermaBen ist dies unter bestimmten Bedingungen die Normalver-
teilung; n muB nur geniigend groB sein, und die zugrundeliegende Verteilungs-
funktion muB weder bekannt sein noch muB sie eine Normalverteilung sein.

Wie lautet die Antwort, wenn nach der Verteilungsfunktion von Xmax =
max (X1,....Xn) gefragt wird? Dieser Frage liegen praktische Problemstellungen
zugrunde. Wasserstande, Temperaturen, Luftverschmutzung, Ozon-Werte, Re-
genhohen in einem Ort sind Beispiele. Tagliche Messungen der Wasserstinde
ergeben n Beobachtungen im Jahr, genauso bei Ozonwerten oder schweren
Regenfillen. Wie verteilen sich z.B. die Pegelhochststande von Fliissen bei star-
ken Regenfillen oder bei starker Schneeschmelze? In vielen Fillen ist das Ver-
halten des Extremwertes, z.B. in einem Jahr, von Interesse. Wie verteilen sich
nun die Extremwerte iiber die einzelnen Jahre?

2. Genaue Verteilung von Xmayx

Prinzipiell ist es leicht, einen Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion Xmax mit
Hilfe der zugrundeliegenden Verteilungsfunktion F aufzuschreiben:

X1, X2 ,..., Xp seien unabhangige zufillige Variable mit den Verteilungsfunk-
tionen F1, F7 ,..., Fp, und es sei M = max(X1 , X2 ..., Xp)-
Man bestimme die Verteilungsfunktionen von M.

Wir erhalten fiir jedes X :

Fmax(X) = PM=<x) = P(X]<x; X2<x ; ... ; Xp<x)
= P(Xl Sx):P(XzSX)naP(XnSX)
= Fl(x)sz(x)man(x).

=

Wenn speziell die Fj alle gleich sind, dann gilt
Frmax(x) = (F))™ . (1)

Das sieht einfach aus, ist aber schwer zu benutzen aus folgenden Griinden:

1. Der Ausdruck (1) ist i.allg. eine analytisch kompliziert dargestellte Funktion
(z.B. wenn X die Normalverteilung ist).

2. F ist nicht bekannt oder ist bekannt, aber die Parameter, wie z.B. Mittelwert
oder Streuung, miissen geschétzt werden.

Aus diesen beiden Griinden werden in der Praxis Schitzungen und Naherungen
von Xmax betrachtet, wie im folgenden diskutiert werden soll.

3. Grenzverteilungsfunktion von Xpyqx.

Was ist die Grenzverteilung von Xmax fir n -> o ? Ist es die Normalvertei-
lung? Folgender Algorithmus beantwortet uns diese Frage.

1. Wahle eine geeignete Verteilungsfunktion F und StichprobengréBe n

2. Simuliere eine Zufallsstichprobe X{ ,..., Xp aus der gewihlten Verteilung
3. Bestimme den Wert Xmax aus der Stichprobe

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 m-mal

5. Analysiere die m simulierten Werte von Xmax

Beispiele: Pegelstinde; es gebe m Beobachtungen im Jahr und n sei die An-
zahl der Jahre, deren jihrliche Maxima wir analysieren wollen. Mit Hilfe von
Zufallsziffern, aus Tabellen oder einem Zufallsgenerator, kann dies simuliert
werden. Da m n die Gesamtzahl der simulierten Beobachtungen ist, lassen sich
Zufallsziffern nur benutzen, wenn m und n klein sind. X, soll aber fiir gro-
Be n beobachtet werden. Welche Methode man auch benutzt: man geht von ei-
ner Reihe Beobachtungen Ujy,...,Up aus mit gleicher Verteilung F auf0,1]. Die

Transformation Xj = F-1(U) gibt eine Stichprobe Xj,...,. Xy, mit der gewiinsch-
ten Verteilungsfunktion F. Dies gilt, weil:

P (F-1(U)<x) = P(U < F(x)) = F(x)

Visualisieren wir dieses Beispiel! Abb. 1 zeigt uns Histogramme von m=100
Werten von Xmax aus Stichproben verschiedener GréBe, die mittels Normalver-
teilungen simuliert werden. Bei einer StichprobengréBe n = 10 148t wenig darauf
schlieBen, daB die Verteilung Xy ax nicht normalverteilt ist. Mit wachsendem n
wird jedoch anschaulich klar, daB Xmax sicherlich nicht normalverteilt ist, son-
dern rechtsschief ist. Damit soll aber auch der Glaube erschiittert werden, daB
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praktisch alle stetigen Verteilungen, besonders ihre Grenzwerte, normalverteilt
sind.

Noch deutlicher sieht man,, da Xmax nicht normalverteilt ist, wenn eine Nor-
malverteilung graphisch dargestellt wird. Auf speziellem Papier geht man wie
folgt vor: Wenn eine Stichprobe x1,...,xy in absteigender Folge sortiert ist, dann
sollte eine graphische Darstellung der x; gegen G-1{(i - 0.5)/m}, mit G als Stan-
dard Normaliverteilung, ungefihr linear sein. Der Grund dafiir ist, daB8 die empi-
rische Verteilungsfunktion der Daten mit der Verteilungsfunktion selbst ver-
gleichbar sein sollte. Abweichungen von der Linearitit suggerieren, daB das
Modell der Normalverteilung falsch ist. Weiterhin gilt, wenn sich eine Gerade
gut anpassen 14Bt, wiirden die Steigung und der Achsenabschnitt der Geraden
Néherungen fiir p und o geben.
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Abb. 1: Histogramme der Maxima von simulierten Stichproben einer Standard-
Normalverteilung. Stichproben (a)10, (b)100, (¢)1000, (d)10.000

Abb. 2 zeigt graphische Darstellungen fiir jede der oben diskutierten Mengen der
Xmax- Die Darstellung fiir n =10 scheint linear zu sein, aber fiir groBe n er-
scheint ein Knick. Das illustriert uns wiederum, da8 die Verteilung der x5y bei
steigender Stichprobenzahl nicht gegen die Normalverteilung strebt.
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Abb.2 Wahrscheinlichkeiten der simulierten Stichprobenmaxima unter der Annahme von
Normal-bzw. Gumbelverteilung. StichprobengréBen: ()10, (b)100, (c)1.000, (d)10.000



4. Die Gumbel Verteilung

DaB die Extremwerte Xmax nicht normalverteilt sind, ist nicht weiter iiberra-
schend. Eine genauere mathematische Analyse von (1) zeigt, daB fiir groBe n
die Verteilungsfunktion von X ax der sog. Gumbelverteilung gehorcht:

G(x) = exp{-exp(«(5) @

wobei a und b Lage- bzw. Streuungsparameter sind, dhnlich p und & bei der
Normalverteilung (s.Gumbel 1958,1962). Unterstiitzen die simulierten Daten
diese Aussage? Betrachten wir Fig.2, wo diesmal die geordnete Stichprobe ge-
gen G-l(i/(m+1) = -log(- log(i/m+1))) aufgetragen ist. Die Standard-
Normalverteilung wurde ersetzt durch die standardisierte Verteilung von Gum-
bel (a=0, b=1 in Gleichung (2)).

Wenn die Gumbel-Verteilung zutrifft, wiirde diese graphische Darstellung unge-
fahr linear sein, und die Steigung und der Achsenabschnitt wiirden Schéitzungen
fiir a und b darstellen. Mit groBerer Stichprobe scheint diese Annahme wahr
zu werden, sodaB in der Tat die Gumbel-Verteilung eine Grenzwertfunktion des
Maximums darzustellen scheint.

Eines ist aber doch zu beobachten: obwohl die Wahrscheinlichkeitsdarstellungen
von Gumbel etwa linear sind, scheinen grofie Werte von X% doch von der Ge-
raden abzuweichen. Dies legt den SchluB nahe, daf fiir groBe Stichproben die
Gumbel-Verteilung keine geeigneten Wahrscheinlichkeiten fiir die Extremwerte
liefert. Das ist ein Problem, da gerade solche Ereignisse von groBer Bedeutung
fuir die Praxis sind.
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Abb. 3: Die Gumbelverteilung

Eine noch genauere mathematische Analyse zeigt, daB die Gumbel-Verteilung
nur eine spezielle Grenzverteilung fiir Extremwerte ist. Sie gehort zur Familie
der Extremwertverteilungen und Gnedenko zeigte, daB es drei Grenzverteilun-
gen gibt, gegen die die Extremwertverteilungen konvergieren kon-
nen.(s.Galambos 1987, Gnedenko 1943)

5. Ergéinzung: Verteilung von X_;,

Wie miissen die Uberlegungen in 2. modifiziert werden, um die Verteilung von
X min, dem Minimum einer Stichprobe, zu erhalten. Auch diese Werte haben eine
Bedeutung, wie die Beispiele minimale Temperaturen oder die Wasserversor-
gung zeigen .

Fir die Behandlung des Minimums empfiehit sich die Einfithrung der sogenann-
ten Restverteilung G;, die jedem F; wie folgt entspricht:

G(x) = P(Xx) = 1-F(x).
Wenn wir nun mit S; = (x;, ) eine analoge Formel anwenden, erhalten wir
Gruin(®) =P(m>x) =P(X>x ; Xp>X ; ... ; X;>X)
=P(X;>x) P(X,>%) ... P(X>x)
= G(X) Gx(x) ... Gy(x).
Dabher ist Frin(X) = 1-G1(X) Gy(X) ... Gy(x).
Sind die F; alle gleich, dann wird daraus:  G(x) = G(x)", Fyyin(x) = 1-G(x)".
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