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LINEARE REGRESSION UND KORRELATION IN EINEM EINFÜHRUNGSKURS ÜBER 

EMPIRISCHE METHODEN 

von Horst Dieter Vohmann, Bielefeld 

Kurzfassung: Ein Arbeitstext zum Thema Regression und Korrelation wird vor
gestellt. Die Besonderheiten daran sind: Der Themenzusammenhang wird handlungs
und anwendungsbezogen erschlossen, die mathematische Darstellung kommt nicht 
zu kurz, kommt aber ohne partielle Ableitungen aus der Differentialrechnung 
aus. Die Kurssequenz wurde am Bielefelder Oberstufen-Kolleg erprobt, eine Über
tragung auf das requläre Gymnasium wird zur Diskussion gestellt. 

1. Vorbemerkungen zur differenzierten Mathematikausbildung am Bie

lefelder Oberstufen-Kolleg 

Das Oberstufen-Kolleg des Landes Nordrhein-Westfalen an der Uni

versität Bielefeld verbindet in seinem Ausbildungssystem eine 

frühzeitige Spezialisierung in zwei Studienfächern mit einer in

terdisziplinären Allgemeinbildung, die in Kurssequenzen und Ein

zelkursen wissenschaftspropädeutisch ("Ergänzungsunterricht") und 

in Projekten handlungs- und anwendungsbezogen ("Gesamtunterricht") 

ausgestaltet ist (zur Allgemeinbildung siehe Hoffmann, 1986). Mit 

dieser Struktur einer vierjährigen Ausbildungszeit, die die gym

nasiale Oberstufe und das Eingangssemester der Hochschule umfaßt, 

erprobt das Oberstufen-Kolleg eine Alternative zum traditionellen 

deutschen Ausbildungssystem (siehe Hentig, 1980). 

Das Fach Mathematik tritt am Oberstufen-Kolleg zunächst in zwei 

etwas unterschiedlichen Fachausbildungsgän~en in Kombination mit 

Physik sowie in freier Kombination mit anderen Wahlfächern auf. 

Außerdem gibt es spezielle Mathematik-Kurse in allen naturwissen

schaftlichen Ausbildungsgängen (insbesondere Analysis) und in 

einigen sozialwissenschaftlichen Ausbildungsgängen (Statistik). 

Schließlich arbeiten Mathematik-Lehrende gemeinsam mit Fachleh

renden anderer Fächer ein Angebot von Kurssequenzen und Einzel

kursen aus, die im Rahmen der interdisziplinären Allgemeinbil

dung die Funktion von Mathematik, ihre Verwendung und ihre Be

deutung innerhalb der Wissenschaften und der gesellschaftlichen 

Praxis vorstellen sollen. Diese Anforderung ist durch die Aus

bildungs- und Prüfungsordnung vorgegeben, die vorsieht, daß alle 
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Schüler und Schülerinnen, die Mathematik nicht als Wahlfach oder 

Hilfswissenschaft kennen lernen, drei "mathematikhaltige" Kurse 

im Ergänzungsunterricht besuchen müssen (siehe auch Effe-Stumpf 

u.a., 1988). 

Bisher sind am Oberstufen-Kolleg eine Reihe von derartigen Kurs

sequenzen unter Oberthemen wie "Mathematische Modelle in Alltag 

und Politik", "Logik und Sprache", "Frauen und Mathematik" oder 

"InformationsverarbeitungjInformatik" entwickelt und erprobt 

worden. Mathematik tritt in derartigen Sequenzen sehr verschie

denartig auf; gemeinsam ist allen Ansätzen, daß die Auswahl der 

mathematischen Inhalte unter der Leitidee exemplarischen Lernens 

steht. Auswahlgesichtspunkte sind beispielsweise, eine typische 

mathematische Vorgehens- und Denkweise an einem Theorieabschnitt 

vorzustellen, den Charakter mathematischer Modellbildung zu the

matisieren, die Nützlichkeit und die Begrenztheit der Verwendung 

mathematischer Methoden zu erläutern. Die Auswahl der mathema

tischen Inhalte, ihre Einordnung in den jeweiligen Kursverlauf 

und ihre Vermittlung unterliegen nicht den curricularen und di

daktischen Anforderungen der Rahmenrichtlinien für das Fach Ma

thematik an der Gymnasialen Oberstufe. Dennoch werden am Ober

stufen-Kolleg in Einzelfällen im Ergänzungsunterricht Kursab

schnitte entwickelt und erprobt, deren Ubertragbarkeit in Grund

oder Leistungskurse denkbar ist und diskussionsanregend sein 

kann. Dies soll mit dem folgenden Beispiel ausgeführt werden. 

2. Statistik im Rahmen von Kursen über empirische Methoden 

Unter dem Oberthema "Wissenschaft und Gesellschaft" wurde für 

den Ergänzungsunterricht des Oberstufen-Kollegs eine Kurssequenz 

"Empirische Methoden in den Sozialwissenschaften" entwickelt 

und mehrfach erprobt (Effe-Stumpf u.a., 1988). Im Verlauf der 

Sequenz sollen beispielhaft Anlässe und Möglichkeiten entstehen, 

den in den Naturwissenschaften und für die empirischen Sozial

wissenschaften grundlegenden Prozeß des Messens und damit die 

Idee des quantitativen Vorgehens verstehbar und diskutierbar zu 

machen. Als Einstiegskurs wurden verschieden~rtige Kurse zum 
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Meßprozeß erprobt, die jeweils zum Ziel hatten, sowohl Begriffs

klärungen für "Messen" in Alltag und Wissenschaften zu leisten 

als auch die mathematische Seite des Berechnens von und Rech

nens mit Meßergebnissen vorzustellen (vgl. 2.1 weiter unten). 

Hierzu wurde auch ein Stoffabschnitt zur beschreibenden Stati

stik und linearen Regressionsrechnung entwickelt, der in Ab

schnitt 3 hier vorgestellt wird. Als Folg~hun~ wurde ein Kurs 

"Intelligenztests auf dem Prüfstand" angeboten, der sich am Bei

spiel der Intelligenzmesseung mit der Entstehung und Anwendung 

wissenschaftlicher Theorien und Verfahren befaßt. In einern Kurs

abschnitt wird sehr elementar und überblicksartig in das Konzept 

"Normalverteilung" eingeführt; im Verlauf des Kurses entstehen 

vielfach Anlässe zu Wiederholung und Vertiefung der Grundbegrif

fe aus der beschreibenden Statistik und des Verfahrens der Kor

relationsrechnung. - Der Kursaufbau insgesamt und damit seine 

sozialwissenschaftlichen und test-theoretischen Teile können und 

sollen hier nicht dargestellt werden. 

Innerhalb der Kurssequenz wurde ein w~it~n~n Folg~huh~ angeboten, 

der auch unabhängig vorn Kurs über Intelligenzt:ests besucht werden 

kann; es werden methodologische Fragen (z.B. über Schätzen und 

Testen von Hypothesen) und wissenschaftstheoretische Begründun

gen (als Beispiel sei der Ansatz des "Kritischen Rationalismus" 

nach K. Popper genannt) behandelt, die für das Verständnis des Vor

gehens der empirischen Wissenschaften von besonderer Bedeutung 

sind. 

2.1 Messen und Statistik 

Wenn zu Beginn eines Kurses zum Meßprozeß den Lernenden Anstöße 

und Gelegenheiten gegeben werden, ihre Vorstellungen von und Er

fahrungen mit Meßvorgängen zu erinnern und einzubringen, ent

steht ein reicher Schatz an Ausgangsmaterial für Diskussionen 

und Erläuterungen im Unterricht. Ein solcher Einstieg macht kri

tisch aufnahmebereit dafür, entsprechende Definitionen und Be

schreibungen aus Lexika, Handbüchern und methodisch einführender 

Fachliteratur herauszusuchen und zu vergleichen. Dabei sind die 

Fähigkeit, verschiedene Meßniveaus (Meßskalen) zu unterscheiden, 
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und ein Verständnis für die eingrenzende Kennzeichnung der quan

titativen Messung eines Merkmals (Messung auf Intervall- oder 

Verhältnisniveau) besonders herauszubilden. 

Mit Messen verbinden sich zunächst und meist Vorstellungen natur

wissenschaftlicher Art; Naturgesetze werden bei Meßvorgängen und 

Meßgeräten benutzt, Unregelhaftes oder Gesetzmäßiges soll durch 

Messen entdeckt, aufgedeckt werden. In der Regel werden verschie

dene Merkmale der Untersuchungsobjekte gemessen, und diese Meß

ergebnisse sollen miteinander verglichen oder untereinander in 

Beziehung gesetzt werden; dabei wird häufig ein linearer oder all

gemeiner ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Meß-Variablen 

vermutet und gesucht. Dies legt nahe, im Statistik-Unterricht 

überhaupt und frühzeitig Darstellungs- und Beurteilungsmethoden 

der Statistik mehrerer Variablen (zumindest in sehr einfacher 

Form) zu behandeln. Solche Methoden stehen mit der linearen Re

gressions- und Korrelationsrechnung zur Verfügung; in Teil 3 wird 

ein elementarer Zugang zu diesem Gebiet vorgestellt. 

2.2 Anmerkungen zur beschreibenden Statistik 

Grundbegriffe der beschreibenden Statistik wie Häufigkeitsvertei

lungen und Darstellungsformen, Mittelwerte und Streuungsmaße wer

den manchmal schon im Unterricht der Sekundarstufe I behandelt. 

Bei einer sehr heterogenen Schülerpopulation erscheint es dennoch 

auch für Statistik-Kurse in der Sekundarstufe II sinnvoll, zu

nächst unterschiedliche Beispiele von Merkmalsmessungen konkret 

vorzunehmen und auszuwerten. Im folgenden wird eine Liste mit 

Meßergebnissen aus einem derartigen Anfängerkurs vorgelegt; nach 

dem unter 2.1 angedeuteten Einstieg über das Messen wurden Bei

spiele für Messungen in der Kursgruppe abgesprochen und ausge

führt (siehe die Tabelle auf der folgenden Seite) . 

Im Kurs hatte sich eine Phase mit Gruppenarbeit in drei Klein

gruppen mit verschiedenen Arbeitsaufträgen angeschlossen; die Er

gebnisse wurden anschließend im Plenum zusammengetragen, vertieft 

und zum Teil weitergeführt. Eine Kleingruppe hat gelernt und an

schließend den übrigen erläutert, wie mit kleinen Computer-Pro-
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grammen die Meßdaten eingelesen und in Listenform übersichtlich 

ausgedruckt werden können. 

Tabelle: Messungen in der Kursgruppe 

Nr. Name Al ter Schul
fIon. abschl. 

1 Martin 193 
2 Lars 203 
3 Doris 242 
4 Carsten 200 
5 Guido 233 
6 Jörg 257 
7 Sabine 281 
8 Thomas 229 
9 Christian 199 
10 Richard 258 
11 Michael 216 
12 Holger 208 
13 Sven 197 
14 Karsten 220 
15 Thorsten 198 
16 David 202 

LS/QV 
LS 
RS/QV+LE 
HS/QV 
HS/QV 
GY/QV+LE 
RS+LE 
RS 
HS 
ARS/QV 
RS 
RS 
HS/QV 
RS 
LS/QV 
HS 

Fächer 

Tec/Mat 
Spo/Gew 
Oko/Geg 
Oko/Mat 
Phy/Mat 
Phy/~lat 
Geg/Spa 
Che/~la t 
Phy /~la t 
Tec/r~at 
Che/r~a t 
ßio/Mat 
Phy /Ha t 
Tec/r~a t 
Tec/Mat 
Phy/~lat 

Größe Gew. 
cm kg 

195.0 
166.0 
174.0 
184.5 
176.5 
188.5 
179.0 
183.0 
178.0 
186.5 
196.0 
167.0 
190.0 
178.5 
178.5 
186.0 

82.5 
50.0 
55.0 
68.0 
66.0 
95.0 
60.0 
75.0 
69.0 
77 .0 
84.5 
75.5 
84.5 
51.0 
76.0 
76.0 

Schuh-. Motivation 
größe 

46.5 
41 
38 
43.5 
41 
45 
41 
43 
42 
44 
44 
41 
44 
42.5 
42 
46 

interessant 
brauchbar 
interessant 
wissenswert 
brauchbar 
interessant 
interessant 
wi ssenswert 
interessant 
interessant 
brauchbar 
wi SsenSl'/ert 
interessant 
interessant 
interessant 
wissensViert 

'Schulabschluß': GY Sek.I am Gymnasium; ARS, RS (Abend-)Realschule; HS Haupt
schule; LS Laborschule,eine besondere Bielefelder Gesamtschule; QV Qualifika
tionsvermerk ; LE abgeschlossene Lehre. 

'Fächer': (hier vorläufig noch) Wahlfächer. 

'Motivation': Skala: sehr interessant - interessant - wissenswert - brauchbar -
uninteressant. 

Eine weitere Kursgruppe hat sich in einfachen Schul- und Lehr

büchern über diskrete Häufigkeitsverteilungen und Möglichkeiten 

ihrer Darstellung informiert; dabei hat der Lehrende die Text

auswahl (in der Bibliothek) beraten und zeitweise Verständnis

fragen beantwortet. Die Gruppe hat sich auch mit Mittelwerten 

und Streuungsmaßen befaßt; sie hat der Gesarntsrruppe die wichtig

sten Grundbegriffe vorgestellt und ihre Verwendung an einigen 

der gemessenen Merkmale erläutert. Die meisten Schüler und Schü

lerinnen waren von den verschiedenen Möglichkeiten, Mittelwerte 

als Modalwert, Median oder als arithmetisches Mit~el zu definie

ren, überrascht und zugleich angeregt, weitere Parameter zu su

chen und auszuprobieren, die Verteilungen charakterisieren kön

nen. Es wurde dabei ausführlicher diskutiert, welche Hinweise 

das jeweilige Meßniveau eines Merkmals auf die Wahl eines Mit

telwerts oder eines anderen Parameters gibt, und, welche Aussa

gemöglichkeiten sich damit ergeben. 
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Der Arbeitsbereich der dritten Kleingruppe wird hier nur angedeu

tet: Sie ist der Verwendung des Begriffs Messen und seiner Be

deutung in einer Reihe verschiedener, selbst gewählter Fächer 

(Jura, Ökonomie, Sport, Musik, Biologie) in Fachbüchern und Ge

sprächen mit Lehrenden nachgegangen und hat versucht, die Ergeb

nisse in den Kontext des Kurseinstiegs einzuordnen. 

Es folgen nun noch Anmerkungen zur Besprechung der Ergebnisse 

der zweiten Arbeitsgruppe und zur Weiterführung durch den Leh

renden im Plenum: Die Summen- und Indexschreibweise waren zu

meist unvertraut; sie lassen sich allerdings in diesem Bereich 

dann auch vielfältig üben. Beispielsweise wurden für (quantita

tive) Meßwerte x 1 ,x2 , .. xn und einen vorgegebenen Wert x ver

schiedene Abweichungsmaße erläutert und diskutiert; sodann wur

den mathematische Eigenschaften (teilweise in Verbindung mit geo

metrischen Uberlegungen) algebraisch formuliert und zumeist vom 

Lehrenden im Tafelvortrag bewiesen; Schüler und Schülerinnen ha

ben Beweisteile danach wiederholend für die anderen erläutert: 

- Es gilt: 

tel) . 

I (x.-x) = 0 genau dann, wenn x=x (arithmetisches Mit
l 

I I x. -xl 
l 

hat für 
'V 

x=x (Median) einen minimalen Wert. 

I (x.-x)2 
l 

hat als in x quadratischer Funktionsterm für x=x 

seinen minimalen Wert. 

Die Varianz wurde mit 
1 n 

:= - I 
n i=l 

- 2 (x.-x) 
l 

eingeführt, die Standardabweichung als positive Wurzel daraus. 

Als weiteres Beispiel wurde die für Berechnungen meist günstige

re Darstellung der Formel als 

2 
s 

x 
1 n 2 

I x. n i=l l 

-2 x 

bewiesen. Die Übung mit den Schreibweisen bereitet auch schon 

auf die späteren Rechnungen zur linearen Regression und Korrela

tion vor und erleichtert die dortigen überlegungen. 

Es sei noch angemerkt, daß durchgehend bei der Streuungsmessung, 

linearen Regressions- und Korrelationsrechnung bewußt auf das 

Stichproben-Maß (mit Faktor ~1 statt l) zugunsten der Ein-n- n 
fachheit und leichteren Erklärbarkeit verzichtet wurde. Eine 
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ausführliche Darstellung dieser verschiedenen Maße mit Begründun

gen für ihre Verwendung findet sich in den meisten Lehrbüchern 

zur Statistik (etwa Bosch, 1976). 

3. Lineare Regression und Korrelationskoeffizient 

Zunächst wird in 3.1 in einem konkreten Beispiel vorgestellt, 

wie Motivation und Vorverständnis für den Ansatz der linearen 

Regression angeregt werden können. In 3.2 und 3.3 wird in Form 

eines Arbeitstextes ein Zugang zu den Begriffen Regressionsgera

de und (Produkt-Moment-)Korrelationskoeffizient vorgestellt, der 

keine (partiellen) Ableitungen aus der Differentialrechnung ver

wendet. Ein ähnlicher Text wurde als Grundlage einer ausführli

chen Bearbeitung im Unterricht erprobt. 

3.1 Ein einführendes Beispiel 

Aus der Urliste zu den Messungen in der Kursgruppe (vgl. 2.2) 

wurden die quantitativen Merkmale Körpergröße (x) und Körperge

wicht(y) herausgegriffen. 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

x. 195,0 166,0 174,0 184,5 176,5 188,5 179,0 183,0 178,0 186,5 
l 

Y
i 

82,5 50,0 55,0 68,0 66,0 95,0 60,0 75,0 69,0 77,0 

11 12 13 14 15 16 

196,0 167,0 190,0 178,5 178,5 186,0 (em) 

84,5 75,5 84,5 51,0 76,0 76,0 (kg) 

x = 181,6875 

Y = 71,5625 

Die Meßwert-Paare (x. ,y.) wurden als Punktwolke dargestellt (vgl. 
l l 

die Graphik auf der folgenden Seite). Bei Versuchen, die Gestalt 

der Punktwolke zu beschreiben, wurden zunächst die jeweiligen 

arithmetischen Mittelwerte X, y hinzugezogen und ein Bilfs-Ach

senkreuz durch den Schwerpunk~ (x, y) gelegt~ dann lassen sich 

Merkmalspaare durch Kombination der Kennzeichnungen unter- und 

überdurchschnittlich groß bzw. schwer unterscheiden. Sodann wur

den weitergehende Zusammenhänge zwischen den Variablen x und y 

diskutiert. Dabei spielten Vorkenntnisse über Normal- und Ideal-
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Gewichtstabellen und entsprechende Formeln eine anleitende Rolle. 

Abb.: Punktwolke der Körpergröße - Körpergewicht - Daten mit drei Schätzgera
den: 

Normalgewichts-Gerade 
Idealgewichts-Gerade 
Regressionsgerade (von y aus x) 

Y kg 

100 

90 

80 

70 

60 

50 

" 
" " 

.' 

• 

l······ · . '" . ". 
~ ~ , /. 

• 
--,'~-" --·--·~i 

" .' " 

" " 

" " " 

" " 
" 

" " 

• 
• 

• 

40;~---.----~----~ __ -. ____ ~ ____ ~ x cm 
150 160 170 180 190 200 

Für Männer wurden folgende Formeln erinnert (vgl. Meyer, 1980, 

s. 194ff; die Funktion und Problematik solcher Formeln wird 

dort auch angesprochen): 

(1) 

( 2) 

Normalgewicht (in kg) Körpergröße (in cm) - 100 

y x - 100 

Idealgewicht (in kg) 

y = 

90% (für Frauen 85%) vom Normal
gewicht (in kg) 

0,9(x-100) 

Die Abweichung zwischen den Punkten im Diagramm und den jeweili

gen Geraden sollten beurteilt werden. Die Lage der Normalgewichts

geraden in Bezug auf die Punktwolke erschien offensichtlich als 

zu hoch (2 Punkte liegen darüber, 14 darunter). Für die Idealge

wichtsgerade wurden Möglichkeiten einer genaueren Abweichungs

messung erörtert und (in Erinnerung an das Streumaß) wieder die 

Quadratsumme aller Abweichungen vorgeschlagen. Die (willkürliche) 

Entscheidung für die Messung vertikaler Abweichungen (d.h. in y-
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Richtung war hier naheliegend, weil die Formeln eine Schätzung 

des Gewichts, ausgehend von der Größe, vornehmen. Für die mitt

lere quadratische Abweichung (in y-Richtung) zwischen den Meß

wert-Paaren (x.,y.) und den zugehörigen Punkten (x.,y.) auf ei-
l 1 1 1 

ner Schätzgeraden wurde daher folgendes Maß gewählt: 

( 3 ) 2 
SyY' := 

1 n 
- . L: 1 n l= 

(y. _y. ) 2 . 
1 1 

Zur Ubung wurden mit Hilfe einer Tabelle, die neben den Meßwer

ten die gemäß (1) und (2) berechneten Schätzwerte enthielt, fol

gende Werte berechnet: s2 A ~ 180,72 bzw. s2 A ~ 83,10 für die 
yy yy 

Normal- bzw. die Idealgewichtsgerade. Schließlich wurde noch der 

Vorschlag diskutiert, die Idealgewichtsgerade parallel so zu ver

schieben, daß sie durch den Schwerpunkt (x,y) verläuft, also die 

Schätzgerade mit folgender Gleichung zu betrachten: 

(4) Y = O,9(x-x) + y mit x = 181,6875; Y = 71,5625. 

(Diese Gerade wurde nicht in das Diagramm eingetragen.) Als Be

gründung für die Parallel-Verschiebung wurde u.a. vorgebracht, 

daß diese Gerade noch "näher" zu den Meßpunkten liege (eine Kon

trollrechnung ergab tatsächlich s2A ~ 79,27) und daß der Mittel
yy 

wert der Schätzwerte y. 
1 

ebenfalls y sein soll. Die Diskussion 

dieser Behauptung führte zu der (zutreffenden) verallgemeinern-

den Vermutung: 

(5) Werden an den Stellen x 1 ,x2 '·· ,xn Schätzwerte Y1 ,Y 2 , .. 

Y durch die Schätzgerade mit Gleichung Y = m(x-x)+d 
n 

berechnet, so gilt für ihren Mittelwert: 
1 A 

-i.y. = d. n 1 

Der Beweis dieser Vermutung folgt durch einfaches Nachrechnen, 

wobei L (x.-x) = 0 benutzt wird (vgl. 2.2). 
1 

Bei diesem Verlauf der Behandlung des einführenden Beispiels bot 

sich nun die Frage an, ob und wie sich unter den Schätzgeraden, 

die durch den Schwerpunkt verlaufen, eine solche mit minimalem 

mittleren quadratischen Abstand finden läßt. Es wurden versuchs

weise einige s2A-werte für verschiedene Steigungs zahlen m be-
yy 

rechnet: 
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m 0,8 0,9 1,0 1 , 1 1,2 1,02 
2 

81,76 79,27 78,20 78,56 80,34 78,16 S A 

yy 

Abschließend wurde vermutet, daß knapp über m=1 ein günstigster 

Wert liegen müsse; einige Schüler haben die Werte mit einem 

Computer-Programm nachgerechnet und einen günstigsten Wert mit 

m ~ 1,025 "eingeschachtelt". 

3.2 Lineare Regression 

Der folgende Optimierungssatz läßt sich elementar, d.h. ohne Dif

ferentialrechnung beweisen: 

(6) Gegeben seien n Meßwert-Paare (x 1 'Y1)' (x 2 'Y2) , .. ,(xn'Yn ) 

mit Standardabweichung s ~O (d.h. nicht alle x. sind x 1 

untereinander gleich). Dann gibt es genau eine Gerade mit 

der Gleichung y = m(x-x)+d, für die die mittlere quadra-
2 1 A 2 

tische Abweichung in y-Richtung Syy = n L (Yi-Yi) mi-

nimal ist. 

Diese beste Schätzgerade (bei Schätzung von Y durch x) 

wird Regressionsgerade genannt; sie verläuft durch den 

Schwerpunkt (x,y), d.h. d=y, und für ihre Steigung gilt: 

m = s /s 2 , wobei s =.l L (x. -x) (y. -y) die Kovarianz xy x xy n 1 1 

bezeichnet. Die Regressionsgerade hat also die Gleichung: 

A S --y = xy (x- x) + y 
s 2 x 

Beweis: Die Summation erstreckt sich, wie schon in der Formulie

rung des Satzes jeweils über i=1, .. ,n. Es wird die Geradenglei

chung in der Form y = m(x-x) + (y+c), d.h. mit c:= d-y, benutzt. 

Es gilt: 

2 s ... = 
yy 

1 {- - ~12 - L (y.-y) - m(x.-x) - 0 
n 1 1 

.l L { (y ._y) 2 + m2 (x.-x) 2 + c2 - 2m(x.-x) (y.-y) - 2c (y .-y) + 2mc(x.-x)} 
n 1 1 1 1 1 1 

12m2 - 222m 2 2mc 
-2. (y.-y) + - L ' X .-X ) + c - -z: (x.-x) (y.-y) - ~L (Yl'-Y) + -L (x.-x) n 1 n\l n 1 1 n n 1 

222 2 s + m s + c -2ms 
Y x xy 
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2 Offensichtlich ist c =0, also d=y eine notwendige Bedingung da-
2 für, daß s A einen minimalen Wert annimmt; damit ist bereits yy 

gezeigt: Wenn es eine optimale Schätzgerade gibt, dann muß diese 

durch den Schwerpunkt verlaufen. Für solche Schätzgeraden mit 

der Gleichung y = m(x-x)+y hängt aber die Abweichung s2~ qua-
yy 

dratisch von m ab: 

2 2 2 + 2 2m s s yy = m s s x y xy 

2 2 2 2 s (m 2m s 1 s ) + s x xy x Y 
2 2 2 2 2 Is 2 = s (m sxy/s) + s s . x y xy x 

Wegen s2 > 0 läßt sich aus dieser Scheitelpunktgleichung der x 
in m quadratischen Funktion nunmehr unmittelbar ablesen: 

hat für ein (einziges) Minimum und dort gilt: ( 7) 2 s A yy m = 

2 s A yy 
2 

s 
Y 

2 
s 
~ 

2 s 
x 

Fortführung des Beispiels in 3.1: 

Mit den Werten des Beispiels in 3.1 gilt: 
2 s = 152,87109; s = 72,89453; also m = y xy 

A 

s 2 = 71, 12109 ; 
x 

1,02494. Somit hat die 

Regressionsgerade die Gleichung Y = 1,025(x-181,69) + 71,56. 

Im Unterricht sollten nun eine Reihe weiterer Anwendungsbeispiele 

anschließen, die mit der Methode und den Anwendungsmöglichkeiten 

des Modells der linearen Regression vertraut machen; damit kann 

zugleich Motivation für die Frage nach der Güte der linearen An

näherung (vgl. 3.3) geweckt werden. 

3.3 Der Korrelationskoeffizient 

Um zu beurteilen, wei gut n Meßwert-Paare (x 1 'Y1)' (x 2 'Y2) , .. , 

(xn'Yn) durch die Regressionsgerade angenähert werden können, 

wird der Korrelationskoeffizient r bestimmt. Er stellt ein Be-xy 
urteilungsmaß dafür dar, inwieweit die Varianz der y.-Werte durch 

1 

die Annahme eines linearen Zusammenhangs der y.-Werte mit den X.-
1 1 

Werten über die Varianz der x.-Werte erklärt werden kann (dabei 
1 

wird nur der nicht-triviale Fall s2~0 und s2~0 behandelt). Zu-
x y 
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nächst gilt stets für die Varianz der mit einer Schätzgeraden 

y = m(x-x) + d aus den x.-Werten berechneten y.-Werte: 
l l 

222 s ... = m s y x 

Dies folgt daraus, daß die y.-Werte durch eine affine Transfor
l 

mation aus den x.-Werten entstehen. 
l 

Es kann auch leicht mit der 

Varianz-Formel nachgerechnet werden, wobei wegen ( 5 ) der Mittel-

wert der y.-Werte gleich d ist. 
l 

Speziell für die Regressionsgerade mit 2 
m = Sxy/sx (vgl. (6)) gilt 

daher: 

( 8 ) 2 
s" 

Y 

s 
(~)2. 

2 
s x 

2 
s 

x = 

2 
s 
~ 

2 s 
x 

Deshalb gilt 

2 

für die Regressionsgerade die Gleichung (vgl.(7)): 

( 9 ) s ... 
yy 

2 = s 
Y 

2 - s ... 
Y 

bzw. 2 2 s = s ... + y y 
2 s ... , yy 

d.h. die mittlere quadratische Abweichung zwischen den Meßwert

Paaren und der Regressionsgeraden (bei Schätzungen von y durch x) 

ergibt sich als Differenz zwischen der Gesamt-Varianz der y.-
l 

Werte und der (nie größeren) Varianz der Schätzwerte y .. 
l 

Die mittlere quadratische Abweichung s2... läßt sich für Schätzyy 
geraden durch den Schwerpunkt (ebenfalls) als Varianz auffassen. 

" Für die Differenz-Variable y-y gilt nämlich: 

n 
und y-<] = 0, 

2 
s " y-y = 

da die y.- und die y.-werte den gleichen Mittelwert y haben. 
. ~ 2 2 l 

Der Antell s ... / s der durch die Regressionsgerade "erklärbaren" 
2 y Y 2 

Varianz S'" an der Gesamtvarianz s kann als Maß für die Güte y y 
der linearen Regression (bei Schätzung von y durch x) verwendet 

werden; wegen (8) gilt: 

2 s ... 
-.::L 

2 s 
Y 

= 

2 
Sxy 

2 2 s s x y 

In der Statistik wird als Korrelationskoeffizient r definiert: xy 

( 10) 

Für den 

( 11) 

r xy 
:= 

s xy 
s s x y 

Korrelationskoeffizienten gilt: 

r 2 < 1; r 2 = 1 gilt genau dann, wenn alle Punkte auf xy - xy 
einer Geraden liegen. 
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Beweis: (8) in (9) eingesetzt er~ibt: 
s 

Da 2 s ~ yy 

2 2 s ~ s yy y 

als Summe 
s2 

2 
s 

Y 
> xy 

-2-
s 

x 

2 2 ~ 
s~ s 2 

Y Y s 
x 

von Quadr~ten nicht-negativ ist, gilt daher: 
s 

b xy < 1 zw. 2 2 - • 
s . s x y 

2 Es ist klar, daß r = 1 gleichwertig zu 
2 

xy 
wertig zu Syy = 0 ist; genau dann, wenn 

gen alle Punkte auf einer Geraden. 

Für den Korrelationskoeffizienten können daher folgende Eigen

schaften zusammengefaßt werden: 

(12) -1<r <1· xy - , 
Dabei gibt das Vorzeichen (das über die Kovarianz ent-

steht) die Steigung der Regressionsgeraden an und r =1 xy 
gilt genau dann, wenn alle Meßpunkt-Paare auf einer Gera-

den liegen; r =0 ist gleichbedeutend damit, daß die Rexy 
gressionsgerade waagrecht durch den Schwerpunkt (x,y) geht, 

d.h. die Varianz der y.-Werte läßt sich durch die Annahme 
l 

eines linearen Zusammenhangs mit den xi-Werten überhaupt 

nicht erklären (die Variablen x und y sind unkorreliert: 

s =0). xy 

Abschließend sei noch angemerkt, daß die in diesem Abschnitt vor

gestellte Deutung des Korrelationskoeffizienten über die Auftei

lung der Varianz in der angelsächsischen Literatur üblich ist 

(vg 1. übe r 1 a , 1 971, S. 1 6 ) . 

Fortführung des Beispiels in 3.1 

Unter Benutzung der am Ende von 3.2 angegebenen Werte folgt: 

r ~ 0,699; r 2 ~ 0,489. Etwa die Hälfte der Varianz des Körper-xy xy 
gewichtes ließe sich durch die Annahme eines linearen Zusammen-

hangs aus der Varianz der Körpergröße erklären. Das Beispiel 

könnte unter verschiedenen Aspekten weiter bearbeitet werden. 

Wie wirken sich die Meßwert-Paare der beiden Frauen aus? Gibt es 

Untersuchungen zur Korrelation: Körpergröße/Körpergewicht in der 

statistischen biologischen/ medizinischen Literatur? Welche Koef

fizienten werden dort angegeben, welche Erklärungen werden zur Be-
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urteilung der Güte der Korrelation angeboten (z.B. verschiedene 

Körpertypen)? 

3.4 Weitere Aspekte 

1. Es ist eine nützliche übung, die lineare Regression auch für 

Schätzungen von x durch y durchzuführen. Nur im Fall eines voll

ständigen linearen Zusammenhangs (r =+1) fallen beide Regressions-xy -
geraden zusammen. Allgemein läßt sich die Lage der beiden Regres-

sionsgeraden in einem Diagramm kennzeichnen, das sich ergibt, 

wenn man die in den Formeln ausgedrückte Standardisierung der Va

riablen x und y beachtet. Die Regressionsgerade bei Schätzung von 

x 

2 
durch Division mit Sx 

y+ Sy 

y 

y -Sy 

y aus x verläuft durch den schraf-

fierten Bereich, während die Regres

sionsgerade bei Schätzung von x aus 

y durch den nicht-schraffierten Be

reich verläuft. Dies folgt aus der 

Hölderschen Ungleichung 

-s . s .:S: s .:S: s . s x y xy x y 
2 unter Beachtung der Steigungsformel m=s /s . xy x 

2. Ob und wie der hier vorgestellte Abschnitt zum Korrelationsko

effizienten in der gymnasialen Oberstufe behandelt werden kann und 

sollte, hängt gewiß von einer Reihe von Bedingungen ab, wie z.B. 

dem vorhandenen Zeitrahmen, den Lernvoraussetzungen, den Zielen des 

Statistik-Unterrichts insgesamt. 
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