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Wahrscheinlichkeitstheoretisches Argumentieren am Bei-
spiel eines Minzwurffeldes

von I.W. Kelly
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folge; Zufallsereignis; Hdufung von Ereignissen

In diesem Aufsatz soll gezeigt werden, wie man mit Hilfe
eines 20x20-Feldes Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vermitteln kann und wie man den Schiilern dabei die
M&glichkeit geben kann, typische Fehlschliisse aus dem
Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung empirisch zu
untersuchen - z.B. den "TrugschluB des Spielers". Dariliber
hinaus werden einige Vorschlidge gemacht, wie man einen
Bezug herstellen kann zwischen diesen wahrscheinlichkeits-
theoretischen Untersuchungen und Situationen des t&gli-

chen Lebens.

Das Feld aus Figur 1 kann auf kariertem Papier erstellt
werden. Jeder Schiiler bekommt ein solches Stiick Papier
und beginnt in der oberen linken Ecke, um dann von links,
nach rechts Zeile fir Zeile die Ergebnisse (Wappen oder
Zahl) von Minzwiirfen zu notieren. Jeder Schiiler schafft
sich also mit den Ergebnissen seiner Minzwiirfe sein eige-
nes Experimentierfeld. Das vorliegende Feld (Figur 1)

ist ein Beispiel.

Es hat sich gezeigt, daB dieses Miinzwurfprojekt sehr
niitzlich ist, nachdem die Schiler mit den Multiplika-
tions~- und Additionsregeln der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vertraut gemacht worden sind. Das Feld gibt ihnen
die Mdglichkeit, das Gelernte empirisch zu testen.
Gleichzeitig entwickeln sie ein Verstdndnis filir die Un-

sicherheit, die wahrscheinlichkeitstheoretischen Schliis-

sen innevohnt.

Relative HEufigkeit:

Beim Milinzwurf gehen wir Ublicherweise von der Wahrschein-
lichkeit 0,5 fir "Wappen" aus. Gemeint ist damit der
Anteil der Wappen an der Gesamtzahl der Wirfe. Mit ande-
ren Worten: ungefdhr 50 % der Ausgdnge werden Wappen

und ungefdhr 50 % Zahl sein. Die tats&chliche Anzahl

der Wappen in einer Serie von Minzwlirfen wird mit grofSer

Sicherheit nicht gleich der Anzahl der Zahlen sein.

Schiiler missen den Unterschied zwischen relativer und
absoluter Haufigkeit begreifen, um die Ergebnisse langer
Versuchsserien zu verstehen. Wenn wir ndmlich beim Minz-
wurf davon sprechen, daf sich Wappen und Zahl hinsicht-
lich ihrer H3ufigkeiten langfristig ausgleichen, so nei-
nen wir einen Ausgleich hinsichtlich des Quotienten.

Die Schiler miissen verstehen, daB sich der Quotient aus
Wappen und Gesamtzahl (Zahlen und Gesamtzahl) nicht da-
durch ndhert, daB die Anzahlen von Wappen und Zahl sich
ausgleichen, sondern dadurch, daB jede Folge von Wappen
und Zahlen um so weniger ausmacht, je hdher die Gesamt-
zahl der Wirfe ist. Das heiBt, die Differenz zwischen
Wappen und Zahl geht einfach unter in der groBfen Anzahl

von Wirfen. Weaver faft dies sehr schdn zusammen:

Es ist ein charakteristisches Merkmal jeder Serie von’
Wahrscheinlichkeitsversuchen, dafl sie sich im Sinne der
Quotienten immer besser, im absoluten Sinne aber immer

schlechter, immer chaotischer verhdlt.

Schauen wir uns das 20x20-Feld in Figur 1 ein wenig ge-

nauver an. Es kann in vier Viertel aufgeteilt werden.
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Teil 1 Teil 1 bis 2| Teil 1 bis 3 | ganzes Feld / Stichprobenumfang

ppen 4 (54% 103 (51,5% 163 (54,3%) 214 (53,5%) } .
e W) 54 ) 51,59 Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung kdnnen von Schii-

zahl (z) 46 (46%) 97 148,5%) 137‘M5'8%) -}ff.f4g?§l~ t lern zur Entwicklung induktiven Denkens verhelfen, d.h.
Differenz 8 6 26 28 / zu SchluBweisen, bei denen Daten.zur Unterstiitzung von
(Anzahl W — i Schllissen dienen. Eine sehr wichtige Rolle spielt dabei
Anzahl Z) I der Stichprobenumfang. Im ti#glichen Leben werden sehr oft

xs) Schliisse aus zu kleinen Stichproben gezogen. Unm deutlich
i i T s d oben links . o ' ‘ .

In ersten Viertel (siehe Tafel 1) des Fe- e:A(% a es zu machen, wie unzuverléssig kleine Stichproben sind,

betrdgt die relative Hiufigkeit der Wappen 54 %, und e

' :dnnen die Schiler die Anteile von Wappen und Zahlen i
glbt 8 Wappen mehr als Zahlen. Addiert man die Viertel n

» Stichproben verschiedenen Umfangs untersuchen. Die Schii-
sukzessiv auf, so sieht man, daB sich die relative Hau-

figkeit der Wappen tatsdchlich 50 % ndhert, daB aber die
absolute Differenz der Anzahlen von Wappen und Zahl nicht

ler werden in den verschiedenen Reihen ihrer Felder
grofe Unterschiede bei den relativen Haufigkeiten fest-

stellen. Werden andererseits grdBere Stichproben unter-
vorhersagbar ist. sucht, so werden sich die Prozentzahlen fiir Wappen und
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Zahl immer weniger von 50 % und immer weniger voneinan-

WWZWW . o . . N .
1(wwwezwwwzwezzzzwi der unterscheiden. Es diirfte sinnvoll sein, die Schiiler
2]z z zwziz 2z wWzWwzZIWZz2ZWwZZ2ZZIil

darauf hinzuweisen, daB 400 Wirfe im Grunde genommen eine
JZZWZWWZWZZNZWHWZWZZW

kleine Zahl ist.

4WHWZZWHZWWZZWNWHWHV-N

sfzzzwzwwzwzzzWwzEWwEH f Als Folgelibung zu dem obigen Beispiel kann man die Schii-
SlzwzwwwzWwwwwwz W ler auffordern, dariiber nachzudenken, wann sie selbst im
7WHWWHZZWWZZWWWZWWZW_Z ’? e . _ '»‘ . R . . w“
glw Wz zWWwazWZeWaW?Wwewwe?zs:z ( tdglichen Leben induktiv schliefien, und Beispiele fiir
olz 2z 2z22Wezwzzewezzzwwww 7 solche Schliisse zu finden, die auf Stichproben mit unzu-
wlzwwwzzzwwwwawszWwziiw?i ? reichendem Umfang beruhen. Wir bilden uns z.B. oft schon
ulzwzwwwzwwezwwz2z2222ZLZ i nach einer kurzen Unterhaltung ein Urteil {iber einen

2lw wwzzz2zz2wWwwwWwzizWWZ2ZILZ2Z2L > Menschen. Oder wir urteilen ber die Qualitdt der Kﬁéhe
Blw Wz zWWwWWWWZWWWWZZZNZ eines Restaurants schon nach ein oder zwei Besuchen.

“Wlz W W WZWWWWWWZWWZIWZWIZIW

lszwzwwzwwzwzwzzzzzw‘wz zufallsfolgen

lSWWHHWZHWZWZZZWZHHZZW “

7lw z wzwWwwzzWwzWWwzWWWZIRI Die Schiiler kdnnen auch andere Aussagen der Wahrschein-
8]z WWWZWZ2ZzZ2WZIWWWWWWIW . lichkeitsrechnung mit den Ergebnissen in ihrem eigenen
190W 2 WW ZWZZWWWWWWWWENWAEZ f Minzwurffeld vergleichen. Sie kdnnen z.B. an ihrem eige-
ZOZZZWHZWWZZZZZHWZZWWZ /‘4

nen Feld entdecken, daB keines der nachfolgend genannten
Figur 1. Ein Minzwurffeld
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Ereignisse signifikant &fter auftritt als die anderen:
a. WWWWW b, ZZZWW C. ZWZIWZ

1
Jedes dieser Ereignisse hat die Wahrscheinlichkeit 33-
Wird jede Reihe des Felder in vier Serien mit finf Wirfen
aufgeteilt, so erhilt jeder Schiiler achtzig Stichproben

mit je finf wWirfen.

Schiiler vermuten meistens, daR (c¢) wesentlich wahrschein-
licher ist als (a) oder (b). Kahneman und Tversky (1972)
erkliren diesen Irrtum damit, daB die Schiiler "zuf&llig"
interpretieren als "Muster mit hd3ufigem Wechsel". Diese
Beobachtung wird darin offensichtlich, daf Leute nicht

in der Lage sind, eine Zufallsfolge zu erzeugen. Sie zei-
gen eine auffallende Tendenz, zu wenige Wiederholungen
und zu viele Wechsel in die Folge zu bringen, so wie in

(c). (Wagenaar, 1972).

H3ufung von Ausgédngen

Unter Zufallsbedingungen gesammelte Daten neigen dazu,
sich "in Klumpen" zu hdufen. Solche Klumpen verleiten

oft zu dem FehlschluB, daB es einen Kausalzusammenhang
geben muB. Hiufig tritt dieses Phdnomen bei medizinischen
Untersuchungen auf. In den vergangenen Jahren hat das
Center for Disease Control (CDC) in den USA finf unab-
hingige Fidlle von gehduft auftretenden Krankheiten unter-
sucht, um umweltbedingte Ursachen flir das ungewdhnlich
hiufige Auftreten seltener Krankheiten und Geburtsfehler
zu finden. Dr. Larry Edmunds von der CDC-Abteilung fir
Geburtsfehler stellt fest: "Wir haben nie eine Ursache
flir die Haufung gefunden." {(Edmunds, 1982).

Natiirlich k&nnen HAufungen auch kausal begriindet sein,

und nicht durch zZufall. Manchmal ist dieser Zusammen-
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hang offensichtlich, z.B. bei der Hiufung von Sternen

in einer Galaxie. In anderen Fidllen, etwa bei der Hiu-
fung von Leukdmie bei Kindern (Heath und Hasterlik, 1$62),
ist dieser Zusammenhang nicht so deutlich. Die Unter-
suchung, ob solche Hd8ufungen vom Zufall oder von irgend-
welchen Abhdngigkeiten herriihren, weil wir nicht wissen,
in wieviel vergleichbaren Gruppen die Leukimie keine
Tendenz zur Haufung zeigt (Larsen und Marx, 1981, S. 141-
143) . Haufungen treten auch im Alltag oft auf, z.B. wenn
Leute eine Glicks- oder Pechstrdhne haben.

Der Hang von Zufallsereignissen zur H8ufung wird in dem
Gesamtbild des 20x20-Feldes offenbar. Das Muster illu-
striert den H3ufungseffekt mit dramatischer Deutlich-
keit. Gardner (1982, S. 114) hat vorgeschlagen, diesen
Effekt dadurch deutlich sichtbar zu machen, daR die ver-

schiedenen Ausgdnge verschieden gefZrbt werden.

Der TrugschluB des Spielers

Es ist eine niitzliche Folgeilbung, die Schiiler mit fol-

genden Problem zu konfrontieren:

Es werden vier Serien von Ausgdngen beim Roulette be-

trachtet (R = rot und S = schwarz):

1. 88ss 2. RRSS__ 3. RRRS_ 4, RSRS_ .

Die Schililer sollen erraten, welche Fortsetzung am walr-

scheinlichsten ist - zur Auswahl stehen:

a. S b. R c. R und S sind gleich wahr-
scheinlich.

Viele Schiiler werden auf den TrugschluB des Spielers
hereinfallen -~ die Uberzeugung, da8 der Ausgang eines
Zufallsexperiments von den vorhergehenden Ausgdngen ab-
h&ngt. Diese Schiiler werden entweder R oder § als die
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wahrscheinlichste Fortsetzung vermuten. Die richtige
Antwort ist, daB in allen vier Féllen R und S gleich
wahrscheinlich sind - falls das Roulette fair ist. Sind
Schiiler nicht davon zu iberzeugen, so k&énnen sie ihre
Vermutung empirisch Uberprifen, indem sie mit Hilfe ihres
Minzwurffeldes eine Tabelle erstellen. Die Schiiler suchen
die folgenden Serien in ihrem Feld und notieren jeweils

den n&chsten Ausgang.

Serien Ausgédnge W Z
1. 2227
2. WWZZ_
3. WZWZ_

Wenn die Ergebnisse aller Schiiler zusammengefaBt werden,
sollten die Ergebnisse keine Tendenz erkennen lassen,
daB ein Ausgang bevorzugt auftritt, unabhdngig von dem

Anfang der Serie.
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Ergdnzung des Bearbeiters: Umsetzung des Feldes aus

Figur 1 nach der erwdhnten Anregung von Gardner:

Ubersetzung: Reinhard Oselies, Essen

(Originalartikel 'Probabilistic Reasoning Using a Coin
Tossing Array', erschienen in Heft 1/1986 von Teaching

Statistics)





