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DAS VERSTANDNIS VON SYMMETRIE
BEl KINDERN

von J. Truran

Originaltitel in "Teaching Statistics" Vol. 7 (1985):
Children's Understanding of Symrhetry

- Ubersetzung: H.-J. Bentz und M. Borovenik

Zusammenfassung: Minzen und Wiirfel sind populdre Hilfsmittel, den Unterricht in
elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung zu beleben, zu veranschaulichen und zu
vereinfachen. Man méchte jedoch kaum glauben, welch eigenartige Vorstellungen
dazu bei Kindern vorhandén sind. Der Autor berichtet davon in Intervnewprotokollen
und strukturiert die von den Schiilern gemachten AuBertngen.

1. Vorbemerkungen

Freudenthal (1982) hat festgestellt, "Symmetrie als Quelle stochastischen Versténd-
nisses ist ein eigentlich unbekanntes und striflich vernachlissigtes intuitives und
didaktisches Werkzeug. Dies sollte ein Gemeinplatz sein, aber Didaktiker scheinen

nicht schneller zu lernen als ihre Studenten."”

Im Unterricht von Wahrscheinlichkeitsrechnung werden héufig folgende drei Hilfs-

mittel benitzt, die ggf Symmetrie beruhem: Miinzen, Wirfel und Urnen. In dieser
[e]

Arbeit werden einigg| Aspekte des Verstdndnisses der ersten beiden genannten

Hilfsmittel bei Kindelf behandelt.
(@]

Kerslake (1974) macrg; darauf aufmerksam, daB viele Grundschulkinder glauben, dag
beim Werfen eines Wigfels einige Augenzahlen leichter zu erhalten sind als andere.
Sie beobachtete ferﬁr einen gewissen "Fortschritt" im vierten Schuljahr im
Vergleich zu den ScI;E_ljahren eins bis drei. Mindestens die Hélfte der Kinder im
Durchschnitt aller vi-g' Schuljahre glaubten, daB die "Sechs" am schwierigsten zu
- erhalten wire. Kerslﬁe schrieb dies dem Umstand zu, da8 man in vielen Spielen
- eine "Sechs" ben&tigt,?):m liberhaupt das Spiel beginnen zu kdnnen.

©
Green (1983) prasenti@rt Ergebnisse einer umfassenden Untersuchung von Schiilern
der Klassen 7 bis 11 Célﬁ bis Sechzehnjihrige). Auch er fand einen Fortschritt mit
zunehmendem Alter @Gnd schlieBt, daB "es ein Vorurteil gegen die "Sechs" gibt,
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welches sich zum Teil bis ins Erwachsenenalter fortsetzt". Dieses Vorurteil findet
man am ehesten bei weniger begabten Studenten. Green- wies darauf hin, daB das
unregelmaBige Antwortmuster solcher Studenten ein tatsachliches Schwanken in der
-Meinung Giber stochastische Situationen widerspiegein konnte.

2 . _Der Untersuchungsrahmen

UnregelmiaBiges Antwortverhalten mag vieleriei Grinde haben. Klinische Interviews
lassen diese Griinde vertiefter untersuchen-als dies in groBangelegten Beobachtungs-
studien maglich ist. In diesem Aufsatz wird eine vorldufige Auswertung einer kleinen
Zahl kiinischer Interviews gegeben, die in Schulen in South Australia im Jahre 1981
durchgefiihrt wurden. '

.Zwei fur das Themengebiet relevante Serien von Fragen wurden kurz vor einem

Interview von 20-30 Minuten gestelit. Die Fragen wurden am Ende des Interviews in
jenen Fiallen ncch einmal gestelit, in denen die Person irgendein Zeichen von
Unsicherheit bzw. Inkonsistenz gezeigt hatte. Die folgenden Protokalle -geben die
Grundstruktur der Fragen wieder, diese wurde im Einzelfall -entsprechend den
vorhergehenden Antworten abgedndert. . -

(a) Du wirfst einen Wiirfel. Bist du der Meinung, dal einige der Augenzahien
leichter als andere zu erhalten sind?
Warum (nicht)?
Welche Zahl ist am leichtesten zu erhalten?
Weiche Zahl ist am schwersten zu erhalten?
Warum?

{b) 1Ich werfe diese Miinze. Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, daB sie auf
"Kopf" iandet?
Warum (nicht)?
Ich werfe diese Miinze. Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, daB sie auf
"Zah!" landet?
Warum (nicht)?

Die verschiedenen Arten von Antworten wurden von mir in Kategorien eingeteilt,
diese werden in der Folge angegeben und jeweils durch ein Beispiel illustriert.
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3 . Kategorien von Ursachen fiir falsches Antwortverhalten - Transkripte

A . Falsche Auslequng der F rage

[V " B

AP (13 :8,Klasse 8)

Du wirfst einen Wiirfel. Sind sinige der Zahlen leichter zu erhalten als andere?
Nein, nicht wirklich.
Kannst du sagen, warum?
Du weiBt wirklich nicht, auf welcher Seite er landen wird oder irgendetwas
anderes, aber ... ja ... du weiBt wirklich nicht auf welcher Seite er landen wird.
Er rollt irgendwie weiter ... Ich kann das nicht beschreiben.
1  InOrdnung, fein.
S  Um ... die hdufigste Zahl, die ich je bisher hatte, ?st die "FGnf".

. Sind also doch einige Zahlen leichter 2zu erhalten als andere, was ist nun

wirklich?

S Nidht leichter, sie kommen bloB haufiger.

B . Mangelndes Verstandnis der Symmetrie
B .1 Der Glaube, da8 Minzen geistigen Kriften unterliegen

DR (B :9, Klasse &)

1 Wenn ich diese ‘Miinze werfe, gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, dag sie
auf "Kopf" landet?
Nicht bevor du es tust.
Wie kanntest du es bewirken, da8 sie auf "Kopf" landet?
"Bitte™ sie einfach darum.
Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, daB sie auf "Zahl" landet? -
Dasselbe.
Wenn ich sie "bitte", auf "Kopf™ zu landen, wird das jedesmal klappen?
Ich weiB nicht, das kénnte sein.
Hast du jemals versucht, eine Miinze zu "bitten™?
Nein. Ich versuchte, einen Wiirfel zu "bitten™.
Funktionierte das?
" Manchmal tat er das, manchmal ging es daneben.
Hast du vielleicht nicht instandig genug "gebeten™?
Ich "bat" den Wiirfel, wenn es klappte, ich "bat™ ihn nicht wirllich ausreichend,
wenn es nicht kiappte,

e
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B . 2 Der Glaube, daB Miinzen physikalischen Kraften unterliegen

Mvdw (13 : 3, Klasse 8)

I Ich werfe eine Miinze. Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, da sie auf
"Kopf" landet?

S Ich nehme an, wenn du es ziemlich gut kannst, dann kdnntest du vermutlich eine .

Chance von 60 % erreichen.

I Wie wiirdest du das ansteilen?

S Versuche einfach, herauszubekommen, wie hoch du die Miinze hinaufwerfen
muBt und wieviel Drehung du ibr versetzen muflt, iibe das eine Zeit lang.

1 Ich versteh' schon. Kann ich es auch bewirken, daB sie auf "Zahl® landet?

S Ja, vermutlich, wenn du genauso wie vorhin vorgehst.

B.3 Inkonststenz zwnschen Symmetrlen von Munzen und Wiirfeln

o

AM (14 : 10, Klasse 10)

Sind einige Zahlen leichter zu bekommen als andere?

Nicht wirklich. Nicht wirklich. Alle habén dieselbe Chance zu kommen.

Ganz sicher? )

Manchmal die "Drei” oder die "Fiinf" und meistens die "Sechs”" sind schwer.

Was meinst du mit meistens die "Sechs"?

Wenn du auf die 'S;chs" wartest, dann kommt sie nie, bis du nicht mehr
wartest. Du wiirfelst und wartest drauf und du wiirfeist weiter, die "Sechs"
kommt kaum. )

Welche Zahl ist am leichtesten zu erhalten?

Die "Drei".

Warum die "Drei”?

Ich weiB es nicht. Sie kommt dauernd. Oh, nicht immerfort, meistens die *Drei"”
und die "Vier”.

Wenn ich eine Miinze werfe, gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, dag sie
auf "Kopf" landet?

Nein, nicht wirklich, nein.

Gibt es irgendeine Methode, zu beeinflussen, daB sie auf "Zahi" landet?

Nein, die Chancen sind ausgeglichen, eins von zwei.

Warum sind die Chancen ausgeglichen?

Esist kein Trick dabei, ader so?
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Nein, es ist eine faire Minze.

--- Dann ist es geradeso. Fntweder faljt sie auf "Kopf" oder "Zahi™ ..
Ja?

7?7 utngefihr gleich oft.

[S2 e Y )

B .4 Fehlendes Verstindnis, daB "leichter" und "schwer™ komplementdr zueinander

sind
PL (8:8, Klasse 4)

1 Welche Zahl ist am schwersten zu erhalten?
S Die "Sechs".

Welche Zahl ist am leichtesten zu erhalten?

Ich weifl es nicht.

Gibt es eine leichteste Zahi?

Sie sind alle schwer, wenn du mochtest, daB sie knommen.

L7 B I

C. Wurdigmg der Symmetrle aus falschen Griinden heraus
CcC.1 SchheBen auf der Basis der Unbestimmtheit der Ausgmge

IM (13 : 7, Klasse 8)

I Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, daB eine Miinze auf *Kopf" landet?

S  Ich weiB nicht.

1. Was meinst du mit "ich weiB nicht" ?

S Es sollte keine Methode geben, denn, sobald sie in der Luft ist, landet sie
einfach.

I Gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, daB sie auf "Zahl" landet?

S Nein, weil es drauf ankommt. Wie immer sie beim Landen runterkommt, so

kommt sie.

C .2 SchlieBen auf der Basis der Notwendigkeit fiir einen Wechsel

CG (15 : 3, Klasse 10)

Du wirfst einen Wiirfel. Sind einige Zahlen leichter zu ervhal‘ten als andere?
Nein.

Kannst du sagen warum?

Weil er sechs Flachen hat und weil wu-ldlch nicht i immer ‘diesetbe obenauf llegen
kann. Es wechselt. :
Sind einige Zahlen schwerer zu bekommen als andere?

S Nein

0B =N -

et
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H Zu welchem Zweck wirfst du Miinzen auf?
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C.

Um die Reihenfolge beim Abwaschen und ghnliche Sachen zu bestimmen.

Ist das eine gerechte Methode? ’

Jal

Wenn ich eine Miinze werfe, gibt es irgendeine Methode, zu bewirken, da8 sie
auf "Kopf" landet?

Nein.

QOder "Zahi"?

Nein.

Kannst du erkldren, warum ich das nicht kann?

Dasselbe wie vorher. Sie hat zwei Seiten und du kannst wirklich nicht immer
dasselbe Ergebnis haben. Es muB sich dndern.

3 Sehlieﬂén mit dem Blickwinkel, daB man in der Schule benotet wird

AM (14 : 10, Klasse 10) 1

I

— N =

D.

(fragt das zweite Mal) Wenn ich einen Wiirfel werfe, sind einige Zahlen leichter
zu erhalten als andere?

Von dem, was wir in Mathematik gemacht haben, heraus, nein, nicht wirklich,
Wiirfelst du, dann kemmen einige Zahlen.

Oh, ich versteh' schon, du bleibst bei deiner Arsicht, was hast du schon gesagt,
die "Drei” und die "Vier" sind leichter?

Die mittleren Zahlen sind am leichtesten.

Und "Sechsen" sind schwerer?

Mm.

Wie verknipfst du das mit dem, was du in Mathematik machst, wie du dich
ausdriickst?

Oh, die erzidhien dir etwas, aber wenn du nach Hauge gehst und es tust, dann
scheint es nicht dasselbe zu sein.

Bist du nach Hause gegangen und hast es einfach zum SpaB gemacht, oder
muBtest du das mal als Hausauf gabe machen? '

Oh, nein, ich habe es einfach so getan.

Korrekte Einschatzung der physikalischen Symmetrie

(15 : 10, Klasse 10)

Du wirfst einen Wiirfel. Sind einige Zahlen leichter 2y erhalten als andere?
Nicht wirklich, die Chance betragt ein Sechstel, wenn du wiirfelst ... nein. Nein.
Nein?

Verstandnis von Symmetrie

S Nein.
Warum nicht?

S  Weil es von der Art, wie du wirfst, abhéngt. Blo8 weil du auf diese eine Art
wirfst, heit noch nicht, daB du eine "Sechs" bekommen k&nntest. Das ist
schwer zu erkidren. Du wirst nicht dieselbe Zahl erhalten, keine Zahl ist
leichter, weil sie alle auf einer ebenen Fléche sind, und es abhangt, wie stark er
rolit oder wie sehr du ihn schiittelst und wie er fallt, das alles beeinfluBt die
Seite, die du erhéltst. Keine Seite ist demnach leichter, weil alle gleich sind,
mit der Ausnahme, daB sie verschieden viele Punkte haben.

4. Zur Interpretation der Transkripte - Konsequenzen daraus fir den Unterricht

Diese Klassifikation der Antworten ist sicherlich unvolistindig: Die Kategorien von
Antwaorten.sind nicht gegenseitig ausschlieBend. Zweifellos kénnte die Klassifikation
durch schérfere Forschungsmethoden verfeinert werden. Aber auch in der gegen-
wirtigen Beschaffenheit mag sie dazu beitragen, einige dringende pédagogische

Prableme zu-kliren.

Erstens mag diese Klassifikation es Lehrern erleichtern,‘ die Antworten von Stu-
denten zu bewerten und geeignete gegensteuernde praktische Erfah-mgen einzu-
bringen. Studenten etwa, deren Antwort unter Typ C 1 fillt, kdnnten aufgefordert
werden, ReiBzwecken zu werfen oder die Hiufigkeitsverteilung der Geschiechter bei
Neugeborenen zu untersuchen, damit sie einsehen lernen, daB Unbestimmtheit nicht

Gleichwahrscheinlichkeit nach sich zieht.

Zweitens, Transkript C 3 zeigt, daB das Lehren des Wahrscheinlichkeitskalkiils allein
nicht garantiert, daB dieser Kalkill fir anwendbar auf die reale Welt mgﬁehm wird.
Daher miissen Methoden gefunden werden, die zeigen kinnen, daB jene, die solch
einen Kalkiil verwenden, im Vorteil sind gegeniiber jenen, die dies nicht tun. Darin

liegt der Vorteil von Spielen.

Es ist nahezu sicher, daB Spiele mehr bewirken als ein Direkteinstieg in Experi-
mente. Transkripte B 1, B2 und C 3 zeigen, da8 ein Experiment kaum Voarurteile
verandert. Bis zu einem gewissen Grad gibt es sogar einen guten mathematischen
Grund dafiir. Freudenthal (1972) hat festgestellt, da8 bei 100 Wiirfen mit einer
Miinze die relative Haufigkeit mit 95 % Wahrscheinlichkeit zwischen 0,4 und 0,6 zu
liegen kommt, daB ferner 2500 Wirfe notwendig sind, damit die 95 9% - Grenzen
zwischen 0,48 und 0,52 fallen. Mit anderen Worten, das Experiment, oft eine Miinze

zu werfen und die Ergebnisse aufzuzeichnen, garantiert nicht eine sﬁlche Symmetrie
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der Ergebnisse zu erhalten, die ausreichte, eine Anderung der Meinung herbeizu-

fihren.

Sherwood (1978) beschreibt die Arbeit von Varga mit asymmetrischen Gerdten wie
einen "eiernden" Wiirfel. Erfahrungen mit offensichtlich asymmetrischen Gerédten
machen es wahrscheinlich Studenten ieichter, die wesentlichen Merkmale einzu-

schatzen, welche Symmetrie garantieren,

Drittens, aus den Transkripten B1 - B 4 wird es kiar, daB naive Studenten nicht
immer konsistente Sichtweisen haben. Hawkins und Kapadia (1984) haben behauptet,
daB subjektive Wahrscheinlichkeit der wirksamste Zugang ist fiir den Unterricht von
Kindern. Damit dieser Zugang bestmiglich verwertet wird, verbleibt zu kldren, in
welchem Stadium Kinder ausreichend dazu in der Lage sind, Inkonsistenzen zu
beobachten,

LRy ik kg s ¥ e ok s Aoy R T T e B g Skt S Sk 4 e arha s i b b et e

Schlieflich zeigt die Klassifikation wohl deutlich die Beschrankungen von notwen-
digerweise starren Massenuntersuchungen. Die Entwicklung des Wahrscheinlichkeits-
konzepts bei Kindern ist noch immer nicht voll verstanden. Wahrend eine Massen-
untersuchung einen guten Anhaltspunkt iiber den Zustand einer Meinung geben kann,
ist sie weniger geeignet, die Griinde fiir diesen Zustand aufzuzeigen oder Hinweise
dafir zu geben, wie Unterrichtsmethoden verfeinert werden kénnten.
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