FUNDIERUNG DES BEGRIFFS_
DER STOCHASTISCHEN UNABHANGIGKEIT
ZUFALLIGER EREIGNISSE

- von Hans Kilian, Dortmund

Zusamma\fassmg: Dieser Artikel beschaftigt sich mit den Esgensdxaften der
Relation: "Das Eintreten des Ereignisses A ist farderlich fir (bzw. ein Indiz fir) das
Eintreten des Ereignisses B"™ und deren miglicher Bedeutung fir ein tieferes
Verstindnis der Unabhingigkeit von Ereignissen sowie fir die Entwicklung des
stochastischen Denkens.

Zum Stochastik-Unterricht gehart Unterricht in Wahrscheinlichkeitstheorie und in
Statistik. Das Verhaltnis der Anteile dieser beiden Komponenten verschiebt sich seit
einiger Zeit hin zu einem hiheren Gewicht fir die Statistik. Ist Walrscheinlichkeits-
theorie per se eigentlich {iberhaupt noch von geniigender Bedeutung?

Es gibt (mindestens) zwei glebale Grinde, Mathematik zu lernen bzw. zu lefwen:

um diese anzuwenden, als Werkzeug zu gebrauchen oder um Denken zu lernen, um -
besser - geistig arbeiten zu lernen. Der Arwender von Mathematik braucht
sicherlich eher Statistik als Wahrscheinlichkeitstheorie (per se). Dafiir liefert aber
die Wahrscheinlichkeitstheorie ganz fundomentale Beitrige zu dem Kapitel "Denken
lemen®, und daruntgpywiedersn der wichtigste ist m.E. der folgende: Neben der
Kategorie des kal@en Zusammmhm@c von Ereignissen wird eine Kalegorie
einer oder vxeﬂexcht-/me?rerer Arten von “stochastischem Zusammenhmg"’ von
Ereignissen sichtbar 8‘1 mehr oder weniger - beschreibbar. Man sieht noch andere
Alternativen zu dercMiglichkeit eines kausalen Zusammenhanges als das totale
Chaos. v N

L Kant farmuliert dds Kausalitdtsprinzip in der "Kritik 'der reinen Vernumft* als
"Grundsatz der Zeilf%ge nach dem Gesetz der Kausalitat™ folgendermaBen: "Alles,
was geschieht (anheft zu sein), setzt etwas voraus, worauf es nach einer Regel
folgt.™ (<ant, 1781, Ug. 189) D.h. also, wenn nach Belicben gewisse Bedingungen
realisiert werden, dEhn folgt darauf (nach welchem Mechanismus. auch immer)
gesetzmaﬂlg ein ga!cz bestimmtes Ereignis als Wirkung (vgi. Kant, 2. A 1787,
S. 1a3).
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In der Stochastik werden dagegen andere Situationen betrachtet: Die Kategorie des
stochastischen Zusammenhanges von Ereignissen tritt bereits in dem Begriff des
zufélligen Ereignisses selber zu Tage. Wir kénnen "Versuche” durchfiihren, deren
"Ergebnisse” durch "die Bedingungen der Versuchsdurchfiihrung" nicht eindeutig
festgelegt sind, aber auch nicht véllig beliebig sind, sondern gewisse RegelméBig-
keiten trotzdem zeigen. Explizit wird dieses Phinomen dann in dem Begriff der
"stochastisch unabhiéingigen Ereignisse” und noch allgemeiner und umfassender in
dem Begriff der unabhingigen bzw. abh#ngigen ZufallsgriBen beschrieben, analy-
siert, mehr oder weniger verstanden, m.E. eher noch sehr wenig durchschaut.

Auch Schiiler kénnen und sollten diese Erweiterung ihres Kategorienvorrates aus
dem Stochastik-Unterricht in ihr Leben mitnehmen. Das zugehérige Lernziel kdnnte
man folgendermaBen plakativ beschreiben: Wenn éin Schiiler die Behauptmg hért
daB Rauchen Lungenkrebs férdert, dann soll er mcht mehr mit der Bemerkung
reagieren, daB sein Gro@vater seit 40 Jahren jeden Tag zwei Packchen ngaretten

rauche und immer noch kerngesund sei.

Im folgenden wird, unter: den obigen Aspekten, eine Moglichkeit dargestelit, den
Begriff der Unabhangigkeit von zufilligen Ereignissen besonders_griindlich vorzu-
bereiten und genetisch zu entwickeln. Wichtige mathematische Definitionen er-
fassen wichtige mathematische Sachverhalte und deshalb sollte sich eine solche
Definition aus didaktischen Griinden im Normalfall an eine Beschiftigung mit dem
Sachverhalt anschlieBen. Der Sachverhalt sind in diesem Fall die Moglichkeiten des
Zusammenhanges zwischen zufilligen Ereignissen, insbesondere die Relation: Das
Eintreten des Ereignisses A begiinstigt, ist fdrderlich fiir, ist ein Indiz fir das
Eintreten des Ereignisses B. Ich bin auf diese Relation durch einen Vortrag von
Borovenik (1984, 1985) aufmerksam geworden. "
Borovenik bevorzugt die Formulierung "A beglinstigt B", ich bin zundchst von der
Formulierung "A ist férderlich fir 8" ausgegangen und dénn, als Ergebnis dieser
Untersuchung und auf einé Anregung von G. Schrage hin schllethh zu der Formu-
lierung "A ist Indiz fiir B* gekommen (siehe unter Abschnitt 6).

Diese Sprechweise erscheint mir auch deshalb hilfreich fir die Forderung des
stochastischen Denkens zu sein, weil hier eine Relation zwischen Ereignissen
betrachtet wird, die nicht durch eine Mengenrelation der Mengen, durch die die
Ereignisse im mathematischen Modell dargestellt werden, beschrieben werden kann.
Vielleicht kann man damit erreichen, daB Schiiler bzw. Studenten weniger dazu
neigen, "A N B" bzw. "A U B" als "A geschnitten B" statt "A und B" usw. zu lesen,

Stochastische Unabhangigkeit 15

dh. im Rahmen der Stochastik wirllich in Ereignissen und nicht in Mengen zu

denken.

2 . Bezielumgen zwischen Ereignissen

Wir nehmen an, daB der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit eingefiihrt worden
ist, und betrachten nun weitere Bezichungen zwischen den Ereignissen eines
W-Raumes (2,¥, P). Im allgemeinen sind bei diesem Stand der Dinge schon folgende
Situationen betrachtet worden :

(1) AnB =g, dh. A und B ist unmdglich; A und B kinnen nicht beide Qleichzeitig
eintreten. "Gleichzeitig” heift hier: bei derselben Durchfiirung des zugrunde lie-
genden Versuchs V.

(2) A< B, d.h. A zieht B nach sich: Immer wenn A eintritt, tritt aych B ein, "Immer”
heiBt hier: Bei jeder Versuchsdurchfiihrung, bei der A eintritt, tritt auch B ein.

Dazu kormmt neu hinzu:

Definition : Es sei A,B Ereignisse eines W-Raumes (2 , &, P), und es sei P(A) £ 0
Das Ereignis A ist ein Indiz fiir das Ereignis B, wenn gilt:

PB| A > PB).
Bezeichmmg: A ii B, und

"A ii B® wird gelesen: A ist Indiz fiir B,

Beiwpiale =

.{a) Als typische Urnenaufgabe (Heigl/F everpfeil, 1976, S. 76)

uneluthiltviu-woi&uﬂzweisdmszegeidnrﬁchugeh,Lhnnm
eine weife und fiinf schwarze Kugeln gleicher Art. Zuerst wird eine der Urnen
ausgewshit, dem wird ® dieser Urne sine Kugel gezogen. Die Lnﬂaee—Arnahnm
solien zutraffen. Man berechne die Wdrsdteniid\lcit,dan

a) eins weifle Kugel aus der Urne | stammt,

- b) eine weifle Kugel aus der Urne Il stammt. :
Das Ereignis "Urne | wird ausgewihit® ist ein Indiz for das Ereignis 'Es wnrd ame
weifle Kugel gezogen®™.

(b) Krankheitsdiagnose (Engel 1973, S. 142)

Angenommen, es gibt einen zuverlissigen Test zur Diagnose einer Krahkheit K. Fir

Reihenuntersuchungen einer Bevolkermgsgmppe moge gelten: Hat eine untersuchte
Person die Krankheit K, dann ist der Test positiv (Ereignis + ) mit 96 % Sicherheit.
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Hat die untersuchte Person die Krankheit K tatsichlich nicht, so ist der Test

negativ (Ereignis - ) mit 94 % Sicherheit.

Wie grof ist die Wahrsdﬁeinlichkeit dafiir, daB eine untersuchte Person, bei der der
. 1
Test positiv ausging, tatsdchlich die Krankheit K hat, wenn 1= aller Personen der

betreffenden Bevilkerungsgruppe die Krankheit haben?

Es wird also angesetzts
P(+ | K) =96 % =0.96,
P(- | K)=94% =0.94.
Daraus ergibt sich -
P(- | K)=4% =0.04, P(+ | K)=6% =0.06
und
P( +) =P(+ ]K) P(K) +P(+ | K) P(K) = 0.055.
Daraus folgt mit P(K) = 1/145 0.007 schheBhdw
PK |+ )= 0.10 > P(K).

Ein positiver Testbefund stellt demnach ein Indiz fiir das Vorliegen der Krankheit K

dar, wenngleich er aber sicherlich kein besonders starkes Indiz dafiir ist.

3. Eigenschaften der Relafion ii

Durch die Definition von A ii B und die obigen Beispiele kann man schon etwas iiber

die Natur dieses Zusammenhanges zwischen Ereignissen lernen, aber selbstverstand-

lich ist damit nur ein gréBeres Thema eben angeschnitten ‘worden. Meme These ist:
nun, daB man durch die Analyse der mathematischen Eigenschaften der Relationii

auf der.Menge £ wertvolles weiteres Versténdnis des Sachverhaltes gewinnen kann.

Wir studieren daher im. folgenden systematisch die Eigenschaften der Relation i im

Hinblick auf die Standardeigenschaften, die mathematische Relationen haben koén-""

nen. Im Unterricht solite man den Schiilern auf keinen Fall fertige Ergebnisse

vorsetzen, sondern sie selbst forschen und entdecken lassen.

Er@bnisse (;Igl;'Borov(_;r;ik, 1985): ‘ TRV

(1) Die Relation "... ist Indiz fir ..." ist symmetrisch, d.h.
fir alle A, B € £ gilt: Wenn A ii B, so ist auch B it A.r

Diese Symmetrie wirkt sicherlich zunichst Uberraschend, Kann aber in den obigen

Beispielen verifiziert werden: Das Ereignis "Jrne [ 'wird ausgewhlt" ist Indiz fur das’

Ereignis "Es wird eine weile Kugel gezogen", aber umgekehrt ist der Umstand, da8

eine weille Kugel gezogen wurde, auch ein Grund dafir, anzunehmen, da8 d:ese

S—
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weiBe Kugel eher aus der Urnel stammt. Im zweiten Beispiel ist tatsdchlich

vorhandene Krankheit K ein Indiz fir einen positiven Testbefund.

Beweis der Symmetrie:
Es sei P(B|A) > P(B). Daraus folgt P(AN B) > P(A) - P(B) und mit P(B) =2 P(An B), daB
auch P(B) # 0 sein mu3. Dann ist aber die weitere Aussage P(A |B) > P(A) trivial.

(2) Die Relation ii ist nicht reflexiv auf &€ .

Insbesondere gilt fiic kein A€ E irgendeine der Aussagen:

AliQ, QiiA, PiiA oder Aiif.

Aber fiir jedes A€ £ mit0 <P(A)< 1 gilt AiiA.
Diese Eigenschaften der Relationii entsprechen sicherlich msex;en Erwartungen:
Weder das sichere Ereignis Q noch das unmagliche Ereignis § kénnen das Eintreten
eines anderen Ereignisses férdern oder behindern. Aligemeiner gilt sogar, daB kein
Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 oder 0 zu irgendeinem Ereignis in der Relation ii

stehen kann. Im Grunde genommen ist also ii eine Relation auf der Menge
*
£ = E~{Xsq| P(X)=0 oder P(X)=1}.

- . . * . .. . 'S
Fir Ereignisse A€ E  gilt dann trivialerweise A ii A, auf 3* eingeschrankt ist
die Relation ii somit reflexiv.

) Aufgabe: Fir welche Ereignisse A, B gilt AliAUB bzw. AiiANB?

(4) Die nichste Frage ist die nach der Transitivitst von ii: ‘
Wenn A forderlich fiir B und B férderlich fiir C ist, ist dann A auch fdrderlich
firC? :

In der Sprechweise mit Indizien:

Wenn A Indiz fir B, B Indiz fiir C ist, ist dann A ein Indiz fir C?

Diese Frage ist nicht so ohne weiteres zu beantworten. Wir interpretieren dazu
zundchst die Relation ii in Laplacerdumen. Dies ist auch fiir sich ;_genommen
interessant und wichtig.

Satz: Essei ( Q,E,P) ein Laplacescher W-Raum wnd A,B< Q . Dann gilt A ii B
genau dann, wenn die H&ufigkeit/Dichte der Elemente von B in A héher ist als die
Héufigkeit der Elemente von B in Q . Die zu B gehérigen Versuchsausginge
kommen dann also in A angereichert (gegeniiber 2 ) vor.

Beweis: Es sei (2 ,& , P) ein Laplaceraum und A,B € £ mit AiiB.
Da nun

_ 18I _JAnsl .,
P(B) = e und P(B| A)= AT ist, gilt
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AiiB » 1AOBL IBL

Y IQl
Der Quotient | B{/1Q| gibt wegen B S Q den Anteil oder die Hiufigkeit der
Elemente von B unter den Elementen von £ an und entsprechend gibt wegen
ANBES A der Qutient IANBI /I Al den Anteil oder.die Haufigkeit der
Elemente von B unter denen von A an. Daraus ergibt sich die Interpretation der

Ungleichung, die in dem Satz oben gegeben wurde.

(5) Damit ist es uns nun moglich, Beispiele zu konstruieren, die zeigen, daB die

Relation ii nicht transitiv ist!

Dies widerspricht eventuell unseren Erwartungen und kinnte den einen oder anderen
veranlassen, die umgangssprachlichen Bezeichnungen der Relation mit "... ist
forderlich fur ...", "... begiinstigt ..." als nicht ad3quat zu betrachten. Jedenfalls
zeigt sich hier, daB diese Relation nur eine recht lockere Verbindung, einen sehr
losen Zusammenhang zwischen Ereignissen erfaBt. Aber vielleicht kann man auch
kldaren, warum sie nicht transitiv ist und damit unsere intuitiven Erwartgngen

korrigieren!

(6) Gegenbeispiel zur Transitivitit ‘
Es sei 9= {1,2,3,...,10} und {(Q, £,P) der Laplaceraum zu diesem & mit
£ =ja( Q). Weiter . sei A = {2,3,4,...,10}, B = {2,4,6,8,10} und C = {1,2,4}.
Dann gllt. A ii B, B it C, aber A picht-ii C

n
) ATB e P(B |A)> p@) » JALBI 1Bl

> —

E]

lal el
und diese Bedingung ist erflllt wegen A N B =B und weil somit gilt:

tANBl 5.5 1Bl

“lAL T 9 [T

b) BiiC wP(C I8) >P(C) = CNBl ,ICL

Bl TN e
und diese Bedingung ist ebenfalls erfillt, da Cn B = {2 4} und weu somit gllt.
JcaBl . 2 _4 .3 _ ICl
(=] =5 fI@Cia v oarc

¢) SchlieBlich ist

. . icnAal _icl
AiiC = P(CIA)>P(C)0-»—~~———lAl > 5T

Diese Bedingung ist aber nicht erfillt, da C n A = {2,4} und weil somit gilt:

st

Stochastische Unabhangigkeit ’ 19
iIcnal _ 2 I _3 2 _3
“HAl - =% * gy 10 " % <5

Die Relation ii ist daher i.a. nicht transitiv.

(7) Ein Wirfelbeispiel

Es wird mit einem normalen L aplacewiirfel einmal geworfen.

A,B und C sind folgende Ereignisse:

A "Es wird eire 2 geworfen", P(A) = 1/6.

B "Es wird eine gerade Zahi geworfen”, P(B) =1/2.

C "Es wird eine Zahl gréler als 3 geworfen”, P(C) = 1/2.

Das Ergebnis A zieht das Ergebnis B nach sich, daher ist P(B} A) = 1.

n
PCI 8 =EBLC) 2 paen-3.
Ferner gilt: ANC ist unmaiglich, dh. P(C | A) = 0.
Insgesamt sieht man durch Vergleich der entsprechenden Wabhrscheinlichkeiten
und bedingten Wahrscheinlichkeiter

AiiB, BiiC, aber: A ist nicht forderlich fiir C, A ist kein Indiz fiir C.
Eine genauere Analyse, insbesondere des Beispiels (6), zeigt, daB das Phinomen der

Nichttransitivitit durch folgenden Umstand entstehen kann. Das "vermittelnde”
Ereignis B setzt sich aus zwei Ereignissen U und V folgendermaBen zusammen:

©a) B=UUV mitUNVy7P und lUnv] <« | ul, |v]

b) Die Versuchsausgange, die zu A beitragen, sind in U enthal ten, nicht in V.
¢) Die Versuchsausginge, die zu C beitragen, sind in V enthalten, nicht in U.

A und B hiingen also sozusagen {iber U zusammen, dagegen B und C Gber V, ferner ist
U NV klein, Ich ziehe daraus den SchluB, dal unsere intuitiven Erwartungen an die
Relation "... ist farderlich fir, ist Indiz fir ... nicht gerechtfertigt sind und
korrigiert werden miissen, dhnlich ‘wie man sich etwa klar machen muB, daB die
Relation ™... ist verwandt mit ..." mehttransn tiv ist.

4 . Begriindung der Definition der stochastischen Unabhiingigkeit von Ereignissen '

Zunéchst braucht man noch eine andere Charakterisierung der Aussage A ii B .

Satz: Essei 0 <P(A)< 1. Dann gilt:
AiiB & PBIA) >P@B I A).
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Beweis: AiiB * PBI| A >PB)
* PBIA)>PB| A pP(A) +P(B | A) P(A)

nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit,

« P(B A (1-P(A) > P(B | A) P(A)
@ PB|A)>PB|A),dPA {0,

Als Folgerung erhalten wir nun den folgenden wichtigen Satz:

Satz: Es sei £ = {X€ E|0<P(X)<1}. Fir je zwei Elemente A,B € & gilt: Es
ist stets genau einer der drei folgenden Fille gegeben:

(@) AiiB

() AiiB

(¢} A undBsind inibrem Eintreten unabhingig voneinander, es gilt:

P(BIA)"P(BIA)-P(B)

Beweis: Die obige "stochastische Trichotomie" folgt sofort aus der normalen
Trichotomie der Relation <, angewandt auf P(B | A) und P(B | A) sowie aus dem

vorhergehenden Satz.

Wenn weder A noch A Indiz fiic das Eintreten von B sind und auch weder B noch B
Indiz fiir das Eintreten von A sind, so wird man sagen, daB sich A und B hinsichtlich
ihres Eintretens oder Nichteintretens gegenseitig nicht beeinflussen, also in gewisser

Weise unabhingig voneinander sind.

Definition =
(a) Zwei Eréignisse A,BE€ E* heiBen stochastisch Qnabh“éngig voneinander,
wenn P(B ] A) = P(B) ist. V -
(b) Zwei Ereignisse A, B € £ heiBen stochastisch unabhingig vohéinander,
" wenn P(A N B) = P(A) - P(B) ist.

Der Teil (b) der Definition berucksnchtlgt auch noch die Lberlegungen aus, (Z) in

Abschnitt 3 iiber Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 und gibt die
allgemeine und endgiiltige Definition der stachastxschen Unabhang;gkelt an.vS|e
erfaBt also den ganz besonderen Sachverhalt, daB sich zwei Erelgmsse hinsichtlich

ihres Eintretens gegenseitig nicht beeinflussen. Der obige Satz iiber die "stocha-

stische Trichotomie' .
Ertweder ist AiiB oder AiiB oder A und B sind unabhingig vonein-

ander,
entwertet doch etwas die Relation ii, weil sie, sozusagen, zu allgemein verbreitet

ist: Im Regelfall gilt fir zwei Ereignisse A ii B oder A ii B . - SchiieBlich Uberlegt
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man sich auch noch leicht, daB aus A ii B8 stets folgt A ii B . Dazu verwendet man,
daB jedenfalls AiiB oder AiiB gelten muB und AiiB und AiiB nicht

zusammenpassen.

5. Die Anzahl der Paare unabhzngiger Ereignisse in _aplacerdumen

Um meine Aussage zu untermauern, daB die stochastische Unabhéngigkeit zweier
Ereignisse A, B ein ganz besonderer Sachverhalt ist, will ich die Anzahl der
(nichtgeordneten) stochastisch unabhingigen Paare { A,B} in Laplacerdumen be-
rechnen. Dabei ist, fiir die obige Fragestellung, zu bericksichtigen, daB das
unmagliche Ereignis # und das sichere Ereignis  von jedem Ereignis A trivialer-
weise unabhiéingig sind. Deshalb interessiert hier vor allem die Anzahl der nicht-

trivialerweise unabhingigen Paare von Ereignissen A und B.

Definition: Gegeben ist der Laplaceraum (Q,E,P) mit I2] = n(n€IN) und
L =n(a)
(@) Unter der Funktion n = NA(n), n€IN sei folgendeS verstanden:
NA() = Anzahl der nichttrivialerweise stochastisch unabhingigen,
nichtgeordneten Paare 1 A,B} von Ereignissen aus 12(Q)
(b) Die zugehérige Anteilsfunktion n*> RNA(n), n€ IN , ist wie folgt festgelegt:

NA(n)
Anzahl aller nichtgeordneten Paare {A,B} von
Ereignissen aus 12 (2)~p, @},

RNA(n) := W

Satz 1 : Im obigen Laplaceraum ( Q, £, P) seien folgende Bezeichnungen festge-
halten: n= 2], x:= AABl, y:== |A| ind z:= IBI.

Mit diesen Bezeichnungen gilt: A und B mit ABEE, AB £ 8, #9 sind
(nichttrivialerweise) unabhingig genau dann wenn die Bedingung

nx = yz mit 1< x,y,z <n-1 _ (2

gilt.

Beweis: A tnd B unabhingig « P(A nB) = P(A) - P(B) » JAOBI_ 1Al 1Bl

X Yy z
- - = - - =
n n’n xn=yz.

Aus den Zusatzforderungen AB ¥ B, #Q ergeben sich die Bedingungen
l1<y,z<n-1.

Nun muB noch Uberlegt werden, daB der Fal! x = 0 fiir nichttriviale Ereignisse A und
B, dh. fuir AB # @, # Q0 , sowieso ausgeschlossen ist. Das priift man leicht an
einer der beiden letzten Gleichungen in obiger SchiuBkette nach.
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Satz 2: Zu jeder Lisung x,y,z der Gleichung (2) in Satz 1 gibt es
n n-x, ,n-y
(x) (yox) (z-) &
Paare nichttrivialerweise unabhingiger Ereignisse (A,B) mit x= [ANB|, y=|A],

z = {8B]|.

Beweis: Zu gegebenem x kann man auf (;‘) Arten einen Durchschnitt AnB
auswidhlen, dann diesen einerseits auf (;::) Arten zu einer Menge A ergénzen

sowie andererseits diesen auf ( rz':i) Arten zu B auffiillen.

Satz 3 :
n-1 n-1 n-1 ) .
NA(n) =3 n, .n-x, ,n-y .
Z x=1 y)::x Z}Ex 6 nx,yz ( X ) (Y-X) (z-x) (4)

R s - = S & e RO Nl Ly T

-Beweis: Im Beweis von Satz 2 wird wegen A # B (auBer §, Q ist kein Ereignis von
sich selber unabhiéngig) jedes ungeordnete Paar {A,B} doppelt gezihit. Der Aus-
druck in (3), multipliziert mit -;1 gibi nun die Anzahl gesuchtér ungeordneter Paare
{A,B } von nichttrivialerweise unabhingigen Ereignissen fur ein Tripel (x,y,z), das
. Gleichung (2) lést. Nun hat man diese Anzahlen noch fiir alle Lésungen von (2) aus

Satz 1 aufzusummieren. Das ergibt gerade die behauptete Formel (4).

Anmerkungen:

(a) Wenn n eine Primzabl ist, so hat (2) offensichtlich iiberhaupt keine Ldsung
(unter den angegebenen Bedingungen), in so einem Fall gilt:
NA(n) = RNA(n) = 0 !

(b) Die einzelnen Summanden in (4) missen der Sache nach symmetrisch in y und z

sein. Wie man leicht nachrechnet, giit das auch:

n!
xt(y-xt(z-x}n+x-y-z)

(R GG = Qg

() 6 : N, xIN - {0,1} ist das sog. Kroneckersymbol mit’

1 fur i=k
éik =
’ 0 sonst.
2"-2
( 2

SchiieBlich erhdlt man fiir den Nenner in (1) offensichtlich } und fiir RNA(n)

daher
2 NA{M)

RNA(n) = (-2)2"-3)

Stachastische Unabhangigkeit

Ich habe diese Funktion mit Hilfe eines Pascalprogrammsl) berechnet. Das folg?nde
Diagramm représentiert die Ergebnisse und bestdtigt den vermuteten Sachverhalt.

Es ist sogar zu vermuten, daB RNA(n) » ‘0 geht (n-e) .

RNA(n); .f
%
10+
.
L ] ...
.
- . e e re
.
e®eaye
. v%e®
e " See, ..
oo . - e “o“""'-‘-"
L] - . . .‘ .. L] hd hd
0. ' 50 ‘ e

6 . SchiuBbemerkungen

Insgesamt scheinen mir die vorhergehenden Ergebnisse, insbesondere die Nicht-
transivitdt der Relationii sowie der Umstand, daB i.a. vermutlich fir "fast alle"
Ereignisse entweder A ii 8 oder A ii B, nach Abschnitt 5, gilt, den SchiuB nahezu-
legén, daB die Relation ii im wesentlichen nur eine Rolle im stochastischén Denken
spielen wird im Rahmen der Entwicklung und Begriindung des Begriffs der stocha-
stischen Unabhangigkeit von Ereignissen. Ich kann ihr, im Gegensatz zu Borovenik,
keine eigenstindige und dauernde Funktion in der Stochastik zubilligen. Sie be-
schreibt, wie schon gesagt, doch nur einen sehr losen Zusammenhang zwischen
Ereignissen und als umgangssprachliche Beschreibung des stochastischen Befundes
ist deshalb die Formulierung "... ist Indiz fir ..." zweifellos am angemessensten, am

wenigsten irrefuhrend.

Ich midchte Herrn Schrage flir die sorgfaltige Lektire eines friheren Entwurfes
dieses Artikels sowie hilfreiche und fordernde Fragen und Bemerkungen dazu ganz
besonders danken!

b In- Oxfordpascal, CBM 64. Interessierten stelle ich gerne ‘eine Kopie des

Programms zur Verfiigung.
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