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Eine weitere Méglichkeit, wie der Begriff des Erwartungswertes auch eingefiihrt
werden kann®

von Alan W.Sykes

(libersetzt von W.D.Heller)

Der Erwartungswert wird in fast allen Statistikbiichern in der gleichen Vorge-
hensweise eingefiihrt. Hat man zundchst den Stichprobenmittelwert iiber die beob-
achteten Hiufigkeiten definiert, wird man in natiirlicher Weise den Erwartungs-
wert einer diskreten Zufallsvariablen X, die die Werte Xq3Xys.e. Mit den Wahr-
scheinlichkeiten DysPpseee annimmt, als

E(X) = PXp * PyXy t ... (n

definieren.

Stetige Zufallsvariablen X, deren Verteilung durch eine Dichtefunktion f\((X)
gegeben sind, bendtigen eine "‘eigene' Definition von E(X), die lautet:

E(X) = Ixf (x)dx. (2)

Natiirlich liegt es nahe,Formel (2) als stetige Version von (1) zu erkldren.
Ir. folgenden soll eine Einfithrung des Erwartungswertbegriffs betrachtet wer-
den, die in der gidngigen obigen Art sowchl den diskreten Fall (1) als auch
den kontinuierlichen Fall (2) zusammenfafit (aber nicht ersetzt!). Diese Her-
leitung ist einfach, weil sehr gut zu veranschaulichen, dariiber hinaus aber
au: diskrete und stetige Zufallsvariablenanwendbar.

Die neue Methode

Die Zufallsvariable X habe die Verteilungsfunktion F\.{x} = P(¥e<x). In Abbil-
dung 1 wird die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen X graphisch
dargestellt.
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Abb. 1: Verteilungsfunktion Fx[x) einer stetigen Zufallsvariablen X

Ein Punkt (c,o0) werde auf der x-Achse beliebig gewdhlt; es sei dann A die
Fliche zwischen x=c, Fx{x) und der x-Achse, die Fliche B wird von x=c,
Fy(x) und y=1 begrenzt. Unter der Voraussetzung, daf die beiden Flichen A
und B endlich sind, existiert E(X) und es gilt:
E(X) = ¢ + B-A. (3)

Festzustellen ist:

(i) die Definition von E(X) ist von c unabhéingig.

(ii) E(X) ist genau dann gleich c, wemn A = B ist.

(iii) Ist X eine positivwertige Zufallsvariable, dann
ist E(X) gleich der Fliche zwischen Fx(x] und y=1.

Die Méglichkeit, den Erwartungswert nach (3) zu definieren, wird in den meisten
Statistikbiichern nicht genutzt, wihrend im Buch von Feller ([1]) zumindest die
Eigenschaft (iii) ven (3) angegeben wird. Im folgenden sollen einige Aspekte
der Definition des Erwartungswerts durch (3) kurz angesprochen werden.

Aquivalenz der Formeln (1) und (3)

Eine Zufallsvariable X nehme die Werte Xq X5, Xg,Xy mit den Wahrscheinlichkeiten
PysPy:P3 und Py {p1+p2+p3+p4=1] an. Die Verteilungsfunktion FX[x} ist eine
Treppenfunktion, die an den Stellen X; die SprunghShen p; besitzt. Wendet man
(3) wie oben gezeigt an, so folgt:

A= p1 {C_xl) *: PZ(C—X2)

B = PS(Xs'C) + Pdtxdhc)


Franziska Kahler
Textfeld
Stochastik in der Schule, Heft 3, Band 2 (1982)


.

Nach einigen kleinen Umfo i i =
Tmungen ergibt sich C+B-A‘p1x1+p2x2+p3x3+p4x4, was

der Definition (1) entspricht.
Fx'[xj 4
S
\\ p4
Fliche = p, (c-x,) ! p. \

O O
Fliche = p,(x,-c)

L
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Beispiel fiir eine diskrete Zufallsvariable, deren Werte gleiche Abstinde haben

X sei eine diskrete Zufallsvariable, deren Verteilung durch die beiden ersten
Zeilen von Tabelle 1 gegeben sei. Wird nun fiir c ein Wert des Wertebereichs von
X gewdhlt - z.B. c=6 - so mub als nichstes die Wahrscheinlichkeitsmasse, die
oberhalb und unterhalb von ¢ liegt, aufsummiert werden (Zeile 3 in Tabelle 1) 65
Wiederholt man diesen Vorgang, so ergibt sich Zeile 4 der Tabelle 1. In beiden
Fdllen werden die Wahrscheinlichkeiten, die zu dem gewdhlten c-Wert gehoren,
nicht berlicksichtigt. Die in Tabelle 1 eingekreisten Werte werden nun mit 2
multipliziert um A und B zu erhalten. Somit ist E(X) = 6+2:(0.7-0.4) = 6.6.

Tabelle 1
Wertebereich von X 2 4 6 8 10
P[X=xi) 0.1 0.2 0.3 0.1 0.3

St'mmierte Wahrschein- 0.1
lichkeiten (Stufe 1) . 0.3 =

Summierte Wahrschein-

lichkeiten (Stufe 2) 0.1

(S o
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o
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Wird fiir ¢ anstelle von 6 der Wert 8 gewihlt, dndern sich die Zeilen 3 und 4
von Tabelle 1 folgendermafen:

Wertebereich von X 2 4 6 8 10

Summierte Wahrschein- 0.1 0

lichkeiten (Stufe 1) 0.6 v 0.3

L

Summierte Wahrschein- .
lichkeiten (Stufe 2) | O-' [ @4 | 1.0 0.3

und E(X) ergibt sich zu E(X) = 8 +2(0.3-1.0) = 6.6.

Gruppierte Werte, wobei die Klassenbreite konstant ist

Durch Tabelle 2 ist eine Hiaufigkeitsverteilung gegeben, deren Stichprobenwerte
in 5 Klassen gleicher Breite zusammengefaflit werden. Die die Klassen reprisen-
tierenden Werte (die Klassenmitten) sowie die relativen Hiufigkeiten stimmen
mit den Werten von Tabelle 1 iiberein. Der Stichprobenmittelwert der Daten wird
analog dem Vorgehen in Tabelle 1 bestimmt, die Vorgehensweise sei aber abwei-
chend von Tabelle 1nunin Tabelle 2 fiir absolute Hiufigkeiten dargestellt.

Tabelle 2

Klassen [ ) 1bis 3 | 3bis 5 | Sbis 7| 7bis 9 | 9 bis 11
Klassenmitte 2 4 6 8 10
absolute Hiufigkeit 10 20 30 10 30
sumierte absolute

Hiufigk. (Stufe 1) ® & 0 £
summierte absolute

Hiufigk. (Stufe 2) 10 30

Stichprobenmittelwert = 6 + %(?0—40) = 6.6.



Da die Urdaten nicht vorliegen, kann die Berechnung des Stichprobenmittel-
wertes nur unter gewissen Annahmen durchgefithrt werden. Die Berechnungen in
Tabelle 2 setzen voraus, daB die Wahrscheinlichkeitssumme von jeder Klasse auf
die Klassenmitte konzentriert ist - die Stichprobenverteilungsfunktion (oder
auch empirische Verteilungsfunktion) also eine Treppenfunktion ist (Abb. 3).
Realistischer wire es anzunehmen, daf die Werte inmerhalb einer Klasse gleich-
verteilt sind, so dafl sich als Stichprobenverteilungsfunktion der in Abb. 3
dargestellte Polygonzug ergibt. Die Anwendung unserer neuen Definition (3) auf
beide Verteilungsfunktionen ergibt das gleiche Resultat (die relevanten Flichen
A und B sind anhand von Abbildung 3 zu berechnen, wobei die Berechnung der
Fldchen A und B leichter sein wird als die der entsprechenden Flichen des
Polygonzuges) .
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Berechnung von E(X) fiir eine ''gemischte Zufallsvariable"

Die Formeln (1) und (2) kSnnen nur auf Zufallsvariablen angewendet werden, die
entweder diskret oder stetig sind. Nicht angewendet werden kénnen sie fiir Zu-
fallsvariablen, die weder diskret noch stetig sind und die also weder eine
Treppenfunktion noch eine stetige Funktion als Verteilungsfunktion besitzen.
Die in Formel (3) bendtigten Flichen A und B hingegen konnen immer berechnet
werden. Sei etwa folgende Verteilungsfunktion Fx[x1 der Zufallsvariablen X ge-
geben:

0 filr' X <0
- o1
\ by tiiy o] i.\ < 3
F (x) =
X 1 1 - 1 )
f X+ 3 fiir 7 <x < 1
R fir x =1

Der Graph von FY{xj weilst eine Unstetigkeitsstelle bei x = % auf. Nimmt man
deswegen c=% und wendet (3) an, so 1dft sich iber die Dreiecksflichen A und

B mit den Flicheninhalten von 1/32 und ¢ 64 E(X) zu

E(X) = & + 9/64 - 1/32 = 23/64

berechnen.

Die Markoffsche Ungleichung

Die Tschebyscheffsche Ungleichung, ein korollar der Markoffschen Ungleichung,
kann fiir den Beweis des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen verwendet werden.
Obwohl dieses Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung sicherlich nicht allzu
tief im Stochastik-Schulunterricht behandelt werden diirfte bzw. kénnte, soll
kur:z auf eine Amwendung von Formel (3) zur Begriindung der Markoffschen Un-

gleichung eingegangen werden.
Fiir eine positivwertige Zufallsvariable X, die den Erwartungswert E(X) besit:zt,

lautet die Markoffsche Ungleichung:
P(Xo1) g%ﬂ , Ws0.'

Diese Ungleichung ergibt sich in natiirlicher Weise aus Formel (3): E(X) ist
die durch FX{xJ, v = 1 und x = O begrenzte Fliche,) - P(X>)) ist hingegen die
Fliche eines Rechtecks, das in der E(X) charakterisierenden Flidche enthalten ist.

Zusammenfassung

Es ist nicht schwierig die Grenzen der in dieser Arbeit betrachteten Definitions-
miglichkeit von E(X) aufzuweisen - E(X) einer Poissonverteilung liber (3) zu be-
stimmen wire ein "'tédliches" Unterfangen. Des weiteren benéitigt man zur Berech-

1 Die Markoffsche Ungleichung gilt noch fiir einen allgemeineren Fall:

i T
Pi x i;}ifﬂd}?_l, wobei X eine beliebige Zufallsvariable und » ,r>0 sind.
Als Spe:ialfail erhilt man dann fiir r=2 und Y=X-E(X) die Tschebyscheffsche

Ungleichung.
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nung von E(XZ} nach (3) die Verteilungsfunktion von Xz. Nichts desto weniger
kann die Formel (3) und mit ihr ihre Anwendungen als elementar, anschaulich
und als ein erfolgreicher Schritt bei der Zusammenfassung der Formeln (1) und
(2) fiir den diskreten bzw. stetigen Fall eingestuft werden. Sind dies nicht
genug gute Grinde, um (3) in elementaren Stochastikbilichern zu erwdhnen?
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