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FUSSBALL-BUNDESLIGA UND STOCHASTIK-UNTERRICHT
H.K. STRICK

1.Einfihrung

In der Spielzeit 19&(,81 fielen in cer Fulball-Bundesliga
insgesamt 1039 Tore; das sind (bei 306 Spielen inspesamt) im
Fiittel pro Spiel 3,355 Tere., 628 Tore wurden von den Heim-
mannschaften erzielt, 411 von den Gastmannschaften (Mittel~
werte 2,032 bzw. 1,343 Tore prc Spiel).

Lassen sich hieraus Aussacen iiber die Resultate einzelner

o

Spiele cewinnen 7%

Mit diesen Informationen durch einen FuBhall-begeisterten
Schiiler versehen wurde in einem Stochastik-leistungskurs

der £instiec in die PCISSCh=Verteilunc versucht.

Den Schiilern war bis dahin im wesentlichen nur die Binomial-
verteilung als Verteiluna bekannt. Es lag fir die Schiiler also

nahe, einen B8inomialansatz zu versuchen,

Oer Becriff des Frfolgs bei BERNOULLI-Versuchen 138t sich un-
schwer mit dem Torerfelo einer Mannschaft identifizieren. las
aber sind bei =2inem Fulballspiel die Miflerfolge, was die Stufen
des BERNCULLI-Versucits 7 was schliefflich ist die Erfolcswahr-
scheinlichkeit ?

Nach einicen Versucren (etwa: Anzahl der Stufen = £nzahl der
Torschiisse) kommt die Idee auf, jede Minute des 90miniitigen
Fufltalilspiels als eine Stufe anzusehen, 'Erfolge! sind dann die
Minuten, in denen ein Tor f&#llt, 'MiBerfolece' die Minuten, in
denen kein Tor fZ1llt.

41s Erfolgswahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem c.a. Mittel-

wert: 3,398

= 5 = L,377 (C,C228 bzw, 0,145 fir

Torerfolce der Heim- bzw. Gastmannschaft).

Die #ahrscreinlichkeit fi'r ein Spiel mit G Toren ist demmach:

piv=e) = (%) 0,0377°%.6,9623°C = C,031%
... mit 1 Tor:

o}
P(x=1) = (°D)-p,c3777. 008255 = g, 111

ees mit 2 Toren:

«]
E(x=2) = (';)-C,(3772.G,§623 = C,1937 usuw.
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Ein FuBballspiel als 9Cstufigen BERNCULLI-Versuch zu interpre-
tieren, erscheint nicht erst fragwirdig, wenn man bedenkt, dal
es Spiele gibt, bei denmen innerhalb einer Minute auch 2 Tore
fallen. Die Interpretation eines FuBballspiels als 90.6C =
S5400-stufigen BERNOULLI-Versuch flhrt allerdings zu etwa glei~

chen Wahrscheinlichkeiten fur Spiele mit 0,1,2,.. Toren.

Es ist: P(x=0) = €,0335
P(x=1) = 0,1139
P(X=2) = 0,1935  usuw.

2.,P0ISSON-Verteilung als Naherung

Die Erhdhung des Stichprobenumfangs brachte bei vorgegebenem
Mittelwert eine weitere Verkleinerung der Erfolgswahrschein-
lichkeit p mit sich. Es erscheint daher sinnvoll,fir groQe :
Stichprobenumfinge n und kleine grfolgswahrscheinlichkeiten p é

die POISSON-Verteilung als Ndherungsverteilung einzufihren.

aus P(x=0) = (D)-p%-(1=p)" = (1 - & )" o ung

"

p(x=k) = 15i%%{%§- Px=k=-1) = {f- P(X=k=1) FUT K=1,2,3500.

gewinnt man die Formel:

k
P(X=k) & % e ™ (vgl. Lehrblcher zur Stochastik).

3.Anpassung durch die POISSCN-Verteilung

Mit den Werten m=3,393 bzuw. M =2,052 bzw. FG =1,343 erh3lt man

die folgenden Wahrscheinlichkeiten fir Spiele mit k Toren :

WahrscheinIichkeit fir k Tore
“ insgesamt .. der Heimmannschaft | .. der Gastmannschaft
0 0,034 0,128 ‘ 0,261
1 0,114 0,264 6,351
2 0,193 0,278 0,235
3 0,219 F 0,185 G, 105
4 0,186 0,695 0,035
5 0,126 0,039 0,010
6 0,671 (26} .C,019 (z6) ©,GC3
7 0,035
28 0,022

Tab. 3.1: Wahrscheinlichkeitsverteilung: Anzahl der $piele mit k Toren
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Bei 306 Spielen ergeben sich aus der Tabelle 3.1 die folgenden
Erwartungswerte fiir die Anzahl der Spiele in der Spieslzeit

mit k Toren:

. Erwartungswert der Anzahl der Spiele mit k Toren
insgesamt ++ der Heimmannschaft | .. der Gastmannschaft

8] 10,3 39,3 79,9
1 34,8 ) 80,7 107,3
2 59,1 82,8 72,0
3 66,9 56,6 32,3
4 56,8 29,1 10,8
5 38,6 11,9 2,9
6 21,8 (26) 5,6 (2s) 0,8
7 10,6

28 6,1

Tab. 3.2: Erwartungswerte der Anzahl der Spiele mit k Toren

Die Anpassung der tatsdchlichen Verteilung der Anzahl der Spiele
mit 0,1,2,... Toren an die aufgrund des POISSON-Ansatzes ist

erstaunlich:

. Empirische Verteilung: Anzahl der Spiele mit k Toren
insgesamt .« der Heimmannschaft }.. der Gastmannschaft
0 13 44 79
1 29 74 ' 107
2 60 87 71
3 65 51 33
4 61 31 11
5 39 14 2
6 26 (26) s 26) 1
7 6
28 7

Tab. 3.3: Empirische Yerteilung: Anzahl der Spiele mit k Toren

Man beachte, dafl die 'theoretische' Verteilung allein aus der
Information Uber die Anzahl der insgesamt gefallenen Tore be-

rechnet wurde.




4.,Faltung der POISSON-Verteilung

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der (theocretischen)
Verteilung fir die Anzahl der Tore insgesamt und den Vertei-
lungen fir die Anzahl der Tore der Heim- bzw. Gastmannschaft ?
Es miBte gelten:
P(x=0) = p(xH=uA XG=G) = p(fou)-p(xG=0),

= = = =T = =
P(x=1) p(xH quG voXy 1AXG o)

= P(XH=D)’P(XG=1) + p(xH=1)-p(xG=0),

P(X=2) = p(xH=0)-P(xG=2) + P(XH=1)-D(XG=1) + P(XH=2)-P(XG=U), Usu.

€in numerischer Vergleich zeigt die Ubereinstimmung.

In der Tat gilt allgemein:

P(XH=D)-P(XG=k) + P(XH=1)-P(XG=k—‘)) Foeee 4 P(XH=k)-P(XG=D)
k

= Z-O P(XH=1)-P(XG=1<—1)

- i k=1
S A T

T & it RCESN

“() e
= ¢ Z il (k-i)!

~(m o) K

1 ) .

= Y . E (i:) '“Hl "Gk—l
1 ~(m ) e K

Y < g+ M)

Andererseits ist dies gerade gleich

k
PlX=k) = e")“_k&! N T

S.Aussagen Uber einzelne Spielergebnisse

Von der Erfahrung aus Abschnitt 4 bestdrkt, wagen wir weitere
Aussagen:
Spiele mit 1 Tor k&nnen nur 1:0 oder 0:1 enden. Die Wahrschein-

lichkeit fir das Resultat '1:0' ist - gemiB POISSCN-Ansatz
P('1:0') =~ 0,264 0,261 = G,0689 .,

Bei 306 Spielen bedeutst dies eimen Erwartungswert von 21,1

Spielen. Entsprechend ergibt sich fir das Resultat 'C:1°':

P('0:1') & 0,128-0,351 = 0,0449
oder ein Erwartungswert ven 13,7 Spielen. Die Summe der beiden
Erwartungswerte ergibt gem#B Abschnitt 4 wieder. insgesamt 34,8
Spiele mit 1 Tor.

In den nachfolgenden Tabellen 5,1 und 5.2 sind entsprechende
Rechenergebnisse fiir andere Spielresultate aufgefihrt sowie
zum Vergleich die empirische Verteilung der Resultate aus der

Spielzeit 80/81:

Anzahl der Tore der Gastmannschaft
b 0 1 2 3 4 5
© o} 10,3 13,7 9,2 4,1 1,4 0,4
1]
é‘t 11 21,1 28,4 19,0 8,5 2,8 0,8
©
«E 2| 21,6 29,0 19,4 8,7 2,9 0,8
52 3| 14,8 19,9 13,3 5,9 2,0 0,6
%E 4| 7,6 10,2 6,8 3,1 1,0 0,3
E
g 5 3,1 4,2 2,8 1,3 0,4 0,1
< T
Tab. 5.1: Theoretische Verteilung der Spielresultate
Anzahl der Tore der Gastmannschaft
0 1 2 3 4 s 6
. o 13 8 9 10 3 [3 1
] 11 21 31 9 8 4 1 0
os 2| 20 33 27 4 2 1 o
O G M
o 3] 13 15 14 7 2 0 0
= 0
28 4 8 13 8 2 0 0 0
-5 5 4 7 1 2 0 ) 0
L E
nE 6 o i} 1 0 0 s i
cCa
<z 7 C 2 2 0 0 o 0

Tab. 5.2: Empirische Verteilung der Spielresultate 80/81

War man in Abschnitt 3 Uber die Glte der Anpassung erstaunt, dann

wird man sich tber die zum Teil erheblichen Abweichungen wundern.

Wis 1&Bt sieh dies erkldran ?

In den Rechnungen von Abschnitt 4 wurde zum Beispiel geschlossen:

P(X=1)

i}

P{X,=1)- p(xG=0) + p(xH=o). P(Xg=1)

o

p(xH=1,\xG=o v xH=04xG=1) .



dh. die Wahrscheinlichkeiten wurden multipliziert, ohne daB
gepriift wurde, ob die entsprechenden Ereignisse unabhingig

sind !

Aus dem Vergleich der Tabellen 5.7 und 5.2 ergibt sich, daf die
Voraussetzung der Unabhdngigkeit der Torerfolge der Heim~ bzuw,
Gastmannschaft richt zuldssig ist.

An einem Beispiel sei die Interpretation der Abuweichurgen der
Werte gewagt: Es ist plausibel, daB ein Spielstand von 1:2 fir
die Gastmannschaft die Heimmannschaft zu erhShten Anstrengungen
veranlalt, die dann Uber die theoretische Erwartung hinaus zum
Spielstand 2:2 fihrt. (Die Gesamtzahl der Spiele mit 1:2 und 2:2

ist im theoretischen wie im empirischen Falle etwa gleich,)

6.Aussagen Uber die Gesamtzahl der Siege und bnentschieden

Nach den Uberlegungen von Abschnitt 5 ist das Ergebnis der fole
gendsn Untersuchung nicht mehr verwunderlich. Aus Tabelle 5.1
konnte man Erwartungswerte fir die Anzahl der Heimsiege, Unent-
schieden und Heimniederlagen gewinpen:

Fiir die Unentschieden ergibt sich aus den Diagonalwerten ein
Erwartungswert von ca. 65. Fiir die Heimniederlagen ist der Er-
wartungswert ca. 76 (Summe aller Erwartungswerte oberhalb der
Diagonale der Unentschieden), Hieraus ergibt sich ein Eruwartungs-—
wert von ca. 165 Heimsiegen. Die empirischen Werte der Spielzeit
50/81 waren: 164 Heimsiege (!), 80 Unentschieden und 62 Heim-

niederlagen.

7.Untersuchungen zur AbschluBtabelle der Spielzeit

Legt man nun die Gesamtzahl der Heimsiege, Unentschieden und
Heimniederlagen zugrunde, dann kann man hiermit wversuchen, einen
Bezug zur Bundesliga-Abschlultabelle herzustellen.

Die Anteile von 53,6% Heimsiegen, 26,1% Unentschieden und 20, 3%
Heimniederlaoen entsprechen in etwa auch den Anteilen friherer
Spielzeiten. Setzt man diese Anteile als Lahrscheinlichkeiten

fur Heimsieqe, Unentschieden und Heimniederlacen einer Mannschaft
an, dann 138t sich die Abfolga von 17 Heimspielen als Zufalls-
versuch mit 17 Stufen und den Wahrscheinlichkeiten von 0,536 fir
den Gewinn von 2 Punkten bzw. von 0,261 fiir den Gewinn von 1
Punkt fir jede Stufe interpretieren. Entsprechend hat man bel den

Auswédrtsspielen eine Wwahrscheinlichkeit von 2(,3. fir dem Gewinn
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von 2 Punkten und ebenfalls von 26,1% fir den Gewinn von 1 Punkt,

Aus der Wahrscheinlichkeit fir k1 Heimsiege, k2 Unentschieden und

k, Heimniederlagen

3
K K K
Pk, k. k) = (. 7 y. 5,536 -0,261 2.0,203 °  bzu.
17Kk Kyyk, yk
1KoKy
1 1 1
1
P(1.,1.,1) = (. Y )y .o5,203 '-0,261 2.0,536 °
pelgris 11,1,

fur 11 Siege, l2 Unentschieden und 13 Niederlagen bei Ausuwdrts=-
spielen erh&lt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung fUr den
Gewinn von k = 2k1+k2 Punkten aus Heimspielen bzw. 1 = 211 +l2
Punkten aus Auswdrtsspielen und hieraus wiederum die Wahrschein-

lichkeitsverteilung fiUr die Gesamtpunktzahl der Spielzeit.

Die hierzu notwendigen Rechnungen lassen sich mit dem Computer
schnell durehfilhren. Die Tabellen 7.1, 7.2 und 7.3 enthalten
die beschriebenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir Punkte

aus Heim-, Auswirtsspielen, sowie die Gesamtverteilung.

Der Deutsche Meister der Spielzeit 1980/81 erreichte 53 Punkta,
was der theoretischem Tabelle nach nur selten vorkommt. (Auch
die 45 Punkte, die als bisherige Minimalpunktzahl in der Spiel=-
zeit 75/76 fir den Gewinn der Deutschen Meisterschaft genlgten,
liegen in der Tabelle 7.3 im Bereich der 'seltenen' Ereignisse.)
Entsprechend selten wdre nach der theoretischen Tabelle auch die
Tatsache, dafl eine Mannschaft mit 26 Punkten noch den Klassen-
erhalt erreicht, wie dies in der Spielzseit 80/81 der Fall war

(3 von 18 Mannschaften steigen ab =~ das sind 16,7%).

Die starken Abuweichungen zwischen thecoretischer Verteilung und
Bundesliga=AbschluBtabelle erkldren sich aus der unterschied=-

lichen Spielstdrke der Mannschaften - der Ansatz fir die Rech-
nung, 'Wahrscheinlichkeiten' fir Heimsiege, Unentschieden und

Heimniederlagen fir alle Mannschaften, erweist sich als nicht

zuldssig. Das benutzte Modell stellt sich als unzuldnglich

heraus.

8.Abschliefende Bemerkung

In diesem Aufsatz wurde versucht, mit Hilfe von mathematischen
Model1len die Reelitd8t zu beschreiben, Die Schwierig-
keiten, die sich in den Abschnitten 5, 6 und 7 ergaben, hietsn
eine gute Méglichkeit, die Problematik der Modellkonstruktion

im Unterricht zu thematisieren.
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Auszug aus dem Computar-Ausdruck: Tabelle 7.3: Gesamtverteilung (Heim-— und Auswirtsspiele)
Jabelle 7.,1: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiUr Punkte aus Heimspielen
Punktzahl Wahrscheinlichkeit kumulierte Wahracheinlichkait
Punktzahl Wahrscheinlichkeit kumulierte Wahrscheinlichkeit o
0 - 3 }<0’5.10'3 <0,0007
1 }(0.5 10 < 0,0005 19
20 0,001 0,0016
12 g,001 0,0014 21 0,002 : 0,0032
13 0,002 50,0036 22 0,003 0,006
14 0,005 0,008 23 0,005 0,011
15 0,009 0,017 24 0,008 0,020
16 0,016 0,033 25 0,013 0,033
17 0,028 0,061 26 0,019 6,052
18 6,043 0, 105 27 0,028 0,080
19 0,063 0,167 28 0,037 0,117
20 0,084 0,251 29 0,048 0,165
2 0,103 0,353 30 0,059 0,225
22 0,116 0,470 51 0,070 0,295
23 0,121 0,591 12 0,078 0,373
24 0,115 0,705 33 0,084 0,457
» ©,099 0,804 34 0,086 0,543
26 0,077 0,882 ‘ 25 0,084 0,627
2 0,054 0,936 36 0,078 0,705
» 0,033 0,969 37 0,070 0,775
29 0,018 0,987 ; 28 0,059 0,835
30 ¢,008 ) 0,9956 29 0,048 o, 863
31 0,003 0,99€8 40 0,037 0,520
32 0,004 0,9998 41 0,028 0,948
zz <0,5-107 1,0008 42 0,019 0,967
43 0,013 0,980
44 0,008 0,989
Tabelle 7.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung fir Punkte aus 45 0,005 0,994
Auswdrtsspielen 46 0,003 0,997
ergibt sich aus Tabells 7.1 bei Betrachtung der Verlustpunkte ) a7 0,002 - 0,9984
(Gewinnpunkte = 34 - Verlustpunkte). ; 48 0,001 0,9992
| ‘s I
! 6a <0,5+10 >0,9996
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REM XX*¥ THEORETISCHE BUNDESLIGA-TARELLE XXX
OIM H{34),G(34),W (48
FRINT "EINGARE WAHRSCHEINL .F.HEIMSIEGyUNENTS
INFUT FrReA

REM X¥% BERECHNUNG D.WAHRSCHEINL.MIT FOLYNOMIALAMBATZ Kxx
F=1 \ Fl1=1 \ R=1-F-Q

FOR I=0 TO A
FOR J=0 TO A-I
K=A-I-J N\ L=2%I+J

HOL) =FXPTIKQA™JKRRK+H(L)

F=FkK/(J+1)

NEXT J

Fl=F1%(A-I) /(I+1)

F=F1

NEXT I

REM ¥%% EINZELVERTEILUNG #XX

FRINT “EINZELVERTEILUNG* N PRINT N PRINT

FRINT » "HEIMSFIELE" vy "AUSWAE ELELE"

FRINT "PUNKTZAHL" s "W-VERTEILURNG" ¢ "RUMUL . W-VERT, "¢ "W~
FRINT “KUMUL ,W-VERT."

FRINT

§=0 \ T=0

FOR [=0 TO 2%a

GEL)=H{2¥%A-|)

ATEDEN AN I SFIELE"

ELLUNG® s

250 8=S+H(L)

T=T+G(L)
FREINT * CPLrHOL) s S G LT

280 NEXT L

J10 PRINT *FUNKTZAHL" s "W-VERTEILUMNG® »

REM XXX BERECHNUNG BESAMTVERTEILUMG ¥kx
FRINT N\ FRINT N\ FRINT % PRINT " AMTVERTELILUNG" ~ FRINT 5 FRINT

320 FOR L=0 TO 2%&

330 EQR M=0 TO 2x%A

340 N=L+M

350 WN)=W(N)FGCLYRHEM)

NEXT M

370 NEXT L

REM XXX AUSBRUCK GESAMTVERTEILUNG X%¥

390 8=0

FOR N=O TO 4% :
S=8+W(N) '
FRINT * "ENPW(NY S o

430 NEXT N X

ENIr






