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Zusammenfassung: Der Artikel fragt nach der mi-
nimalen Anzahl an Personen fiir eine Wahrschein-
lichkeit von mindestens 0,5, wenn a) wenigstens 2
Personen am gleichen Tag Geburtstag haben und b)
wenigstens eine Person mit dem Leser dieses Artikels
am gleichen Tag Geburtstag hat. Beiden Problemen
liegt die gleiche Frage iiber die notwendige Anzahl
an Kontrollen zugrunde.

1 Einleitung

Vermutlich werden viele Leser bei dem Titel des Ar-
tikels denken, dass dies doch ein allseits bekanntes
Problem sei. In der Tat sind die meisten von uns mit
dieser Art von Denkaufgabe vertraut, ist sie doch das
klassische Beispiel flir kontraintuitive Ergebnisse in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Uber die zufillige Ubereinstimmung von Geburts-
tagen und die verbliiffende Uberraschung nach der
Feststellung, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
mindestens 2 Personen am gleichen Tag Geburtstag
haben, bereits bei n =23 Personen p=0,5 iiber-
schreitet, ist viel geschrieben worden (siehe Nicker-
son 2004, Weaver 1963). Diese Schriften enthalten
sorgfiltige numerische Belege dafiir, was Feller 1957
noch als erstaunliches Phidnomen bewertet hatte.
Viele Autoren entwickelten Abwandlungen und Ver-
allgemeinerungen des oben genannten Standardpro-
blems (z. B. Diaconis & Mosteller 1989, Matthews
& Sones 1998 und McKinney 1966). Scheinbar gibt
es kein Detail, dass nicht schon tiefgriindig genug un-
tersucht wurde. Doch dann entschied ich mich, die-
ses Problem um eine weitere Facette von zufilligen
Ubereinstimmungen zu erweitern, die in den bisheri-
gen Darstellungen offenbar iibersehen wurde.

Zwei fundamentale Problemstellungen des Geburts-
tagsproblems werden in diesem Artikel mit ihren
Losungen vorgestellt und mogliche Griinde fiir die
bekannten Fehleinschdtzungen angegeben. Die ver-
gleichende Gegeniiberstellung konnte didaktisch ge-
nutzt werden, um bestehende Zweifel unter Schiilern
in Bezug auf das Geburtstagsproblem zu beseitigen.

Wir gehen von folgenden Annahmen aus: Die Chan-
cen filir alle 365 Geburtstage im Jahr sind gleich
und die Geburtstage sind unabhingig voneinander
(Schaltjahre und Mehrlingsgeburten werden vernach-
lassigt). Ein Geburtstag ist festgelegt durch den Tag
in einem Monat, das Jahr wird nicht betrachtet.

2 Zwei Problemstellungen

Nach dem Vorgehen von Michalewicz and Michale-
wiz (2008) und Mosteller (1965) versuchen wir die
Anzahlen durch zwei Problemstellungen herauszu-
finden.

Problem a. Finde die kleinste Anzahl an Personen,
die in einem Raum zusammenkommen miissen, da-
mit eine Wette darauf, dass unter diesen Personen
mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben,
eine Gewinnchance von mehr als 50 % hat.

Problem b. Finde die kleinste Anzahl an Personen, die
mit dir in einem Raum zusammenkommen miissen,
damit eine Wette darauf, dass unter diesen Personen
mindestens eine mit dir am gleichen Tag Geburtstag
hat, eine Gewinnchance von mehr als 50 % hat.

3 Die zwei Losungen

Ein geeigneter Weg, um die Wahrscheinlichkeiten der
beiden Ereignisse a. wenigstens zwei Personen haben
am gleichen Tag Geburtstag bzw. b. mindestens eine
Person hat mit dir am gleichen Tag Geburtstag zu er-
mitteln, ist es, die Wahrscheinlichkeit der Gegener-
eignisse, dass a. alle Personen an unterschiedlichen
Tagen Geburtstag haben bzw. b. dass keine Person
mit dir am gleichen Tag Geburtstag hat zu berech-
nen.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir
die Personen in beiden Problemstellungen willkdir-
lich durchnummerieren. Fir Fall a. gilt: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass Person 2 an einem anderen Tag
Geburtstag hat wie Person 1, betrdgt 364/365, die
Wabhrscheinlichkeit, dass Person 3 an einem anderen
Tag Geburtstag hat wie die Personen 1 und 2, betrigt
363/365 und die Wahrscheinlichkeit, dass Person &
an einem anderen Tag Geburtstag hat, wie die Per-
sonen 1, 2, ..., k— 1 betragt (365 — k+ 1)/365. Alle k
Geburtstage unterscheiden sich voneinander mit der
Wabhrscheinlichkeit von

364363 - ... (365 k+ 1)/365".
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Daher betrdgt Wahrscheinlichkeit, dass unter & Per-
sonen mindestens 2 Personen am gleichen Tag Ge-
burtstag haben

364363 ... (365—k+ 1)
365k—l . (1)

Fiir Fall b. gilt analog: Die Wahrscheinlichkeit, dass
dass Person 1 an einem anderen Tag Geburtstag hat
als du, betriagt 364/365 und das gilt auch fiir Person 2,
3, ..., k. So betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass sich
die Geburtstage von k unabhéngigen Personen von
deinem Geburtstag unterscheiden (364/365)F und das
unter den & Personen wenigstens eine Person mit dir
am gleichen Tag Geburtstag hat
364\
(3%

365 2

Die minimale Anzahl k an Personen, fiir die die Wahr-
scheinlichkeit p = 0,5 iibersteigt, betrigt:

23 fiir Formel (1) in Fall a. und
253 fiir Formel (2) in Fall b.

In Wirklichkeit sind die 365 Geburtstage in einem
Jahr nicht gleichwahrscheinlich. Berresford (1980)
berechnete die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
eine Ubereinstimmung (Fall a.) anhand der Gebur-
tenraten im Bundesstaat New York im Jahre 1977.
Seine Erkenntnis: 23 Personen sind nétig, damit
die Wahrscheinlichkeit p = 0,5 iibersteigt. Er zeig-
te damit, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen ge-
meinsamen Geburtstag gegeniiber der tatsdchlichen
Verteilung robust ist und wie bei einer unterstellten
Gleichverteilung 23 Personen ausreichen, damit eine
Ubereinstimmung eher wahrscheinlich ist als nicht.

Matthews & Stones (1998) vertreten die Auffassung,
dass die realen Abweichungen von der theoretischen
Gleichverteilung der Geburtstage tiber das Jahr hin-
weg dazu neigen, das Auftreten zufilliger Uberein-
stimmungen zu begiinstigen. Dafiir haben sie zehn-
mal die Geburtstage von jeweils 23 Personen auf
einem Fuf3ballfeld (zwei Mannschaften plus Schieds-
richter) untersucht. Sie fanden eine beeindruckende
Konsistenz zwischen den Vorhersagen basierend auf
dem vereinfachten mathematischen Modell und den
real beobachteten Anzahlen an Ubereinstimmungen
in den 10 FuBballveranstaltungen. Ahnliche Ergeb-
nisse finden sich auch bei Petocz & Sowey (2006),
die die gemeinsamen Geburtstage unter den briti-
schen Premierministern untersucht haben.

4 Weit verbreitete Fehlschatzungen

Die notwendige Anzahl an Personen, die spontan bei
meinen Befragungen von Studenten, Kollegen und

Freunden als eine Antwort fiir beide Problemstellun-
gen vorgeschlagen wurde, betriagt 183 — die Halfte
von 365 nach oben gerundet. Das gleiche Ergebnis
findet sich bei Michalewicz & Michalewicz (2008),
Mosteller (1962) sowie in den Ausfithrungen von
Plous (1993) und Rosenhouse (2009). Die Befragten
meinen wohl, dass bei 365 mdoglichen Platzierungen
von Personen gentigend freie Pldtze vorhanden sind,
es sei denn, die Zahl der Personen hat etwa die Hélfte
der verfiigbaren Plétze erreicht. Das Schubfachprin-
zip stellt sicher, dass wenn n Elemente in m Ablage-
fachern mit n > m abgelegt werden, eine Schublade
mehr als ein Element enthalten muss. Die Geburts-
tag-Problemstellungen erfordern nur die Hélfte von
dieser Gewissheit, namlich p > 0,5. Daher rechnet
man sich aus, dass die Anzahl der Personen nicht
weniger als die Hélfte von 365 sein sollte. Intuitive
Schitzungen verfehlen somit das Ziel. Die richtige
Antwort zu Problem a. wird iiberschitzt und die rich-
tige Antwort zu Problem b. wird unterschétzt.

5 Warum liegen die Schatzungen
so weit vom Ziel entfernt?

Offenbar nehmen die Befragten im Fall a., neben
der Position des halbvollen Schubfachprinzips, eine
selbstzentrierte Sichtweise ein und iiberlegen, wie
viele Personen fiir eine 50-50-Chance nétig sind, um
mindestens eine Ubereinstimmung mit ihrem eige-
nen Geburtstag zu haben (abgesehen von den Uber-
einstimmungen zwischen anderen Personenpaaren).
So schlagen sie berechtigterweise eine Anzahl vor,
die viel grofer ist als 23, aber immer noch nicht grof3
genug. Nur beantworten sie damit die falsche Frage.
Auch diejenigen, die die mdglichen gemeinsamen
Geburtstage der anderen Personen beriicksichtigen,
schitzen die Anzahl an Paaren weit niedriger als die
Anzahl an Kombinationen von zwei Elementen aus
einer bestimmten endlichen Menge ergibt.

In Fall b., der sich auf den eigenen Geburtstag der
Befragten bezieht, ist die Vorstellung, dass 183 Per-
sonen die Hélfte aller Geburtstage eines Jahres bele-
gen, fehlerhaft. Denn sie vergessen dabei, die erheb-
liche Anzahl derjenigen Personen, die mit einer oder
mehreren anderen am gleichen Tag Geburtstag haben
konnen. Somit tiberdecken die 183 Personen weit we-
niger als die Halfte aller Geburtstage eines Jahres.

Inbeiden Féllen wird die Anzahl an Paaren, Drillingen
etc., deren Geburtstage zusammenfallen, deutlich un-
terschétzt. Zu dhnlichen Ergebnissen sind Wagenaar
et al. (1979) bei der Unterschitzung des exponentiel-
len Wachstums sowie Tversky & Kahneman (1974)
bei der Unterschiatzung des zunehmenden Wachs-
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tums gelangt. Im Fall des Geburtstagsproblems ist
die erhebliche Unterschétzung des kombinatorischen
Wachstums auf ein falsches Bild der Verteilung von
183 Geburtstagen auf das Jahr und auf das Unvermo-
gen, die richtige Anzahl an Paaren aus einer Gruppe
von 23 Personen zu bilden, zuriickzufiihren. Diese
Anzahl — C(23, 2) = 253 — ist viel grofer als die 22
moglichen Paare, die vom Befragten mit den anderen
Mitgliedern der Gruppe gebildet werden kdnnen und
auch viel groBer als die intuitiven Schitzungen fiir
die Gesamtzahl an moglichen Paare.

6 Eine zentrale Einsicht

Das Wiederauftauchen der Anzahl 253 — die Losung
fiir das Problem b. — im Kontext von Problem a. er-
scheint zunéchst als purer Zufall, an den man keinen
Gedanken verschwenden sollte. Auf den zweiten
Blick jedoch ist dieser Fall sehr aufschlussreich. Die
Wiederholung dieser Anzahl kann in der Tat als Me-
takoinzidenz, als Zusammentreffen hoherer Ordnung,
angesehen werden. Es ist kein gliicklicher Zufall son-
dern die Kennzahl 253 beantwortet eine Frage, die
explizit in Problem b. und eher implizit in Problem a.
auftaucht. Die grundlegende Frage, deren Beantwor-
tung der Losung beider Probleme unterliegt, lautet:

Wie viele unabhingige Priifungen von Geburtstags-
paaren — mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1/365 — sind
ndtig, um mit einer Chance von 50 % wenigstens ei-
nen Erfolg zu haben?

Es macht keinen Unterschied, ob alle Paartests die
gleiche Person (den Befragten) mit all den anderen
Personen auf Ubereinstimmung priift (wie Fall b.)
oder ob die Personen mehrfach auftauchen, aber im-
mer mit jemand anderem gepaart (wie im Fall a.). So-
lange die (ungeordneten) Paare verschieden sind, sind
die Ergebnisse alle unabhingig voneinander. Das was
in beiden Problemen betrachtet wird, ist die Anzahl an
Paaren, die auf Ubereinstimmung bzw. Nichtiiberein-
stimmung gepriift werden. Diese Kennzahl ist bei bei-
den Problemen die gleiche. Michalewicz und Micha-
lewicz (2008) stellen beide Probleme dar und geben
die Zahl 253 als Antwort auf Problem b. an, aber sie
stellen keine Verbindung zur Anzahl an Paartests her,
die fiir Problem a. durchgefiihrt werden miissen. Ro-
senhouse (2009, S.7) behauptet in Bezug auf Pro-
blem a. zurecht: ,,With 23 people there are 253 pairs,
which means 253 chances of getting a match®. Diese
Aussage sollte mit der Feststellung ergénzt werden,
dass 253 das Problem b. 16st. Nach Abschluss meiner
Analyse habe ich erfreut festgestellt, dass Mosteller in
seinem 1962 erschienenen Artikel und in Aufgabe 33
seines 1965 verdffentlichten Buches, die Fille a. und
b. miteinander in Beziehung setzte und zeigte, dass

fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeit p = 0,5 in
beiden Fillen die gleiche Anzahl an Uberpriifungen,
d. h. die Anzahl der Moglichkeiten gleicher Geburts-
tage , notig sind. Fiir jede beliebige Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit stehen die Anzahl » von Paaren,
die fiir Problem a. gepriift werden miissen und die
Anzahl n von Personen, die fiir Problem b. gepriift
werden miissen in folgendem Zusammenhang:

n=r(r—1)/72.

7 Pragmatische Schlussfolgerungen

Die Zahl 253, die oben ohne Beweis als Losung fiir
Problem b. angegeben wurde, ldsst sich durch die
Losung der Exponentialgleichung fiir n (Berechnen
der Gegenwahrscheinlichkeit fiir b.) bestimmen:
364\ _1
(365) =7 (3)
Logarithmiert man beide Seiten der Gleichung, dann
erhilt man als nichstliegende ganzzahlige Losung
die Zahl 253. (Beachten Sie, dass die exakte nicht-
ganzzahlige Losung n = 252,652 ist.)

Obwohl 253 die grundlegende Frage beider Probleme
beantwortet, ist diese Zahl nicht die Anzahl der Paa-
re, die fiir die Losung von Problem a. gesucht wer-
den. Jedoch kann diese Zahl leicht von 253 abgeleitet
werden. Sei » die unbekannte Losung fiir Problem a.,
dann gilt 253 gleich C(r, 2) = r(r — 1)/2, und r ist eine
Losung der quadratischen Gleichung

r(r—1)/2=253.

Die positive Losung dieser Gleichung ist 23. Gen-
augenommen ist es auf diesem Weg einfacher das
Ergebnis 23 zu erhalten als den Subtrahenden von
Formel (1) oder einem Agquivalent davon mit 1/2
gleichzusetzen, wie es in der Literatur dargestellt
wird (z. B. Diaconis & Mosteller 1989, S. 857 und
Feller 1957, S. 32). Der Vorteil der klassischen Lo-
sung von Fall a. des Geburtstagsproblems mit Hilfe
von Formel (1) liegt in seiner konzeptuellen Klarheit.
Das Problem ist auf diesem Weg einfacher zu verste-
hen aber es ist schwerer damit praktisch umzugehen.
Verniinftigerweise wére daher Formel (3) zur Losung
zu bevorzugen. Mehr noch dient dieses Vorgehen
dazu auf die Anzahl an Paaren hinzuweisen, die ge-
priift werden miissen, um die verschiedenen Fille des
Geburtstagsproblems zu [0sen.
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