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Zusammenfassung: In diesem Artikel wollen die
Autoren zeigen, wie notwendig es ist, im Statistikun-
terricht ,,was wdre, wenn? “-Fragen zu stellen. Tech-
nisch kommen Wahrscheinlichkeitsnomogramme und
die Exponentialverteilung vor.

1 Einleitung

Wenn man mathematische Modellierung oder Ent-
scheidungstheorie unterrichtet, so sind ,,was wire,
wenn‘“-Fragen durchaus tiblich. Weniger trifft das fiir
den Statistikunterricht zu. Sehr wenige einfiihrende
Biicher in Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statis-
tik thematisieren Fragen, wie sensitiv Ergebnisse auf
Anderungen des Modells reagieren.

Hunt (1996) merkt an, dass Studierende wohl ,,was
wire, wenn“-Fragen stellen wollten, aber sich nicht
trauen, weil sie glauben, sich damit vor der Klasse
zu blamieren. Daher sollte man solche Fragen an die
Klasse herantragen, um die Studierenden zu ermun-
tern, sich diesbeziiglich Gedanken zu machen. Doane
(2004) empfiehlt Simulationssoftware im Unterricht
fiir die Beurteilung von Risiken, weil in diesem Rah-
men solche Fragen natiirlich erscheinen.

Der erste Autor gab seinen Studierenden im Bache-
lor-Kurs fiir Ingenieure als Teil der Beurteilung die
Aufgabe, reale Daten zu suchen und analysieren, die
einer Exponentialverteilung folgen. Eine Studentin
bezog sich auf die Flugzeugungliicke in Neuseeland,
welche sich in den Jahren 1948, 1954, 1963, 1979,
2001, 2003 und 2008 ereigneten. (The Dominion
Post 2008). Sie berechnete die Zeit zwischen den
Ungliicken: 6 (= 1954-1948), 9, 16, 22, 2 und 5. Das
Nomogramm in Abb. 1 zeigt, dass gegen die Annah-
me einer Exponentialverteilung kaum ein Einwand
besteht. Die mittlere Zeit zwischen den Ereignissen
(Ungliicken) wird mit 10 geschitzt.

Die eingetragenen Punkte befinden sich im Band
zwischen jenen beiden Modellen, die sich durch ein
95-%-Konfidenzintervall fiir den Parameter A4 der
Exponentialverteilung (siche weiter unten) ergeben;
ein weiteres Argument fiir das verwendete Modell.
Auch der Anderson-Darling-Test kann die Hypothe-
se der Exponentialverteilung nicht ablehnen (AD =
0,310; p-Wert 0,756). Auf der Basis dieses Modells
berechnete die Studentin ihre Prognosen.

2 ,Was ware, wenn?“-Fragen

Die Studentin hat ihre Kenntnisse im Umgang mit
dem Nomogramm deutlich gezeigt, den Fit der Ex-
ponentialverteilung tiberpriift und die Prognosen be-
rechnet (Modell 1 in Tabelle 1).

[Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die nichste Tra-
gbdie in Neuseeland (das ndchste Ereignis) inner-
halb der néchsten ¢ Jahre ereignet, betrdgt nach dem
Exponentialmodell fiir die Zwischenankunftszei-
ten F(f) =1 —e™*'. Fiir die erwartete Zeit zwischen

den Ereignissen gilt £ = % Fiir # =5 ergibt sich da-
her fir Modell 1 mit der Schétzung des Parameters
A= % = % eine Wahrscheinlichkeit fiir das néchste

Ereignis innerhalb der nichsten fiinf Jahre von
F(t)y=1-¢"%0,393.

Der Beitrag wurde 2009 veréffentlicht, so meint
t =5, dass sich das Ereignis vor dem Ende von 2013
ereignet; Jahreszahlen eignen sich besser, um Ein-
druck zu erwecken; Wartezeit in Jahren ist dagegen
iibersichtlicher. Gegeniiber dem Original wurden die
Prognosezeiten von 4, 9, ... auf 5, 10, ... Jahre ab-
gedndert, weil sich die entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten aus Abb. 1 leichter ablesen lassen. Fiir ein
Nomogramm siehe Borovcnik (0. D.)]

Jedoch wird gleichzeitig ein Mangel an statistischem
Denken beim Erstellen der Prognosen sichtbar. Es
sind ja nur sechs Daten und die Variabilitit, die da-
durch verursacht ist, dass der Parameter nur geschétzt
ist, wurde nicht thematisiert. Konfidenz- und Vorher-
sageintervalle fiir die Exponentialverteilung waren
im Kurs nicht eigens behandelt worden.
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Abb. 1: Nomogramm fiir die Exponentialverteilung
— Daten der Neuseeland-Flugungliicke
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Dennoch koénnen und sollten eine Reihe von ,,was
wire wenn“-Fragen, die sich indirekt mit Konfidenz-
intervallen befassen, behandelt werden. Solche Fra-
gen sind im Kontext der Ungliicke etwa:

Frage (a)

Was wire, wenn die ,,wahre® mittlere Zeit zwischen
den Ereignissen zwischen 5 und 30 Jahren ldge?

Das sind ungefihr die Werte, die sich aus einem ex-
akten 95-%-Konfidenzintervall ergeben:

%n—X, %n_X = (5 Jahre, 27 Jahre).
X0,975, 2n XO,OZS, 2n
Frage (b)

Was wire, wenn wir einen grofleren Datensatz hét-
ten, sagen wir 20 Daten, und der Mittelwert immer
noch 10 betriige?

Frage (c)

Was wire, wenn der Fortschritt in der Technik den
Flugverkehr sicherer macht und die Zeit zwischen
den Ungliicken dadurch auf 15 Jahre anstiege?

Die Fragen thematisieren Stichprobenvariabilitit,
Stichprobenumfang und Préizision der Information
aus den Daten und Auswirkungen der Anderung von
Parametern der Verteilung in der Population.

Frage (a) wird in Tabelle 1 mit den Modellen 2 und
3 beantwortet. Man beachte, dass sich dadurch an-
stelle einzelner Zahlen Intervalle fiir die gesuchten
Prognosen ergeben.

Fiir Frage (b) beachte man, dass die berechneten Kon-
fidenzintervalle kiirzer werden, wenn mehr Daten
vorliegen. Bei 20 Daten und demselben Mittelwert
ergibt das 95-%-Konfidenzintervall von oben 7 bis
16 Jahre. Wir konnten die Analyse mit modifizierten
Modellen 2 und 3 fortsetzen und daraus Intervalle fiir
die Prognosen errechnen.

Fiir Frage (c) unterstellen wir, dass sich die Verbes-
serungen auf die mittlere Zeit zwischen den Unglii-
cken so auswirken, dass sie nun 15 Jahre betrage. Die
Frage an sich ist wertvoll, weil sie uns daran erinnert,
dass sich die Welt verdndert (hoffentlich zum Besse-
ren!) und wir daher bei langfristigen Prognosen im-
mer darauf Bedacht nehmen miissen.

In vielen realen Situationen werden die Zwischenan-
kunftszeiten von einem nicht-homogenen Poisson-
Prozess erzeugt, wiahrend wir im Modell mit unserer
Schitzung davon ausgegangen sind, dass die Warte-
zeiten auf das néchste Ereignis iiber 60 Jahre hinweg
unverdndert geblieben sind (also einem homogenen
Poisson-Prozess entstammen).

WWW — ,,was ware, wenn ...7

Frage (c)
Modell 4
Plausibel
Szenario

1. Analyse
Modell 1
Parameter

Frage(a)
Modell 2
Worst case

Modell 3
Best case

Unterer Oberer
Rand des Konfidenzint.

E 10,00 30,00 5,00 15,00

A 0,100 0,033 0,200 0,067
Wahrscheinlichkeit fiirs ndchste Ereignis innerhalb von ...
Jahren | Modell 1 | Modell 2 | Modell 3 | Modell 4

5 0,393 0,154 0,632 0,283

10 0,632 0,283 0,865 0,487

20 0,865 0,487 0,982 0,736

30 0,950 0,632 0,998 0,865

aus Daten
geschitzt

Tab. 1: Zeit bis zum nachsten Unglick mit verschie-
denen Exponentialmodellen

Mit jeder der ,,was wire, wenn“-Fragen werden die
Studierenden einsehen, dass die Wahrscheinlichkeit
des néchsten Ungliicks bis vor dem Ende eines ge-
gebenen Jahrs nur sehr ungenau angegeben werden
kann. Die Auswirkung einer kleinen Stichprobe auf
die Schitzung des oberen Ausldufers einer Verteilung
ist viel groBer als auf die Schétzung des Mittelwerts.
Sensitivitdtsanalysen, wie sehr sich solche Ungenau-
igkeiten im Modell auf das Ergebnis auswirken, sind
ein niitzliches Werkzeug, statistisches Denken anzu-
regen, das leider nur wenig Aufmerksamkeit im Sta-
tistikunterricht gefunden hat.

3 Schlussfolgerungen

Ein geeignetes statistisches Modell zu identifizieren
ist schwierig. So etwa sind bei einer Stichprobe von
50 die Chancen, eine stetige Gleichverteilung oder
eine Betaverteilung filschlich als Normalverteilung
zu klassifizieren sehr grof3. Modellvalidierungsfra-
gen tauchen auf jedem Niveau des Statistikunter-
richts auf und kénnen teilweise mit geeigneten ,,was
wire, wenn‘‘-Fragen thematisiert werden.

4 Modellvalidierung und
Wahrscheinlichkeitsdiagramme

[Fiir die Modellvalidierung sind auch Wahrscheinlich-
keits- und Q-Q-Diagramme geeignet; erstere wurden
im Beitrag auch eingesetzt. Wahrscheinlichkeitsplots
zeichnen die Verteilungsfunktion in einem Koordi-
natensystem, das sie als Gerade darstellt. Dazu sind
Skalentransformationen notwendig. Techniker miis-
sen mit solchen Nomogrammen umgehen kdnnen.

Nicht nur die visuelle Priifung der empirischen Ver-
teilungsfunktion wird dadurch ermoglicht (die Punk-
te miissen, wie in Abb. 1, ungefahr auf einer Geraden
liegen). Man kann alle Wahrscheinlichkeiten aus die-
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sem Nomogramm ablesen. Ein zusitzlicher Test, ob
das verwendete Modell — die Exponentialverteilung
— passt, ergibt sich so: Verschiedene Parameter ver-
schieben die Gerade. Wenn man nun fiir den Parame-
ter der Exponentialverteilung ein Konfidenzintervall
berechnet, so kann man eine worst- und best-case-
Gerade einzeichnen und priifen, ob die Punkte der
empirischen Verteilung dazwischen liegen.

Das ist besonders wichtig, weil eigentlich alle Mo-
delle ,,falsch* sind und eine Uberpriifung, ob ein un-
terstelltes Modell doch ausreicht, um ein Phdnomen
zu beschreiben (weil es ganz brauchbar an die Daten
angepasst ist), eigentlich ein statistischer Test ist, der
darauf hinaus lauft, die Nullhypothese zu bestitigen
— was ja methodisch gar nicht geht.

Hier wird zusitzlich der Anderson-Darling-Test ein-
gesetzt. Details kann man in Nist/Sematech (0. D.)
nachlesen. Es ist ein modifizierter Kolmogorow-
Smirnow-Test, der statt dem gewohnlichen ,,supre-
malen® Abstand zwischen empirischer und theoreti-
scher Verteilungsfunktion einen gewichteten Abstand
heranzieht, der die Rander der Verteilung besonders
hoch gewichtet. Damit erhilt dieser Test eine beson-
dere Sensitivitdt (Macht), Alternativen zur getesteten
Null-Verteilung zu erkennen, die sich in den Aus-
laufern unterscheiden. Und Lebensdauerverteilun-
gen oder Zwischenankunftsverteilungen sind ganz
besonders dadurch gekennzeichnet, wie sie extreme
Ereignisse modellieren.

Dabher ist es nicht eine ,,Attitiide* der Statistiker, im-
mer neue Tests zu erfinden, wo doch das Problem mit
dem Kolmogorow-Smirnow-Test schon erledigt ist,
sondern eine Antwort auf die schwierige Frage der
Modellevaluation.

Gerade in der Zuverldssigkeitsanalyse (der Analyse
von technischen Risiken) ist die Uberpriifung von
Modellen anhand solcher Nomogramme wichtig,
weil die Antworten sehr sensitiv darauf reagieren,
wie man die Auslaufer (,,tails*) einer Verteilung mo-
delliert. Der verwendete Anderson-Darling-Test hat
durch die ,,VergroBerung®™ der Abweichungen in den
Auslaufern auch schon bei sechs Daten eine brauch-
bare Chance (statistische Macht), alternative Modelle
anzuzeigen.

Mit dem Autkommen der explorativen Datenanalyse
sind auch so genannte Q-Q-plots modern geworden,
dann aber auch wieder aus dem Blickfeld verschwun-
den. Diese Diagramme zeigen den Zusammenhang
zwischen den empirischen und theoretischen Quan-
tilen. Wenn die Verteilung passen soll, ist dieser
Zusammenhang anndhernd linear. (Die Diagramme

zeigen gewissermallen beobachtete und erwartete
Haufigkeiten.) Zur Orientierung, ob eine Datentrans-
formation eine Schiefe herausnehmen kann (und eine
bessere Anpassung an die Normalverteilung erreicht),
ist ein Quantil-Diagramm gut zu gebrauchen.

Schiefe Verteilungen machen immer ein Problem be-
ziiglich der Aussagefahigkeit von statistischen Tests:
der berechnete obere und untere Ablehnungsbereich
reagiert sehr sensitiv darauf, ob die unterstellte Sym-
metrie der Verteilung des untersuchten Merkmals
durch Schiefe verletzt wird. (Bei allen tiblichen Tests
wie Gaul3-, t-Test, der Varianzanalyse, auch in den
nicht-parametrischen Alternativen wie dem Wilco-
xon-Test basiert die Berechnung auf symmetrischen
Modellen).

Bei Wartezeiten zwischen Ereignissen ergeben sich
schiefe Verteilungen. Fiir die Methoden siehe Nist/
Semantech (0. D.) oder ReliaWiki (o. D.). Diese sind
besonders in der Zuverldssigkeitstheorie eminent
wichtig und dienen zur Bewertung von Risiken. ]
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