Zwillinge und andere Mehrlinge beim Lotto

PEGGY DAUME UND MICHAEL SCHMITZ, FLENSBURG

Zusammenfassung: Bei der Betrachtung von Lotto-
Ziehungen beobachtet man hin und wieder das Auftre-
ten von direkt benachbarten Zahlen in einer Ziehung.
Achtet man bewusst auf dieses Phdnomen, so wundert
man sich, wie hdaufig es vorkommt. Tatsédchlich betrdgt
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von zwei be-
nachbarten Zahlen (,, Zwillinge ) bei einer Lotto-Zie-
hung ungefihr 50 %, d. h. bei etwa jeder zweiten Zie-
hung taucht mindestens ein Zwilling auf. Wir betrach-
ten hier verschiedene Wege, die es erméglichen, die
genannte Wahrscheinlichkeit sowohl mit Schiilern’ als
auch mit Studierenden zu berechnen. Dariiber hinaus
gehen wir der Frage nach, ob die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten von mindestens drei aufeinander fol-
genden Zahlen ebenfalls unerwartet grof3 ist.

1 Einleitung

Im Schulunterricht und in universitiren Grundvorle-
sungen wird die Betrachtung des Lottospiels meistens
nur auf die Bestimmung der Chancen fiir sechs (bzw.
5, 4, 3) Richtige reduziert. Unseres Erachtens bietet
diese Thematik viele weitere lohnenswerte Aspekte
wie z. B. die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von Zwillingen — ein Problem wie es u. a.
Arthur Engel (1973) und Ulrich Krengel (2005) for-
mulieren — oder die Untersuchung von mehr als zwei
benachbarten Zahlen bei einer Ziehung. Wir gehen
im vorliegenden Artikel zunichst auf die Chancen fiir
Zwillinge ein. Auf einem elementaren, etwas ldnge-
ren Weg zdhlen wir die Anzahl der interessierenden
Ergebnisse und bestimmen so die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit. Dieses Vorgehen ist sicherlich nicht
nur stirkeren Schiilern zugénglich. Des Weiteren
erhalten wir so ein Ergebnis, welches es uns ermdg-
licht, durch Riickschau einen weiteren, sehr elegan-
ten Weg zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit her-
zuleiten. Zentrales Element ist hierbei eine bijektive
Abbildung zwischen zwei Ereignismengen, was die-
se Methode eher im Bereich der Hochschulmathema-
tik verortet. Wir zeigen jedoch eine Variante auf, die
sich auf ein Minimum von Begriffen beschréankt und
so auch Eingang in die Schule finden kann.

Anschlielend beantworten wir die in der Zusammen-
fassung gestellte Frage nach der Wahrscheinlichkeit
fir das Auftreten von mindestens drei benachbarten
Zahlen bei einer Ziehung.

Dies geschieht erneut auf elementarem Weg durch
Zidhlen von giinstigen bzw. ungiinstigen Ergebnissen.

Hierzu werden die Chancen einzeln fiir genau sechs,
genau fiinf, genau vier und genau drei benachbarte
Gewinnzahlen berechnet und addiert.

Die Betrachtung von sechs benachbarten Gewinn-
zahlen ist zwar trivial, liefert uns aber die Idee fiir
eine Methode, um die Frage nach fiinf und vier be-
nachbarten Zahlen anzugehen. Bei der Anwendung
dieser Methode auf Drillinge ergibt sich zunéchst ein
Problem, das wir aber durch Erweiterung derselben
bewaltigen. Insgesamt ist der Losungsweg somit gut
geeignet, um Schiilern und Studierenden die Strate-
gie des Zerlegens einer grofleren Aufgabe in einfa-
chere Teilschritte aufzuzeigen.

Verwendete Modellierung

Es werden sechs Zahlen zufillig aus den Zahlen von
1 bis 49 ohne Zuriicklegen gezogen. Da der Reihen-
folge der Zahlen keine Beachtung zukommt, kdnnen
wir jede Ziehung aufsteigend anordnen. Als Ergeb-
nisraum verwenden wir daher

Q={(x,,....,x) | 1 <x <x,<..<x,<49}.

Bekanntlich gilt

49

a=(s

)= 13.983.816.

Wir nehmen alle mdglichen Ziechungen als gleich-
wahrscheinlich an und definieren ein Wahrschein-
lichkeitsmal3 P durch die folgende Festlegung:

1

Vo € Q: P(w) =147

(@) =1q

Des Weiteren sei X die ZufallsgroB3e, die einer Zie-
hung die Lange der grofiten in ihr auftauchenden Se-
rie aufeinanderfolgender Zahlen zuordnet. Z. B. ist

X(4,5, 6,37, 38,45) =3 und nicht 2 oder etwa 5.

2 Wahrscheinlichkeit fur mindestens
zwei aufeinanderfolgende Zahlen

Rex Watson (1997) stellte in seinem Artikel mit dem
— wie er ihn nennt — , kurzen Weg® eine sehr elegan-
te Methode vor, um die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten von mindestens zwei aufeinanderfolgen-
den Zahlen bei einer Lotto-Ziehung zu berechnen.
Er rdumt dabei ein, dass dieser ohne die Kenntnis
des Ergebnisses sicher schwer zu finden sei und er-
klart, er habe zunichst durch systematisches Zahlen
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aller Moglichkeiten fiir das Gegenereignis einen
,,Losungs-Kandidaten* gefunden. Die ,,Riickschau*
ermogliche es, den ,.kurzen Weg* zu finden. Da wir
die Meinung von Rex Watson diesbeziiglich teilen,
wollen wir zundchst eine Moglichkeit vorstellen, wie
,der lange Weg" aussehen konnte, um anschlieend
den kurzen auch richtig wiirdigen zu konnen.

2.1 Ergebnisse zahlen — der lange Weg

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit P(X > 2)
betrachten wir das Gegenereignis und bestimmen
die Wahrscheinlichkeit P(X < 2). Wir zihlen also alle
moglichen Ziehungen, in denen keine benachbarten
Zahlen unter den Gewinnzahlen auftreten. Dafiir
rollen wir das Problem von hinten und in mehreren
Schritten auf.

Schritt 1: Wir stellen uns vor, die ersten fiinf Zahlen
einer Ziehung ohne Nachbarn ldgen bereits vor. Die-
se fiinf Zahlen sollen kleinstmoglich sein, d. h. unse-
re Ziehung lautet (1, 3, 5, 7, 9, z). Wir iiberlegen uns
nun, wie viele Moglichkeiten es fiir die letzte Zahl z
gibt. Offenbar kann z aus der Menge {11, 12, ..., 49}
beliebig gewéhlt werden. Wir erhalten also insge-
samt

39 Moglichkeiten.

Schritt 2: In diesem Schritt gehen wir davon
aus, dass die ersten vier Zahlen bereits kleinst-
moglich vorliegen. Unsere Ziehung lautet folglich
(1,3,5,7,y,z). Es miissen nun die Moglichkeiten
gezdhlt werden, die fiir die letzten beiden Zahlen y
und z verbleiben. Den Fall y = 9 haben wir bereits in
Schritt 1 betrachtet, d. h. es verbleiben 39 Moglich-
keiten fiir z. Fiir y = 10 konnen wir z aus der Menge
{12, ..., 49} wihlen, es bleiben also 38 Zahlen iibrig.
Isty =11, gibt es fiir die Wahl von z aus {13, ..., 49}
noch 37 Méglichkeiten. Diese Uberlegungen lassen
sich weiter fortsetzen, so dass wir insgesamt

39
39+..+1= =290 - 780

=
Moglichkeiten erhalten, (1,3,5,7,y,z) zu einer
zwillingsfreien Ziehung zu ergénzen.

Schritt 3: Wir fixieren die ersten drei Zahlen — eben-
falls wieder kleinstmdglich. Wir betrachten also die
Ziehung (1, 3, 5, x, y, z) und zédhlen alle Moglichkei-
ten, die Zahlen x, y und z zu wahlen. Den Fall x =7
haben wir bereits in Schritt 2 betrachtet, hierfiir gibt

39
es Z ., i Moglichkeiten. Fiir x = 8 konnen wir eben-

falls auf unsere Uberlegungen aus Schritt 2 zuriick-
greifen: Wenn wir mit der Summation erst ab y = 10

starten, erhalten wir nur noch Z jii Moglichkeiten
fiir die Wahl der tibrigen Zahlen. Diese Reihe konnen
wir fortfithren: Fiir x =9 erhalten wir 2:1i Mog-
lichkeiten, fiir x = 10 erhalten wir z Z i usw.

Insgesamt kommen wir nun auf
39 39 J
=1

)IIDITIES I

=1 =1 =

1

Moglichkeiten, (1, 3, 5, x, y, z) zu einer Zichung zu
ergénzen, die keinen Zwilling enthilt.

Wir konnten nun die einzelnen Schritte weiter verfol-
gen, bis wir im Schritt 6 die Anzahl aller moglichen
Ziehungen, die keinen Zwilling enthalten, bestimmt
hétten (im Schritt 6 wére keine Zahl mehr vorgege-
ben). Wir werden dies nicht durchfiihren, sondern
stattdessen eine sinnvolle Vermutung anstellen, wie
es weitergehen miisste. Aus unseren bisherigen Uber-

legungen erwarten wir in Schritt 4
39k J

i
=T
Moglichkeiten, (1,3, w,x,y,z) zu einer Ziechung
ohne Zwilling zu erginzen.

Das sieht beeindruckend aus. In Schritt 6 hitten wir
es schlussendlich mit fiinf ineinander geschachtel-
ten Summenzeichen zu tun! Wir schreiben das lieber
gar nicht erst auf, sondern versuchen stattdessen, die
Mehrfachsummen an einem kleineren Beispiel zu
verstehen.

Mehrfachsummen

In Schritt 2 haben wir das Summenzeichen bereits

mit Hilfe der Summenformel von GauB beseitigt. Wir

betrachten das Ergebnis von Schritt 3 und vereinfa-

chen zunichst auf dieselbe Weise die innere Summe:
J=1 =1 J=1 2

Durch Auflosen der Klammer und trennen der Sum-

me erhalten wir:

39 J 39 39
IR WD

=1 =1

Die Anwendung einer Formel fiir die Summe der ers-
ten n Quadratzahlen? sowie der Summenformel von
GauB liefert uns:

DI e
:l(39-40-82):39.40.41
2176 A




Dieses Ergebnis eignet sich gut, um eine Regel fiir
die Mehrfachsummen abzuleiten. Wir betrachten die
Resultate der ersten drei Schritte noch einmal ver-
gleichend:

Schritt Anzahl aller Moglichkeiten
~39_(39
1 39=37=(%)
39
) 39 - 40 39 -40 (40)
1= 2! 2
N 394041 20-41_(41
3 2.2 -(5)

=aE

Mit dieser wunderbaren RegelmiBigkeit lasst sich
fiir das Ergebnis von Schritt 6 eine Vermutung auf-
stellen. Wir erwarten
39-40-41 -42-43-44:(44)
6! 6
Moglichkeiten flir die Anzahl aller Ziehungen ohne
benachbarte Zahlen.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Mit diesem Resultat konnen wir endlich die urspriing-
lich gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen,
dass in einer Lottoziehung mindestens ein Zwilling
auftritt. Mit den bisherigen Ausfithrungen ergibt sich
fiir das Gegenereignis — also eine Ziehung ohne we-
nigstens zwei aufeinanderfolgende Zahlen — die fol-
gende Wahrscheinlichkeit:

)
\6/
6

6
Insofern betrdgt die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(X > 2) erstaunlicherweise ungeféhr 49,5 %.

P(X<2)=121%50,5%.

Hinweis: Bisher beruhen unsere Berechnungen nur
auf einer plausiblen Vermutung fiir das Ergebnis. Da
der im folgenden Abschnitt vorgestellte kurze Weg
dieses aber mathematisch liickenlos bestétigt, muss
uns das nicht stéren. Der Beweis auf dem kurzen Weg
ist zwar schwieriger zu finden, aber einfacher nachzu-
vollziechen. Es sollte ein Ziel sein, Mathematik-Ler-
nenden zu vermitteln, dass mathematische Resultate
und deren Beweise haufig auf diese Weise entstehen.
Das Finden des Ergebnisses ist kompliziert und héu-
fig mit Zweifeln behaftet, wihrend der schlussend-
lich prisentierte Beweis elegant und wasserdicht ist.
Was uns in mathematischen Fachtexten begegnet,
kann man daher bildlich als ,,Destillat® beschreiben.
Am Ende sieht der Leser nur noch die reine Essenz
und nichts, was ihn davon ablenken konnte.

2.2 Eine Bijektion — der kurze Weg

Nun kennen wir das Ergebnis und konnen uns den
eleganten Weg dahin durch dessen Interpretation
riickblickend erschlieBen. Im Zahler der Formel steht
,,0 aus 44%, d. h. die Anzahl der Moglichkeiten, sechs
nicht benachbarte Zahlen aus der Menge {1, ..., 49}
zu wihlen, stimmt mit der Anzahl der Mdglichkei-
ten liberein, sechs beliebige Zahlen aus der Menge
{1, ..., 44} zu wéhlen. Um unser Ergebnis zu bewei-
sen, miissen wir also zeigen, dass die folgenden Men-
gen die gleiche Anzahl an Elementen besitzen:

Alle Ziechungen
,,0 aus 49 ohne Alle Zichungen
benachbarte { ,,0 aus 44, }
Zahlen.

Einen formalen Beweis liefert z. B. Horst Gundel
(1987). Wir verzichten hier auf eine Wiedergabe und
erldutern stattdessen eine Version, die Begrifflichkei-
ten und Formalismus auf ein Minimum reduziert und
somit auch Schiilern einen Zugang zu dieser Prob-
lematik ermdglicht. Um Missverstdndnisse zu ver-
meiden: Bei dieser Darstellung handelt es sich nicht
um einen Text fur Schiiler, sondern um einen Text,
der von der Lehrkraft leichter in eine konkrete Unter-
richtsplanung umgesetzt werden kann.

Wir wollen uns liberlegen, dass es genauso viele Lot-
to-Ziehungen ,,6 aus 44 gibt, wie es Lotto-Ziehun-
gen ,,6 aus 49 ohne benachbarte Zahlen* gibt. Dazu
,verwandeln wir jede Ziehung von sechs Zahlen aus
{1, ..., 44} in eine Ziehung ohne Nachbarn aus der
Menge {1, ...,49}. Wir achten dabei auf zwei Din-

ge:
(1) Keine zwei verschiedenen Ziehungen werden
in dieselbe Ziehung verwandelt (Injektivitiit).

(2) Wir erhalten jede zwillingsfreie ,,6 aus 49““-Zie-
hung als eine solche ,,Verwandlung* (Surjekti-
vitdt).

Zunéchst iiberlegen wir uns, wie wir die ,kleins-
te Ziehung™ aus den Zahlen von 1 bis 44, also
(1,2, 3,4,5, 6), in eine Zichung ohne Nachbarn ver-
wandeln konnen. Die erste Stelle (also die Zahl 1)
lassen wir unverdandert. Damit die zweite Stelle (die
2) nicht mehr zu dieser benachbart ist, erhéhen wir
sie um eins. Unsere neue zweite Stelle ist also die
Zahl 3. Die nichste Stelle (die 3) miissen wir um
zwel erhohen, damit sie nicht mehr zur zweiten Stelle
benachbart ist. Die neue dritte Stelle ist also die Zahl
4. Wir gehen weiter so vor. Wir erhdhen die vierte
Stelle um drei, die funfte Stelle um vier und die letzte
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Stelle um 5. Die Verwandlung sieht insgesamt fol-
gendermalflen aus:

alte Zichung  Verwandlung  Verwandelte Zichung
1 +0 1
2 +1 3
—
3 +2 5
—
4 +3 7
—
5 +4 9
6 +3 11
Das Ergebnis der Verwandlung lautet also

(1,3,5,7,9, 11). Wir erhalten damit aus der kleinst-
moglichen ,,6 aus 44“-Ziehung auch die kleinstmdg-
liche zwillingsfreie ,,6 aus 49“-Ziehung. Schauen
wir uns die ,,grofftmdogliche Ziehung* aus der Menge
{1, ..., 44} also

(39,40,41,42,43, 44)

an. Wir verwandeln diese nach derselben Strategie:

alte Ziehung  Verwandlung  Verwandelte Ziechung

—

39 +0 39

40 +1 41

41 2 43

) +3 45

43 +4 47
—

44 +5 49

Das Ergebnis lautet (39, 41, 43, 45, 49). Wir sehen,
dass unser Verfahren funktionieren konnte. Wir er-
halten keine Zahl, die groBer ist als 49, weil wir nur
Ziehungen aus den Zahlen von 1 bis 44 verwandeln.
Wir erhalten nur Ziehungen ohne Nachbarn, weil wir
die einzelnen Stellen fortlaufend um eins mehr erho-
hen. Wir haben bisher nur die kleinste und die grofite
Ziehung betrachtet, stellen anhand eines wahllosen
Beispiels aber fest, dass unsere Methode auf jede
Ziehung aus der Menge {1, ..., 44} anwendbar ist:

(5,9, 10,24,41,44) — (5, 10, 12, 27, 45, 49)

Verwandlung

Erfiillt unser Verfahren aber die geforderten Punkte
(1) und (2)? Wir iiberpriifen das.

Zu (1): Wenn wir zwei unterschiedliche Ziehungen
aus der Menge {1, ..., 44} betrachten, dann unter-
scheiden sich diese mindestens an einer Stelle (wenn
alle Stellen gleich sind, sind die Ziehungen iden-

tisch). An dieser Stelle unterscheiden sich aber auch
die Verwandlungen, denn es wird dort dieselbe Zahl
addiert (wenn man zu zwei unterschiedlichen Zahlen
jeweils dieselbe Zahl addiert, erhilt man unterschied-
liche Ergebnisse).

Zu (2): Wir iiberlegen uns dies anhand eines Bei-
spiels. Die Ziehung

(3, 5,22, 31, 39, 49)

ist eine Ziehung aus den Zahlen von 1 bis 49 ohne
Nachbarn. Wie konnen wir diese als Verwandlung
einer ,,6 aus 44“-Ziehung erhalten? Wir machen das
Verfahren einfach riickgéingig: Die erste Stelle bleibt
unverandert. An der zweiten Stelle ziehen wir 1 ab,
an der dritten 2 usw. Wir erhalten mit

(3, 4, 20, 28, 35, 44)

diejenige Ziehung, deren Verwandlung unsere Bei-
spielziehung ergibt. Auf diese Weise konnen wir zu
jeder Ziehung ohne Nachbarn die Ausgangsziechung
ermitteln. Die Tatsache, dass keine Nachbarn vor-
kommen, ist entscheidend, denn so wird sicherge-
stellt, dass wir beim ,,Riickwirts-Verwandeln* keine
doppelten Zahlen erhalten.

Insgesamt haben wir nun gesehen, dass unser Verfah-
ren tatsichlich funktioniert.

3 Wabhrscheinlichkeit fiir mindestens
drei aufeinanderfolgende Zahlen

3.1 Ziel und Problem

Im Folgenden interessiert uns die Frage, ob die Wahr-
scheinlichkeit, in einer Ziehung mindestens drei auf-
einanderfolgende Zahlen zu erhalten, ebenfalls iiber-
raschend hoch ist.

Nachdem wir gesehen haben, wie gut die Frage nach
der Chance fiir das Auftreten von Zwillingen beant-
wortet werden kann, sind wir optimistisch, das ,,Dril-
lings-Problem* ebenso ziigig 16sen zu koénnen. Wir
stellen jedoch fest, dass wir hierbei auf einige Pro-
bleme stofen. Das liegt vor allen Dingen daran, dass
das Gegenereignis, das im Falle des ,,Zwillings-Pro-
blems* so griffig zu handhaben war, fiir diese neue
Fragestellung keinen so einfachen Zugang mehr er-
moglicht. Das Gegenereignis ist in diesem Fall die
Menge aller Ziehungen, bei denen nicht mindestens
drei benachbarte Gewinnzahlen auftreten. Man kann
das auch so formulieren: Es handelt sich um die Men-
ge aller Ziehungen, bei denen entweder iiberhaupt
keine benachbarten oder genau zwei benachbarte
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Zahlen auftreten. Fiir die gesuchte Wahrscheinlich-
keit resultiert

P(X<3)=P(X=2)+P(X<2).

Wir kennen P(X < 2) bereits, miissen aber feststellen,
dass sich P(X = 2) nicht so einfach bestimmen lsst.
Die Griinde dafiir versteht man besser, wenn man zu-
nédchst gesehen hat, wie man die Wahrscheinlichkei-
ten P(X =1i) fir i =4, 5, 6 berechnet’.

Wir fithren dies zundchst so durch, wie Maria Koth
(1997) es fiir das oOsterreichische Lotto ,,6 aus 45
gezeigt hat. AnschlieBend erweitern wir ihre Metho-
de, um P(X = 3) zu bestimmen. Durch Addition der
zuvor bestimmten Wahrscheinlichkeiten konnen wir
schlussendlich die Chance fiir mindestens drei auf-
einander folgende Zahlen ausrechnen.

3.2 Genau sechs aufeinanderfolgende
Zahlen

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit berechnen,
dass genau sechs aufeinanderfolgende Zahlen bei ei-
ner Lotto-Ziehung vorkommen. Dazu betrachten wir
alle aufsteigend sortierten Sechslinge aus der Menge
{1, ...,49}. Mit den Ziehungen (1, 2, 3,4, 5, 6), ...,
(44, 45, 46, 47, 48, 49) gibt es insgesamt 44 Mog-
lichkeiten. Insofern ergibt sich die folgende Wahr-
scheinlichkeit:

P(X=6):ﬁzm.

6

3.3 Genau fiinf aufeinanderfolgende Zahlen

Wir mochten nun die Wahrscheinlichkeit dafiir be-
stimmen, dass in einer Ziehung genau fiinf aufein-
anderfolgende Zahlen vorkommen. Dazu betrachten
wir zundchst alle (aufsteigend sortierten) ,,Fiinflinge*
aus der Menge {1, ..., 49}. Mit

1,2,3,4,5),(2,3,4,5,6), ..., (45,46, 47, 48, 49)

gibt es insgesamt 45 Stiick. Zu dem Fiinfling
(1,2,3,4,5) kann die letzte Zahl aus der Menge
{7, ...,49} beliebig gewidhlt werden (der ,rech-
te Nachbar* 6 kann nicht gewéhlt werden, da sonst
sechs Zahlen in einer Reihe vorliegen). Dafiir gibt
es 43 Moglichkeiten. Analog gilt fiir den Fiinfling
(45, 46, 47, 48, 49): Die letzte zu ziehende Zahl kann
aus der Menge {1, ..., 43} gewihlt werden, so dass
es hierfiir ebenfalls 43 Mdoglichkeiten gibt (der ,,linke
Nachbar* 44 scheidet aus). Wie sieht es nun fiir die
restlichen 43 Fiinflinge aus? Fiir diese Fiinflinge ist
die Menge der Zahlen, aus denen die letzte Zahl ge-

wahlt werden kann, um ein Element kleiner als bei
den beiden bisher betrachteten Fillen. Dies ist damit
begriindet, dass die verbleibenden Fiinflinge jeweils
einen linken und einen rechten Nachbarn besitzen,
die nicht mehr gezogen werden diirfen, da sonst sechs
Zahlen in einer Reihe vorldgen. So kann beispiels-
weise fiir den Fiinfling (8, 9, 10, 11, 12) fiir die letzte
Zahl ein Element aus der Menge {1, ..., 6, 14, ..., 49}
gewihlt werden. Hierfiir gibt es also 42 Moglichkei-
ten. Aus den bisherigen Uberlegungen ergibt sich,
dass es

2-43+43-42=1.892

Moglichkeiten gibt, genau finf aufeinanderfolgen-
de Zahlen bei einer Lotto-Ziehung zu erhalten. Als
Wabhrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ergibt sich

24344342
)

3.4 Genau vier aufeinanderfolgende Zahlen

P(X=5)= ~0,01 %

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir genau
vier aufeinanderfolgende Zahlen* konnen wir auf die
Uberlegungen aus 3.3 zuriickgreifen. Mit

(1,2,3,4),(2,3,4,5), ..., (46,47, 48, 49)

gibt es insgesamt 46 aufsteigend sortierte Vierlinge.
Zu dem Vierling (1, 2, 3, 4) kdnnen die letzten beiden
Zahlen aus der Menge {6, ..., 49} beliebig gewéhlt

werden. Dafiir gibt es (424) Moglichkeiten. Ebenso
gibt es fiir den Vierling {46, 47, 48, 49} genau (424)

Moglichkeiten, die letzten beiden Zahlen aus der
Menge {1, ...,44} zu wihlen. Bei den restlichen
44 Vierlingen bleiben jeweils nur noch 43 Elemente
iibrig, aus denen die letzten beiden Zahlen gewdhlt

werden konnen. Dafiir gibt es (423) Maoglichkeiten.

Insgesamt haben wir also
2[4+ a4 (%) -a1624

Moglichkeiten, genau vier aufeinanderfolgende Zah-
len bei einer Lotto-Ziehung zu erhalten. Als Wahr-
scheinlichkeit fiir dieses Ereignis resultiert

2-()+aa-(%)

e

Diskussion der Methode

P(X=4)= ~0,3%.

Wir haben eine Methode gesehen, mit der man die
Wabhrscheinlichkeiten P(X = i) fiir i =4, 5, 6 bestim-
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men kann. Da wir bei der Berechnung von P(X = 3)
auf ein neues Problem stoflen werden, wollen wir an
dieser Stelle zunichst unsere bisherigen Uberlegun-
gen reflektieren.

Mit den bereits bestimmten Wahrscheinlichkeiten
P(X=1i)firi=4,5, 6 konnen wir nun auch

P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)+ P(X=6)

berechnen. Hitten wir uns das Ganze nicht einfacher
machen kdnnen und auf dhnliche Weise unmittelbar
P(X > 4) bestimmen konnen? Zunichst scheint diese
Zielsetzung fast einfacher. Wir betrachten wieder alle
46 Vierlinge. Zu dem Vierling (1, 2, 3, 4) kdnnen wir
nun die letzten beiden Zahlen beliebig aus der Men-
ge {5, ..., 49} wihlen, da wir ja nicht darauf achten
miissen, ob ein Fiinfling oder gar ein Sechsling ent-

steht. Wir haben hier also (425) Moglichkeiten. Dies

gilt ebenso flir alle anderen Vierlinge, also erhalten
wir insgesamt

46_(45)

2
Moglichkeiten. Aber Achtung! Diese Uberlegung
enthdlt einen Fehler. Wir haben fiir den Vierling
(1,2, 3, 4) die Auswahl {5, 6} als letzte Zahlen zu-
gelassen. Auf diese Weise entsteht ein Sechsling,
der aber erlaubt ist. Andererseits haben wir fiir den
Vierling (3, 4, 5, 6) die Wahl {1, 2} als letzte beide
Zahlen zugelassen. Es ergibt sich daraus jedoch die-
selbe Ziehung wie zuvor. Wir haben diese eine Mog-
lichkeit also doppelt gezéhlt. Doppelt? Wir kdnnen
dieselbe Zichung auch aus dem Vierling (2, 3, 4, 5)
und den letzten beiden Zahlen {1, 6} erhalten. Was
fiir ein Chaos! Wir miissten nun dariiber nachdenken,
wie viele Mdglichkeiten wir doppelt oder dreifach
gezahlt haben und diese Anzahl wieder abziehen. Ob
diese Zahlarbeit nun wirklich Arbeit erspart, ist frag-
lich.

Auf dhnliche Probleme stofen wir, wenn wir P(X = 2)
auf diese Weise bestimmen wollen. Es scheint kein
sinnvoller Ansatz, zunichst alle Zwillinge zu zihlen,
denn aus den verbleibenden vier Zahlen, die noch
gezogen werden, konnten ja weitere Zwillinge, Dril-
linge oder gar Vierlinge entstehen, die wir wieder ab-
ziehen miissten.

3.6 Genau drei aufeinanderfolgende Zahlen

Wir wollen nun P(X=3) bestimmen. Man beach-
te, dass ,,Doppel-Drillinge* wie (3,4, 5, 17, 18, 19)
zugelassen sind. Wir beginnen wie gewohnt und

betrachten zunéchst alle Drillinge aus der Menge
{1, ..., 49}, also

1,2,3),(2,3,4),...,(47,48,49).

Es gibt 47 derartige Drillinge. Fiir den Drilling
(1, 2, 3) konnen die letzten drei Zahlen beliebig aus
der Menge {5, ..., 49} gewihlt werden. Dieser lie-
fert uns — genauso wie der Drilling (47, 48, 49) —also

(425) Moglichkeiten. Doch Stopp: Wir haben bereits

die Mdglichkeit (1, 2, 3, 47, 48, 49) doppelt gezdhlt.
Darauf miissen wir spiter noch einmal zuriickkom-
men. Wir betrachten zunichst die verbleibenden 45
Drillinge. Fiir diese kdnnen aufgrund der linken und
rechten Nachbarn, die es zu vermeiden gilt, die letzten
drei Zahlen jeweils nur aus einer Menge mit 44 Ele-
menten gewahlt werden. So bleiben z. B. fiir den Dril-
ling (7, 8, 9) nur die Elemente {1, ..., 5, 11, ..., 49}
fiir die Ergénzung zu einer zugelassenen Zichung
iibrig. Es gibt also jeweils (434) Moglichkeiten, die
verbleibenden 45 Drillinge zu einer Zichung mit ge-
nau drei aufeinanderfolgenden Zahlen zu ergénzen’.
Insgesamt haben wir bisher

2545 (%)
Moglichkeiten gezéhlt. Doch wie wir schon an ei-
nem Beispiel sehen konnten, haben wir auf diese
Weise einiges doppelt gezéhlt: die bereits oben er-
wiahnten Doppel-Drillinge. Ebenso haben wir auch
(17, 18, 19, 33, 34, 35) doppelt gezdhlt. Einmal bei
der Betrachtung des ,,kleineren Drillings* (17, 18, 19)
und ein weiteres Mal bei der Betrachtung des ,,gro-
Beren Drillings* (33, 34, 35). Auf diese Weise wurde
jeder Doppel-Drilling doppelt gezdhlt. Wir miissen
also die Anzahl aller Doppel-Drillinge ermitteln und
das Ergebnis von unserer oben berechneten Gesamt-
zahl aller Moglichkeiten abziehen.

Doppel-Drillinge zahlen

Wir gehen systematisch vor und betrachten erneut
alle Drillinge, also

(1,2,3),(2,3,4), ..., (47, 48, 49).

Zu jedem Drilling zdhlen wir nun, auf wie viele Mog-
lichkeiten man ihn durch einen zweiten, groferen
Drilling zu einem Doppeldrilling ergdnzen kann. Wir
konnen (1, 2, 3) ergdnzen mit

(5,6,7),(6,7,8),...,(47,48,49).
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Das liefert 43 Doppel-Drillinge. Nun kdnnen wir
(2,3,4) offenbar auf 42 Weisen erginzen. Dies
flihren wir so fort und erhalten schlussendlich fiir
(43, 44, 45) nur noch eine Moglichkeit. Insgesamt
erhalten wir

83
Y=t M 046
P

Moglichkeiten.

Nun koénnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten von genau drei aufeinanderfolgenden Zahlen
bei einer Zichung berechnen. Es gibt

45 44 _
2-(F)+as- (4] - 946 623,414
verschiedene Ziehungen mit genau drei aufeinander-
folgenden Zahlen.

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereig-
nis

623.414 _
HE
6
Mindestens drei aufeinanderfolgende
Zahlen

Zum Berechnen der Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten von mindestens drei aufeinanderfolgenden
Zahlen addieren wir abschlieBend die Wahrschein-
lichkeiten fir genau drei, genau vier, genau fiinf und
genau sechs aufeinanderfolgende Zahlen. Wir erhal-
ten

P(X=3)= 4,5 %.

6
P(X>3)= Y P(X=i)=~48 %.
=

Eine Ziehung mit mindestens drei aufeinanderfol-
genden Zahlen ist also — wie nicht anders zu erwarten
—wesentlich unwahrscheinlicher als eine Ziehung mit
mindestens einem Paar benachbarter Zahlen, aber der
Wert 4,8 % ist ebenfalls erstaunlich.

4 Abschlussbemerkungen

Wir haben im vorliegenden Artikel verschiedene
Zugénge vorgestellt, um die Wahrscheinlichkeiten
fiir Zwillinge und andere Mehrlinge im Lotto zu be-
stimmen. Wie unsere Ausflihrungen aufzeigen, gibt
es nicht die eine Methode, mit der sich alle Frage-
stellungen beantworten lassen. Es sei an dieser Stel-
le erwéhnt, dass die in Abschnitt 2.2 vorgestellte
Methode eine Verallgemeinerung auf Drillinge etc.
zulésst, die z. B. Horst Gundel (1987) aufzeigt. Da
diese aber weder offensichtlich noch problemfrei ist,
eignet sie sich nach Meinung der Autoren weniger

gut, um Eingang in den Stochastik-Unterricht in der
Schule zu finden. Gliicklicherweise gibt es — wie in
den Abschnitten 3.2 bis 3.6 beschrieben — praktikable
Alternativen zur Berechnung der Wahrscheinlichkei-
ten fiir das Auftreten anderer Mehrlinge. Die in den
Abschnitten 3.2 bis 3.4 vorgestellte Losung zur Be-
stimmung von P(X =1i) fir i =4, 5, 6 ldsst sich nicht
problemlos auf die Problematik von genau zwei bzw.
genau drei aufeinanderfolgenden Zahlen {ibertragen®.
So erfordern die unterschiedlichen Fragestellungen
immer wieder neue Ideen und Ansétze und das The-
ma Lotto erscheint uns unter anderem aus diesem
Grund als ein sehr spannendes und ertragreiches
Thema fiir den Stochastikunterricht bzw. in einer
Stochastik-Grundvorlesung fiir Lehramtskandida-
ten. Ein weiterer Vorzug des Themas besteht in der
Moglichkeit, die Ergebnisse im Modell mit den in der
Realitit tatsdchlich auftretenden Werten vergleichen
zu konnen. Im Internet finden sich viele statistische
Aufzeichnungen zum Thema Lotto. So wurden z. B.
auf der Seite

http://www.dielottozahlende.net/lotto/6aus49/statistiken.html

alle Lotto-Ziehungen von 1955 (Mittwochs- und
Samstags-Ziehung) bis heute (das sind knapp 5000
Ziehungen) statistisch aufbereitet. Es zeigt sich: in
rund 50,9 % aller Ziehungen kamen ein oder meh-
rere Zwillinge vor. In 4,7 % aller Ziehungen tauch-
te ein Drilling auf. Damit kdnnen wir Schiilern und
Studierenden ein schones Beispiel fiir das Gesetz der
grof3en Zahlen aufzeigen.

Abschliefend mochten wir darauf hinweisen, dass
nicht nur die folgenden Mengen die gleiche Anzahl
an Elementen besitzen:

Alle Ziehungen

,,0 aus 49 ohne Alle Zichungen
benachbarte ,,0 aus 44,
Zahlen.

Vielmehr lésst sich diese Eigenschaft auf alle Lot-
tosysteme verallgemeinern. Es gilt stets: Die beiden
Mengen

Alle Ziehungen
»k aus n* ohne Alle Zichungen
benachbarte { Hkaus (n—k+ 1)< }
Zahlen.

besitzen jeweils dieselbe Anzahl an Elementen. Dies
gilt natiirlich nur, falls 2k <n+1 ist, d. h. falls es
iiberhaupt Ziehungen ,,k aus n* ohne benachbarte
Zahlen geben kann.
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Insofern konnte im Unterricht auch folgendes Vor-
gehen interessant sein: Zundchst werden kleinere
Beispiele in einer Art ,,Mini-Lotto* untersucht. Die
dabei entdeckten RegelmaBigkeiten lassen sich dann
unter Umsténden leichter auf das reguldre Lottospiel
iibertragen, so dass auch schwichere Schiiler einen
Zugang zur Problematik finden kdnnen.

Anmerkungen

1 Die weibliche Form sei impliziert.
" “(n+1)-(2n+1
2 FﬁrjedesnENgilt:zi:1i2=n (n )6( & ).
3 Es sei hier erwihnt, dass das Ergebnis uns auch in der
Riickschau dieses Mal keinen eleganten Weg aufzei-
gen wird. Der Hauptgrund hierfiir ist die bereits erldu-
terte, fehlende Griffigkeit des Gegenereignisses.

4 Hierbei ist zugelassen, dass die beiden weiteren Zahlen
einen Zwilling bilden, der aber nicht an den Vierling
angrenzen darf (dies deckt sich mit unserer Definition
der Zufallsvariablen X). Eine Betrachtung, die zwi-
schen ,,genau einem Vierling und keinem Zwilling™
und ,,genau einem Vierling und einem Zwilling™ un-
terscheidet, findet sich z. B. bei Horst Gundel (1987).

5 Wobei an dieser Stelle ,,Doppel-Drillinge*, d. h. Zie-
hungen mit zweimal drei aufeinanderfolgenden Zah-
len, die aber insgesamt nicht aufeinanderfolgen, inklu-
diert seien.

6  Auch hier sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
im Falle von Zwillingen ,,Dreifachzwillinge*, von de-
nen je zwei keinen Vierling ergeben, inkludiert sind.
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