Ein Witz! Kritik und Gegenkritik zur Nowitzki-Aufgabe

im NRW Zentralabitur 2008

RAPHAEL DIEPGEN, BOCHUM

Zusammenfassung: Die stochastikdidaktische Kritik
an der fachlichen Kritik der so genannten Nowitzki-
Aufgabe im Zentralabitur Nordrhein-Westfalen 2008
offenbart dieselben ,,witzigen* Wirrungen wie die
Aufgabe selbst.

Und noch einmal: Die Aufgabe

Im NRW-Zentralabitur 2008 wurde folgende (hier
nur in einem kleinen Auszug wiedergegebene) Sto-
chastikaufgabe gestellt:

,Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt
in der amerikanischen Profiliga NBA beim Club Dal-
las Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er
bei Freiwiirfen eine Trefferquote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(2) héchstens 8 Treffer bei 10 Versuchen er-
zielt,

(3) hochstens vier Mal nacheinander bei Frei-
wiirfen erfolgreich ist.

b) Bei Heimspielen hatte er eine Freiwurfbilanz
von 267 Treffern bei 288 Versuchen, bei Aus-
wartsspielen lag die Quote bei 231:263. Ein
Sportreporter berichtet, dass Dirk Nowitzki aus-
wirts eine deutlich schwichere Freiwurfquote
habe.

Untersuchen Sie auf einem Signifikanzniveau
von 5 %, ob die Trefferanzahl bei Auswidirtsspie-
len

(1) signifikant unter dem Erwartungswert fiir
Heim- und Auswdrtsspiele liegt,

(2) signifikant unter dem Erwartungswert fiir
Heimspiele liegt.

(Hinweis: Fiir eine binomialverteilte Zufallsgro-
e X mit Standardabweichung o > 3 gilt néhe-
rungsweise P(X > u —1,640) = 0,95.)

c) ...d)...e)...”

Diese — inzwischen als ,,Nowitzki-Aufgabe“ be-
rithmt-beriichtigte — Abituraufgabe wurde wegen der
(zumindest) unklaren Aufgabenstellung in a) (3) zum
Thema in der skandalisierenden Tagespresse, aber
auch in Génze, insbesondere in der zitierten Teilauf-

gabe b), Gegenstand von nunmehr drei Beitrdgen in
dieser Zeitschrift.

Meine Kritik

Sofort nach Bekanntwerden der Aufgabe verdffent-
lichte ich eine ausfiihrliche Kritik (Diepgen, 2008).
Neben der ins Auge springenden inhaltlichen Irrele-
vanz der Problemstellung und der bereits offentlich
skandalisierten Unklarheit in a) (3) kritisierte ich vor
allem folgende zentrale Punkte:

1. Die Aufgabe lasse sich kaum inhaltlich so inter-
pretieren, dass die — von den Aufgabenautoren
als selbstverstindlich unterstellte — Binomial-
verteilung plausibel wére (Stichworte: Konstanz
der Trefferwahrscheinlichkeit, stochastische
Unabhéngigkeit). Insbesondere sei kaum zu ver-
stehen, was man hier eigentlich unter dem Para-
meter dieser Binomialverteilung verstehen solle
und konne, also unter der ,, Trefferwahrschein-
lichkeit* von Dirk Nowitzki.

2. Essei vollig unklar, ob die in der Freiwurfbilanz
angegebenen Trefferquoten als (feste) Parame-
ter der unterstellten Binomialverteilungen, also
als Wahrscheinlichkeiten, zu interpretieren sei-
en, oder aber als (zuféllige) Schétzer fiir diese
Parameter, also als relative Haufigkeiten. In ein
und demselben Kontext figurierten dieselben
Trefferquoten sowohl als Parameter als auch als
Schitzer.

3. Diese Verwirrung resultiere schlielich in der
Absurditit, dass als ,,richtige* Losung zu Aufga-
be b) ein und dieselbe Nullhypothese aufgrund
derselben empirischen Daten auf ein und dem-
selben Signifikanzniveau in (1) beibehalten, in
(2) aber verworfen werde.

Des Weiteren kritisierte ich fiir die Aufgabenteile c)
und d) die mangelnde Konsequenz in der nur unklaren
und halbherzigen Orientierung an den — nicht kompa-
tiblen — Grundideen der miteinander konkurrierenden
inferenzstatistischen Schulen von Fisher (Stichwort:
Unplausibilitét einer Nullhypothese durch Daten mit
geringer Uberschreitungswahrscheinlichkeit) versus
Neyman und Pearson (Stichwort: Verfahren zur da-
tengestiitzten Entscheidung zwischen zwei konkur-
rierenden Hypothesen mit limitierten bzw. kontrol-
lierten Wahrscheinlichkeiten fiir Fehlentscheidungen
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der ersten bzw. zweiten Art) versus Bayes (Stichwort:
Modifikation von Hypothesenwahrscheinlichkeiten
aufgrund von Daten).

Ausfiihrlich thematisierte ich auch die grundsétzliche
Problematik, dass sich die Erreichung wesentlicher
Lernziele des Stochastikunterrichtes — etwa die ,,ver-
niinftige” Orientierung in komplexen Situationen
der Ungewissheit — kaum in der simplen Form von
landeseinheitlichen Abituraufgaben iiberpriifen lasse
und dass von daher durch das Zentralabitur eine Tri-
vialisierung anspruchsvoller Lernziele des Stochas-
tikunterrichtes zu befiirchten sei.

Die Kritik von Davies

So als habe es meinen Beitrag gar nicht gegeben, er-
schien im Folgejahr ein Artikel von Davies (2009),
also eines universitdren Statistikprofessors. Im We-
sentlichen kritisierte er — garniert durch viele profes-
sorale Belehrungen tiber die Basics und Begrifflich-
keiten der an den Universitdten betriebenen mathe-
matischen Statistik — nur die verwirrende Doppelbe-
deutung der Trefferquoten gleichzeitig als Parameter
(,,wahre Werte*) und Schétzer, also halt nur das, was
ein einziger Kritikpunkt (2) von mir war. Die anderen
von mir skizzierten Probleme gerieten Davies ,,na-
tirlich® nicht in den Blick, weil er ausschlieBlich aus
einer innermathematischen Perspektive argumentier-
te: Aus dieser engen Perspektive spielt die stochasti-
sche Situation, die eigentlich erst modelliert werden
soll, kaum eine Rolle; aus dieser Perspektive geht es
vielmehr nur noch um die logischen Folgerungen aus
einer bereits vorgegebenen Modellierung. (Und da
endet man dann als Statistikprofessor halt in einem
empdrten, mathematisch geschulten ,,Kannitverstan®,
wenn einem dieselben Werte als ,,wahre* Werte und
zugleich als Schitzwerte prasentiert werden.)

Diese Perspektive ist drgerlich, denn im allgemein-
bildenden Stochastikunterricht geht es — anders als
moglicherweise in universitdren Stochastikvorle-
sungen fiir Mathematikstudenten — wesentlich nicht
(nur) um innermathematische Argumentationen (und
tunlichst dem Computer iiberlassene Berechnungen)
innerhalb eines vorgegebenen mathematischen Mo-
dells, sondern zuvorderst um die Modellierung selbst,
also die Entwicklung und kritische Reflexion eines
mathematischen Modells der jeweiligen Realitit, in
der Stochastik typischer Weise eines mathematischen
Modells einer bestimmten stochastischen Situation
der Ungewissheit. Zitat Davies (S. 2): ,,Bei einer
Textaufgabe (sic/) muss die Modellierung entweder
angegeben werden, oder sie muss aus der Beschrei-
bung der Situation eindeutig (sic!) hervorgehen.

Wenn die Modellierung feststeht, wird die Aufgabe
innerhalb des Modells weiter bearbeitet. D. h. es wird
angenommen, dass das Modell stimmt. Es ist nicht
Aufgabe des Abiturienten, die Angemessenheit der
Modellierung zu hinterfragen.* Sic! Hat Davies von
der stochastikdidaktischen Diskussion der letzten
Jahrzehnte eigentlich irgendeine Notiz genommen?

(Ubrigens: Davies scheint nicht nur die stochastik-
didaktische Diskussion kaum zu kennen, sondern
auch die Grundlagendiskussion zur Statistik: An-
ders ist seine apodiktische Behauptung kaum zu
verstehen, ,,in der Statistik* gebe man fiir einen un-
bekannten Parameter p ,,ein so genanntes Konfiden-
zintervall von plausiblen Werten p* an, und deshalb
ergebe sich — aufgrund des 95 %-Konfidenzinterval-
les [0.8792, 0.9284] um die berichtete Trefferquote
498/551 = 0.904 — als ,,einzig plausible Losung™ fiir
diein a) (1) erfragte Wahrscheinlichkeit ,,die Behaup-
tung, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit zwischen
0.2345 (p =0.8792) und 0.1273 (p = 0.9284) liegt.
(S. 4) Es ist schon bemerkenswert, wie hier Davies
eine in der Grundlagendiskussion umstrittene Vor-
gehensweise — Konfidenzintervall — zur allgemein-
verbindlichen Norm erhebt, und dabei auch noch das
Niveau 95 %.)

Die Kritik der Kritik durch Borovcnik

Da konnte eine Reaktion seitens der Stochastikdi-
daktik nicht lange auf sich warten lassen: Borovcnik
(2009) weist aus dieser Perspektive die Kritik von
Davies zuriick, miindend in dem vernichtenden Fa-
zit: ,,Die Kritik hélt einer Kritik fast weniger Stand
als die kritisierte Aufgabe selbst.” (S. 16)

(Meinen Beitrag listet Borovenik {ibrigens seltsamer
Weise in seinem Literaturverzeichnis auf, ohne ihn
im Text irgendwo zu erwéhnen.)

Mit Bezug zur Aufgabe a) moniert Borovcenik die —
von Davies nicht, von mir aber sehr wohl kritisierte —
Selbstverstiandlichkeit der von den Aufgabenautoren
unterstellten Modellierung mit der wenig angemes-
senen Binomialverteilung. (Warum diese Unange-
messenheit im Wesentlichen nur Aufgabe a) betreffe,
kaum mehr aber Aufgabe b), habe ich freilich nicht
verstanden — wie auch so manch andere ,,dunkle Be-
merkung von Borovcnik.)

Die Aufgabe b) aber, die von Davies ebenso wie von
mir (schon) wegen der offensichtlichen Vermischung
von Schitzern und Parametern als unsinnig und un-
16sbar kritisiert wurde, wird von Borovcenik verbliif-
fender Weise als durchaus sinnvoll akzeptiert und
dann im Sinne der Aufgabenautoren ,,geldst®.

24



Dazu behauptet Borovcnik (S. 16) allen Ernstes: ,,Die
Frage in b) kann man ... so umformulieren: Voraus-
gesetzt man kennt diese Wahrscheinlichkeit,” — ge-
meint ist die ,,Wahrscheinlichkeit, einen Freiwurf zu
realisieren® — ,,ist es dann moglich, die Auswértsspie-
le als

e unabhingige Wiederholung desselben Bernoul-
li-Experiments

e mit eben dieser Wahrscheinlichkeit (fiir alle
Spiele bzw. noch besser fiir Heimspiele)

zu modellieren? Weichen die beobachteten Treffer-
zahlen (oder Trefferquoten, das ist gleichwertig) si-
gnifikant davon ab oder nicht? — das ist die Frage.
Dabei taucht die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir die
Bezugsverteilung (am besten die Heimspiele) als
feste Grof3e auf, fiir die man nach der Saison einen
bekannten Wert hat. Die beobachtete Erfolgsrate oder
Erfolgsanzahl fiir die Auswartsspiele ist eine empiri-
sche Grof3e, deren beobachteter Wert mit dieser Be-
zugverteilung verglichen wird.*

So lésst sich Aufgabe b) tatsdchlich aber eben nicht
verstehen! Fiir die in Aufgabe b) skizzierte stochas-
tische Situation gibt es ndmlich nicht den gerings-
ten verniinftigen oder auch nur nachvollziehbaren
Grund, die Trefferquote 267/288 bei Heimspielen als
feste GroBe® oder ,,bekannten Wert™ — also als Pa-
rameter oder Wahrscheinlichkeit — zu interpretieren,
die vollig gleich geartete Trefferquote 231/263 bei
Auswirtsspielen aber als ,,empirische®, also zufiéllige
GroBe oder Schitzer. Natiirlich kann man ,,rein theo-
retisch eine solche Fiktion gedanklich durchspielen:
Nur gibt die in Aufgabe b) skizzierte stochastische
Situation nicht den geringsten verniinftigen Anlass
fiir eine solche Fiktion. Nein, diese Situation ldsst es
verniinftigerweise nur zu, die Trefferquoten — aus-
wirts wie zuhause — entweder beide als feste Parame-
ter zu interpretieren, oder aber beide als empirische
ZufallsgréBen (Schitzer).

Im ersten Fall ist die Frage nach einem ,,signifikanten*
Unterschied zwischen den Trefferquoten — sprich:
festen Parametern — vollig sinnlos: Parameter unter-
scheiden sich oder eben nicht, aber niemals ,,signifi-
kant*; sind die Parameter bekannt, ist es schlieB3lich
schon vor jeder denkbaren Datenerhebung sicher, ob
die Nullhypothese gilt oder nicht.

Im zweiten Fall mag diese Frage nach dem ,,signi-
fikanten® Unterschied zwischen den Trefferquoten
zwar Sinn haben; sie ldsst sich dann aber von den
Abiturienten nicht beantworten, weil diese halt nur
den Binomialtest kennen, nicht aber den Chi-Quad-
rat-Test, den exakten Test von Fisher oder gar den

Welch-Test. Im Ubrigen wird diese zweite Interpre-
tation durch das Wort ,,Erwartungswert” im Aufga-
bentext ausgeschlossen; dieser ist schlielich per all-
gemein anerkannter Definition das n-fache des festen
Wahrscheinlichkeitsparameters, nicht etwa des zufil-
ligen Schétzers dafiir.

Dass gerade von einem Stochastikdidaktiker versucht
wird (und dies auch noch unter dem Titel richtig ver-
standener Anwendungsorientierung), die Aufgabe b)
— vollig losgelost von der dort skizzierten stochasti-
schen Situation und ohne Angabe irgendwelcher sich
daraus ergebenden verniinftigen oder auch nur nach-
vollziehbaren Griinde — als legitime Aufforderung
fiir eine fiktive formale Spielerei zu reinterpretieren,
finde ich befremdlich. Wenn denn das Lehrziel des
Stochastikunterrichtes die verniinftige Orientierung
in stochastischen Situationen ist, verbieten sich doch
vollig unglaubwiirdige Textaufgaben, die — bar jeder
praktischen ,,Vernunft“ — nur der ,,Einkleidung® ir-
gendwelcher formaler mathematischer Inhalte die-
nen.

Besonders édrgerlich ist dieser unhaltbare Legitima-
tionsversuch einer unhaltbaren Abituraufgabe auch,
weil er ohnehin nur fiir die zweite Teilaufgabe b) (2)
greifen konnte, nicht aber fiir die erste Teilaufgabe
b) (1) — wie auch Borovcnik selbst mit seinem va-
gen Einschub ,,am besten die Heimspiele® zu spii-
ren scheint. Denn mit Bezug zur ersten Teilaufgabe
b) (1) miisste Borovcnik die Auswiértstrefferquote
231/263 als Zufallsgroe und die Gesamttrefferquote
(231 +267)/(263 + 288) als festen Parameter inter-
pretieren — obwohl sich diese vermeintlich feste Ge-
samttrefferquote als gewichtete Summe aus (als fest
interpretierter) Heimtrefferquote und — gerade als
zufillig vorausgesetzter — Auswirtstrefferquote zu-
sammensetzt: Wie kann es (in der Nichtbayesschen
Statistik) einen festen Parameter geben, der auch —
gleichsam ,,zur Hélfte* — zufallig ist? Vollig absurd!

Diese von Borovenik augenscheinlich nicht bemerk-
te Absurditit gipfelt schlieBlich darin, dass er — ganz
im Sinne der Aufgabenautoren — fiir die erste Teilauf-
gabe b) (1) keinen signifikanten Unterschied ermit-
telt (,,Es kann statistisch (auf dem Signifikanzniveau
5 %) nicht nachgewiesen werden, dass Nowitzki in
Auswirtsspielen schlechter ist als in der gesamten
Saison®), fiir die zweite Teilaufgabe b) (2) vollig
unbekiimmert davon aber einen signifikanten Un-
terschied vermeldet (,,Auswartsspiele unterscheiden
sich ... hochsignifikant von Heimspielen®). Hallo?
Wir sollen also nach der Logik des Hypothesentes-
tens aufgrund der in Aufgabe b) skizzierten Datenlage
davon ausgehen, dass sich einerseits die Trefferwahr-
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scheinlichkeit Nowitzkis zwischen Auswiérts- und
Heimspielen unterscheidet, dass sich andererseits
die Trefferwahrscheinlichkeit Nowitzkis zwischen
Auswirts- und allen Spielen aber nicht unterscheidet,
obwohl sich diese beiden Aussagen gegenseitig lo-
gisch ausschlieBen? Das kann — im wahrsten Sinne
des Wortes — nicht wahr sein! Borovcnik realisiert
— ebenso wie die Aufgabenautoren — offensichtlich
gar nicht, dass die in b) (1) und b) (2) getesteten Null-
hypothesen dquivalent sind, dass also von ihm in b)
(2) genau die Nullhypothese verworfen wird, die in
b) (1) — aufgrund derselben Daten und desselben Sig-
nifikanzniveaus — nicht verworfen wird.

Formal:
_ ny n,
pA_nH+nApH+nH+nApA (1)
ep,=py, (2)

mit den durch H (,,Heim*) und 4 (,,Auswirts*) in-
dizierten Trefferwahrscheinlichkeiten p und Freiwiir-
fen n.

Wer — wie Borovenik und tausende ,,braver NRW-
Abiturienten 2008 — zu b) (1) den von den Aufgaben-
autoren verlangten Binomialtest der Nullhypothese

288 267 263 231

Hy:p=0.904 =388 763 288 " 288 + 263 263

288 +263 263
durchfiihrt, nachdem er auf der rechten Seite von
Gleichung (1) die entsprechenden empirischen Werte
eingesetzt hat, insbesondere also fiir p, den empiri-
schen Schétzer 231/263, hat {iberhaupt nicht verstan-
den, dass das Testen einer Nullhypothese — egal ob
im Sinne von Fisher oder von Neyman und Pearson
— grundsétzlich voraussetzt, dass sich die Nullhypo-
these unabhiingig von den zu ihrer Uberpriifung zu
erhebenden Daten formulieren lassen muss.

Auch unter der vollig unangemessenen, gleichwohl
von Borovenik akzeptierten Fiktion, nur die Heim-
trefferquote sei ein fester Parameter, wire der in b)
(1) geforderte Binomialtest aufgrund der Aquivalenz
der Gleichungen (1) und (2) derselbe wie der in b)
(2) geforderte Binomialtest, ndmlich der der Nullhy-
pothese

o =267 _
H,:p, =55 =0.927,

und er hitte daher selbstverstindlich auch dasselbe
,signifikante Ergebnis erbracht — anders als von

Borovenik vorgerechnet, anders als von den Aufga-
benautoren unterstellt und anders als von hunderten
NRW-Lehrern tausenden NRW-Abiturienten gegen-
iiber sanktioniert.

Fazit

Ich hatte dies alles schon in meiner urspriinglichen
Kritik an der Nowitzki-Aufgabe ausgefiihrt. Auch
das — sachlich selbstverstindlich berechtigte — Mo-
nitum von Davies gegen die Vermischung von Schit-
zern und Parametern lief, wenn man es auf die in der
Aufgabe skizzierte stochastische Situation zuriickbe-
zog, auf Gleiches hinaus: Das Schlimme ist nicht zu-
vorderst die begriffliche Verwirrung um Schétzer und
Parameter im Aufgabentext, sondern dass hier fiir
eine stochastische Situation ein Vorgehen als ,,ver-
niinftig™ unterstellt wird, das in sich widerspriichlich
ist und von daher nicht verniinftig sein kann.

Danach will mir der Verlauf der Diskussion um die
Nowitzki-Aufgabe in dieser Zeitschrift als Witz er-
scheinen, mehr noch als die Aufgabe selbst.
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