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Zusammenfassung: In dieser Arbeit wird ein ele-
ganter Algorithmus eingefuihrt, um Probleme der dis-
kreten WT zu behandeln. Er eignet sich fiir den ge-
samten Schulunterricht, einschliefflich der Grund-
schule, wo wir ihn 1974 entdeckt haben. Durch die
kleine Beschrankung auf rationale Wahrscheinlich-
keiten gelingt es diskrete Probleme endlich zu ma-
chen.

Der SA ist ein Algorithmus, der eine endliche Anzahl
von Chips verwendet, die durch einen endlichen Gra-
phen flieRen, dessen Kanten rationale Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten haben. Zuerst wird ein stochas-
tisches Problem in einen Graphen Ubersetzt, der als
Spielbrett dient, auf dem man nach einer festen Spiel-
regel (Axiom) spielt. Die Ergebnisse des Spiels sind
nach Definition Wahrscheinlichkeiten und Erwar-
tungswerte. Die Motivierung erfolgt durch Haufig-
keitsdeutung. *

Wir werden eine Folge immer komplizierterer Pro-
bleme 16sen, um die Macht und Flexibilitdt des SA zu
zeigen und zugleich die Darstellung durch Graphen
zu Uben. Erst danach folgt die systematische Darstel-
lung, die wir am Ende nur andeuten.

1. Beispiel. Die Aufteilung des Einsatzes

A und B vereinbaren folgendes Spiel: Jeder legt 8
Goldminzen in einen Hut. Dann wird eine Miinze ge-
worfen, bis Wappen oder Zahl zum 3. Mal erscheint.
Wer als Erster das Ziel erreicht, gewinnt den gan-
zen Einsatz von 16 Goldmiinzen. Der erste Wurf ging
zugunsten von A aus. Dann wird das Spiel abgebro-
chen. Finde die gerechte Aufteilung des Einsatzes.

Aus Griinden der historischen Pietét beginnen wir mit der 2.
Aufgabe des Chevaler de Méré, die er 1654 dem franzdsischen
Mathematiker Pascal vorlegte. Die Aufgabe kam zuerst im 9.
Jahrhundert auf. Nach acht Jahrhunderten erfolgloser Lésungs-
versuche hat sie Pascal als erster richtig geldst und die Aufgabe
in einem Briefwechsel P. Fermat mitgeteilt, mit der Aufforde-
rung das Problem zu I6sen. Postwendend schickte ihm Fermat
seine Ldsung, die ganz anders war als die Lésung von Pascal.
Dieser Briefwechsel war der Ursprung der WT. Der 25jdhrige
Christian Huyghens kam 1655 fiir einige Monate nach Paris,
wo das Problem von den Pariser Mathematikern heftig disku-

tiert wurde. Er war von dem Problem so begeistert, dass er schon
1657 dazu das Buch Huyghens (1657) schrieb. Zwar hatte Jero-
lamo Cardano schon 1530 ein Buch mit dem Titel Liber de Ludo
Aleae geschrieben. Es wurde aber erst 1663 posthum publiziert
(Cardano (1663)) und ist viel primitiver als das Buch von Huy-
ghens.

Die Miinze wird durch das Gliicksrad in Fig. 1 dar-
gestellt. Durch die Ubersetzung:

Ein Punkt fiir A — ein Schritt nach oben
Ein Punkt fiir B — ein Schritt nach rechts

wird das Spiel in eine Irrfahrt auf dem Graphen in
Fig. 2 Ubersetzt, die in (0, 1) beginnt. Hier werden die
dquivalenten Zustande (0,3), (1,3) und (2,3) zu dem
Zustand (—, 3) zusammengelegt (Gewinn von A) und
die Zusténde (3,0),(3,1), (3,2) zu (3,—) (Gewinn von
B).

Fig. 3

Die Losung von Pascal in Fig. 3 ist genial. Rekursiv
werden die einzelnen Zustdnde berechnet. Wir be-
rechnen die Bewertung durch A. Im Zustand (2,2) hat
A gleiche Chancen 16 oder 0 zu gewinnen. Also hat
(2,2) fur A den Wert 8. Die Vorwadrtsnachbarn von

1Der Leser muss jeden Graphen auf ein Blatt Papier zeichnen und nachspielen. Sonst wird er die Beispiele nicht verstehen. Als Chips
verwendet man z.B. kleine Wiirfel. Der Lehrer arbeitet mit einem Overhead Projektor und Folien mit Graphen, auf denen Chips
bewegt werden. Die in den absorbierenden Zustédnden angekommenen Chips darf man wieder verwenden, wenn man ihre Anzahl

dort anschreibt, wo sie ankommen.
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(1,2) sind 8 und 16 je mit gleichen Wahrscheinlich-
keiten. Daher hat (1,2) den Wert 12, das Mittel von
8 und 16. So kdnnen wir rekursiv alle Bewertungen
durch A in Fig. 3 bestimmen. Wir sehen, dass A 11
Miinzen bekommen muss, wahrend fiir B 5 Miinzen
ubrig bleiben. Pascal arbeitet hier mit Erwartungs-
werten. Auch Huyghens verwendet den Erwartungs-
wert als Grundbegriff, wie auch sein Buch Huyghens
(1657).

Die Ldsung von Fermat wollen wir mit dem SA
nachspielen. Fermat’s Idee besteht darin das Spiel im
Zustand (0,1) weiter zu spielen, bis man mit dem Ge-
winn von A oder B endet. Dazu starten wir in (0,1)
mit zwei Chips und ziehen diese in Pfeilrichung un-
ter Respektierung der Ubergangswahrscheinlichkei-
ten % Da von einem inneren Zustand keine Bewe-
gung mehr moglich ist, so fiihren wir im Start zwei
weitere Chips zu. Nach den Zug vom Start aus kann
man auch von zwei inneren Zustdnden ziehen. Wir
ziehen in den inneren Zustanden in beliebiger Rei-
henfolge so lange, bis es nicht mehr geht. Erst dann
legen wir zwei weitere Chips auf den Start. Wir fah-
ren so lange fort, bis alle inneren Zustande leer sind.
In den Endzustdnden sind dann jeweils 11 und 5
Chips.

Man beachte, dass hier eine diskrete Masse durch
einen Graphen flieRt unter Respektierung der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Man kann diese Masse
stets auf 1 normieren. Dann hat man genau die Wahr-
scheinlichkeitsdeutung fiir den Zufallsprozess. Fir
endliche Probleme ist dies schon lange bekannt. Neu
ist die Ausdehnung auf Graphen mit Zyklen und
Schleifen in den ndchsten Problemen.

Fermat hat die Worter gezahlt, die zum Gewinn von
A fuhren: AA, ABA, BAA, ABBA, BABA und BBAA.
Ein Wort der Lange zwei hat das Gewicht 1/4, von
der Lange drei 1/8 und von der Lange vier 1/16. Da-
her hat (—, 3) das Gewicht

1 11
1. —+2 §+3 Tt

Hier ist es nicht interessant die mittlere Schrittzahl zu
bestimmen. Wir wollen es trotzdem tun. Die Worter
BBB, BABB, BBAB und ABBB fiihren zum Gewinn
von B. Die mittlere Schrittzahl aller 10 Worter ist

1 3 6 50 1
22ttt 5 %

Dies liefert auch der SA, wenn man die Schrittzahl
zahlt und danach durch die Anzahl der Chips divi-
diert. Wenn der Graph Schleifen oder Zyklen enthlt,
so erhdlt man etwas Neues. Daher enthalten die fol-
genden Beispiele bis auf eine Ausnahme Zyklen oder
Schleifen.

2. Beispiel. Vergleich zweier Algorithmen

Mit einer guten Miinze will man einen Wurf eines
symmetrischen Wiirfels erzeugen. Die Figuren 4 und
5 zeigen zwei Algorithmen:

Al) 1. Erzeuge drei Wiirfe einer Miinze XY Z.
2. Wenn X =Y = Z, so gehe nach Zeile 1,
sonst ist XY Z die Antwort im Zweiersystem.

A2) 1. Erzeuge drei Wirfe einer Miinze XY Z.
2. Solange X =Y = Z ist, behalte X und erzeu-
ge neue Y,Z. Dann ist XY Z die Antwort im
Zweiersystem.

In Fig. 4 und 5 unterscheiden wir den Anfangszu-
stand, die inneren Zustande und ganz unten die sechs
Endzusténde (absorbierende Zusténde), von denen es
nicht weitergeht.
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Fig. 5

Fur jeden der beiden Algorithmen wollen wir bewei-
sen, dass sie die Aufgabe 16sen, wobei der zweite Al-
gorithmus besser ist als der erste.
Dazu missen wir beweisen, dass fiir jeden Baum die
sechs Pfade zu den Endzusténden jeweils die Wahr-
scheinlichkeit & haben.
Wir beginnen in Fig. 4 im Start Paare von Chips
einzugeben. Nach jeder Eingabe ziehen wir, bis es
nicht mehr geht und zéhlen die Schritte. Wir ma-
chen so lange weiter, bis nach 24 Schritten alle in-
neren Zustdnde leer sind und zwei Chips in den
Start zurtickkehren. Dann sind wir fertig. Es hat kei-
nen Sinn weiter zu machen, da wir nach weiteren
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24 Schritten wieder in den Start gelangen. Der Zu-
fallsprozess hat einen reinen Zyklus.

Je ein Chip gelangt in jeden Endzustand. D.h., die
Pfade sind gleichwahrscheinlich und die mittlere
Laufzeit eines Chips ist m = 24/6 = 4. Mit anderen
Worten, die mittlere Schrittzahl des Algorithmus ist
4. Beachte, dass es diesmal wegen der zwei Schlei-
fen unendliche Pfade gibt. Aber diese kann man nie
beobachten, da sie die Wahrscheinlichkeit 0 haben.
Wenn wir Al) oft wiederholen, wird die mittlere
Laufzeit immer genauer 4.

Wir machen dasselbe mit Fig. 5. Nur gelingt es uns
nie alle inneren Zustinde leer zu bekommen. Da-
her wollen wir in Zukunft alle inneren Zustande kri-
tisch laden. D.h., in jeden inneren Zustand werden
so viele Chips gelegt, dass man durch Addition ei-
nes weiteren Chips von diesem Zustand ziehen kann.
In unserem Fall wird jeder innere Zustand mit ei-
nem Chip belastet. Das Spiel ist zu Ende, wenn die-
se kritische Ladung wiederkehrt. Dies ist nach 22
Schritten der Fall. Am Ende hat je ein Chip einen
Zweig des Baumes zuriickgelegt, d.h., alle 6 mogli-
che Ausfalle haben dieselbe Wahrscheinlichkeit und
die gesamte Schrittzahl ist 22. Die mittlere Schritt-
zahl ist 22/6 = 32.

Warum ist dies so? Der SA ist ein endlicher Auto-
mat. Jeder endliche Automat hat das Verhalten in Fig.
6. Hier steht ein Punkt fiir einen blockierenden Gra-
phen, d.h., einen Graphen, bei dem man von keinem
Zustand ziehen kann. Dabei kann der ,.Schwanz*
auch fehlen.

Fig. 6

Ich starte am Anfang des Schwanzes und durchlau-
fe den Zyklus unendlich oft. Der Zyklus wird im-
mer mehr dominieren. Es genugt offensichtlich auf
dem Zyklus zu starten und den Zyklus nur einmal zu
durchlaufen. Aber wie findet man einen blockieren-
den Graphen auf dem Zyklus? Es gilt zum Glick der
Satz:

Der kritische Graph liegt immer auf dem Zyklus.

Dies ist der einzige Satz, den ich nicht beweisen
konnte, obwohl ich ihn nach 10 Minuten vermute-
te. Nur die Evidenz von 1000 Beispielen lag vor.
Man sieht ihn leicht ein. Wir beginnen mit einem
blockierenden Graph auf dem Zyklus, der mit wei-
Ren Chips geladen ist. Wir fillen jeden inneren Zu-
stand mit schwarzen Chips bis zum Kritischen Zu-

stand. Nun spielen wir ohne die schwarzen Chips zu
bertihren. Wenn wir zum urspriinglichen blockieren-
den Graphen zurlick kehren, dann hat sich auch der
kritische Zustand wiederholt. Den ersten publizierten
Beweis findet man in der Arbeit von Bjorner/Lovasz
(1992). Die oben skizzierte Uberlegung fand schon
Dr. Lothar Scheller 1975 (Schiiler von Prof. Dr. H.
Dinges), vom FB Mathematik in Frankfurt. Lovasz
hat diese Uberlegung zu einem strengen Beweis aus-
gebaut.

Wir wollen das Spiel auf dem SA prézisieren: Der
SA hat einen oder mehrere absorbierende Zusténde.
Wihle irgendeinen der brigen Zusténde als Start.
Die Ubrigen Zustéande sind die inneren Zusténde. Der
SA ist ein orientierter Graph. Von jedem Zustand
flihren Zweige zu seinen Vorwarts-Nachbarn, die mit
Briichen mit der Summe 1 markiert sind. (Bei glei-
chen Briichen werden sie oft nicht angeschrieben.)
Nun wird jeder innere Zustand und der Start kri-
tisch geladen. D.h., mit so vielen Chips, dass die
Addition eines Chips einen Zug von diesem Zustand
ermdglicht unter Respektierung der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. Addiere einen Chip im Start und
mache einen Zug von dort aus. Jetzt kann man von
weiteren Zustanden ziehen. Wabhle irgend einen Zu-
stand, der Uberkritisch geladen ist und ziehe von dort
aus. Fahre so lange fort, bis ein blockierender Graph
verbleibt. Danach prift man nach, ob der SA kritisch
geladen ist. Wenn nicht, so wird der Start nachge-
laden, bis ein Zug mdglich ist. Nach endlich vielen
Schritten kehrt der kritisch geladene Graph zuriick.
Dann stoppe. Die Chips sind auf die absorbieren-
den Zustande a;j im Verhaltnis ihren Wahrscheinlich-
keiten p; verteilt. Z&hlt man die Schrittzahlen aller
Chips, so erhélt man nach Definition die erwartete
Spieldauer mit Hilfe der Formel

B Schrittzahl aller Chips
 Anzahl der Chips in den absorbierenden Zustanden

Diese Definition wird erzwungen durch die Haufig-
keitsdeutung der WT. Es ist die mittlere Schrittzahl,
die ein Chip bis zur Absorption bendtigt. In der Tat:
Jeder Schiler der Klasse zeichnet den Graphen und
schickt einen Chip mehrmals durch den Graphen, ge-
steuert von einem Zufallsgerat. Die mittlere Schritt-
zahl wird nach der oben genannten Formel berechnet
und liefert eine Naherung fiir den exakten Wert. Der
exakte Wert ergibt sich bei einem Umlauf des Zyklus.

Es gibt nur [, (ci + 1) mogliche blockierende Gra-
phen, wo n die Anzahl der inneren Zustande ist und
ci die kritische Zahl des i-ten Zustands. Der Zyklus
enthdlt in der Regel nur eine Teilmenge der mogli-
chen blockierenden Graphen.
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3. Beispiel. Das kihne Spiel

Fig. 7

Ein Spieler hat 1 Dollar, aber die Fahrt nach Hause
kostet 5 Dollar. Neben der Haltestelle steht ein Ca-
sino mit der Reklame: Wir sind das einzige faire
Casino von Las Vegas. Er beschliet sein Gliick zu
versuchen mit der Kilhnen Strategie. D.h., in jedem
Schritt setzt er soviel von seinem jetzigen Vermdgen
ein, dass er bei Gewinn moglichst nahe an sein Ziel
kommt. Fig. 7 zeigt den Graphen des kiihnen Spiels.
Er startet mit dem Zustand 1. Er setzt alles ein. Bei
Verlust hat er 0 und bei Gewinn geht er in den Zu-
stand 2 Uber. Im Zustand 2 setzt er wieder sein gan-
zes Vermogen ein und bei Gewinn kommt er zum Zu-
stand 4. Im Zustand 4 setzt er nur einen Dollar ein.
Bei Gewinn hat er sein Ziel erreicht und bei Verlust
fallt er auf den Zustand 3 zuriick. In 3 setzt er 2 Dol-
lar ein. Bei Gewinn hat er sein Ziel erreicht und bei
Verlust fallt er auf seinen Ausgangszustand 1 zuriick.

Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen und
wie lange dauert das Spiel im Mittel?

Wir laden den Graphen kritisch, indem wir die
Zustande 2, 3, 4 mit je einem Chip laden. Nach 30
Schritten ist das Spiel zu Ende. SchlieBlich liegen
in 0 zwdlf Chips und in 5 drei Chips. Die Wahr-
scheinlichkeit zu gewinnen und die mittlere Schritt-
zahl sind jeweils Ps = 3/15=1/5, m = 30/15 = 2.
Wir konnen die Aufgabe wesentlich vereinfachen
durch Zusammenlegen von Zustanden. Wir kdnnen
direkt verlieren mit W. -+ 2 = 2 oder direkt ge-
winnen mit W. £ + & = i3—6. Alle anderen Pfade ent-
halten einen Zyklus und fiihren mit W. % nach 1
zuriick. Dies liefert den einfachen Graphen in Fig. 8.
Er enthalt nur drei Zustande: 0, 1, 5. Wir starten mit
16 Chips in 1. Davon gehen zwdlIf nach 0, drei nach
5 und ein Chip kommt nach 1 zuriick. Es gibt keine
inneren Zustande, nur den Start und die beiden ab-
sorbierenden Zustédnde 0 und 5. Also sind die Wahr-
scheinlichkeiten von 5 und 0 jeweils 3/15=1/5 und
12/15=4/5.

Fir den Erwartungswert der Spieldauer kénnen wir
die Zustdnde weiter zusammenlegen. Es gibt nur
noch zwei Zustande GO ON und STOP, wie Fig. 9
zeigt. Wir starten mit zwei Chips. Ein Chip geht nach
STOP und der andere kehrt nach GO ON zuriick. Wir

bendtigen zwei Chips, um einen Chip nach STOP zu
bewegen. Also ist die mittlere Spieldauer (Schritt-
zahl) m=2.

Fig. 10

Es gibt kein faires Casino. Bei jedem Casino ist p < Q.
Dann erhalten wir den Graphen in Fig. 10. Fir die W. Ps
irgend einmal von 1 nach 5 zu gelangen, gilt

Ps=p*+pla+ pPalps = Ps=———

Bei einem wirklichen Casino ist die kilhne Strategie ei-
ne giinstigste Strategie. Die angstliche Strategie, jedesmal
einen Dollar setzen (Minimaleinsatz) ist die schlechtes-
te Strategie. Durch Einsetzen verschiedener Werte fiir p
kann man dies bestatigen. Fir p = % sind alle Strategien
gleich gut.

4. Beispiel. Schleifen Verzdgerung.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von 0 nach 1 in
Fig. 11 sei p = 2, wo a und b natiirliche Zahlen
sind, a < b. Wir starten mit b Chips in 0. Dann ge-
hen a Chips nach 1 und b —a Chips durchqueren
die Schleife und kehren nach 0 zuriick. D.h., alle
Chips machen b Schritte um a Chips nach 1 zu brin-
gen. M.a.W., die mittlere Schrittzahl (pro Chip) ist
g, oder % der Kehrwert von p. Dies ist die Schlei-
fen Verzogerung. Schleifen Verzogerungen addieren
sich. In der Tat: Betrachte die beiden Schleifen in
Fig. 12. Die erwartete Schrittzahl, um von 0 nach 1
bzw. von 1 nach 2 zu gelangen ist jeweils 1/p=b/a
und 1/g=d/c. Umvon 0 nach 2 zu gelangen braucht
man im Mittel

1 1
m==-+-.
P q

31



Wir wollen dieses offensichtliche Ergebnis auch mit
Chips beweisen. In Fig. 12 wird der Zustand 1 mit
ad — ac Chips vorgeladen und wir starten mit bc
Chips in 0. Dann gehen ac Chips nach 1. In 1 sind
nun ad Chips. Wir ziehen ac Chips von 1 nach 2
und der Zustand ad — ac Chips im inneren Zustand
1 ist wieder hergestellt. Die Chips haben insgesamt
bc+ad Schritte gemacht um ac Chips nach 2 zu brin-
gen. Daher ist

bc+ad b d
me=" ~

Nun betrachten wir folgendes Problem: Ein guter
Wiirfel wird gerollt, bis alle sechs Augenzahlen er-
schienen sind. Welches ist die erwartete Anzahl von
Wiederholungen?

Drei Versuche ergaben die Wortlangen 14, 11, 14 mit
der mittleren Wortlénge 13:

66261256112364, 52525246123, 33623433362651

Dieser Versuch wird oft wiederholt. Welche
Wortldnge ist im Mittel zu erwarten? Dies ist ein
Beispiel des Gutschein Sammel-Problems, englisch
Coupon Collector’s Problem.

Fig. 13 zeigt den Graphen des Experiments. Nach
dem Additionssatz fiir Schleifen Verzdgerungen gilt

6 6 6 6 6 6

m6:6—|—§+z+§+§+1214-7

Analog gilt fiir den Erwartungswert eines vollstandi-
gen Satzes dezimaler Zufallsziffern:

10 1
mqo = 10 - | =29.29.
i; '

Wir betrachten die Wartezeiten fiir einen vollstdndigen
Satz eines Gliicksrads mit den Ausféllen {1,2,...,n} und
gleichen Wahrscheinlichkeiten. Wir zeichnen eine Figur
analog zu Fig. 13 fir ein beliebiges n. Wir sind im Zu-
stand i, wenn wir i verschiedene Ausfélle gesammelt ha-
ben. Sei X; die Wartezeit, um vom Zustand i — 1 nach i zu
gelangen. Dann gilt
n—i+1 n

pl* n 9 E(X|)7n—|—|—1’
Die Summe Ty = X1 + X2 + -+ - + X, ist die Wartezeit flr
einen vollstédndigen Satz. Daher ist

i=12,...,n

n n 1

an = E(Tn) Z;E(Xa) :ni;”*”l’

=n{1l+ ! + : +ee !
& = 273 n)
Man bendtigt im Mittel aggs = 2364 Personen, um jeden
Geburtstag zu sammeln.

5. Beispiel. Stoppregeln fir die
Familienplanung

Wir betrachten Stoppregeln fiir die Familienplanung
und flir jede Regel finden wir die erwartete Famili-
engroBe. Die Wahrscheinlichkeiten einer mannlichen
bzw. weiblichen Geburt sei p bzw. g.

I. Stopp mit dem ersten Jungen. Sei m die mittlere
Kinderzahl. Fir p = g kdnnen wir Chips verwenden,
flr p # q die Formel fir die Schleifen Verzégerung.
Im ersten Fall erhalten wir m = 2 und im zweiten
m= % Siehe Fig. 14.

I1. Stopp mit beiden Geschlechtern. In Fig. 15 sei
p = g. Wir laden die beiden inneren Zustande kri-
tisch mit je einem Chip und starten mit zwei Chips.
In 6 Schritten laufen zwei Chips zum Endzustand
und der kritische Zustand kehrt wieder. Daher ist
m=6/2 = 3. Fir p # g erhalten wir

1 1
m:p<1+—>+q<1+—> - m:1+B+9.
q p q p

Fur p # q ist m > 3 (arithmetisch-geometrisches Mit-
tel).

I11. Stopp mit beiden Geschlechtern, aber mehr
als zwei. Siehe Fig. 16. Fir p = g laden wir die
Zustande 0, 1, 00, 11 mit je einem Chip und spie-
len, bis die kritische Ladung wiederkehrt. Nach 14
Schritten kehrt die kritische Ladung wieder und 4
Chips gelangen in den Endzustand. Also ist m =
14/4 = 3.5. Die allgemeine Formel hat viele Gestal-
ten. Zuné&chst erhalten wir

1 1
m = 6pg+q° <2+5> +p? (2+a>.

Unter Verwendung von p3+q° = (p+a)( p2— pg+

o%) = p® —pq+9* = (p+0)* —3pq = 1 —3pq er-
halten wir nach einigen Reduktionen

1
m=2pqg+— —1.
pqg 0

V. Stopp mit zwei abgeschlossenen Serien. Fig. 17
ist selbst erklarend. Sie erklart auch den Begriff ,,ab-
geschlossene Serie*. Nach der kritischen Ladung der
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4 inneren Zustande erhalten wir m = 5. Die allgemei-
ne Losung lautet

1 1 1 1
m:q<l+6+a>+p<l+a+6>,

oder m =3+ 3+ £ Fir p#qistm > 5.

Fig. 17

V. Warten auf ein Palindrom. Ein Palindrom ist
ein Wort, das vorwarts und riickwarts gleich gelesen
wird. Worter aus einen Zeichen sind keine Palindro-
me. Ein Paar stoppe, sobald ein Palindrom erscheint.
Sei zuerst p = g. In Fig. 18 bedeutet b* irgend eine
Anzahl von b einschlief3lich gar kein b.

Fig. 18 liefert mit Chips m = 3. Nun sei p # g. Fig.
19 liefert

1 1
m=2p%+29°+pq <2+5) +qp <2+a) =m=3.

Uberraschenderweise ist die mittlere Kinderzahl un-
abhéangig von p.

:q @:q@p,/l\p,

V1. Stoppe mit zwei Geschlechtern, aber hdch-
stens mit 4 Kindern. Sei p = g. Wir laden die
Zustande 1,11,0,00 kritisch mit je einem Chip und
starten mit zwei Chips. Nach 22 Schritten gelan-
gen 8 Chips zum Stopp. Die mittlere Schrittzahl ist
m = 22/8 = 3.75. Fir p # q ist nach Fig. 20

m = 2pq+2qp+392p+3p2q+4(p3+¢°).

Nach einigen Vereinfachungen erhdlt man schlief3-
lichm=4-5pq.

9,0 9,00

6. Beispiel. Das Ehrenfest Modell fur
Diffusion

Wir betrachten eine einfache Version des Ehrenfest
Modells fur Diffusion. Ein Behalter ist durch ei-
ne Wand mit einem kleinen Loch getrennt. Links
befinden sich 4 Molekiile, die durch kleine Kreise
angedeutet sind. Sie bewegen sich zufallig mit der
Geschwindigkeit einer Gewehrkugel. Die 5 grof3en
Kreise in Fig. 21 sind die 5 Zustande des Systems.
Die Briiche an den Pfeilen sind die Wahrscheinlich-
keiten der Ubergange zwischen Nachbarzustinden.
Die Zustandsnummer ist einfach die Anzahl der Mo-
lekiile in der rechten Seite eines Behalters. Ein typi-
scher Ablauf des Systems konnte sein: 01232 12101
23234 34323 23434...
1 3/4 1/2 1/4

In Stochastik Biichern werden folgende typische Pro-
bleme geldst:

1. Die mittlere Zeit um von 0 nach 0 zu gelangen.
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. Die Wahrscheinlichkeit nach 0 zuriickzukeh-
ren, ehe man nach 4 gelangt.

. Die mittlere Zeit um von 0 nach 4 zu gelangen.

4. Die mittlere Anzahl von Besuchen eines jeden

Zustands.

. Die relative Haufigkeit einer jeden Ziffer in ei-
ner langen Serie von Ziffern.

. Die mittlere Wartezeit auf das Wort 01234.

. Die Verteilung der Wartezeiten bis zum Stopp
fur irgendeine der vorangehenden Probleme.
Dieses Problem wird auf der Oberstufe gelost,
da es auf Rekursionen fiihrt.

. Die mittlere Ruckkehrzeit nach 0.

Wir wollen die mittlere Riickkehrzeit des Zu-
stands 0 bestimmen. Spielen mit Chips, bis die
kritische Ladung wiederkehrt, liefert m = 16
Schritte. Die Fluss Interpretetion liefert m =
1+4+6+4+1=16. In der Tat: Jeder Chip
von einem Zustand macht einen Schritt. Die
Addition der Schrittzahlen liefert m = 16 =
24 Schritte. In Fig. 22 wollen wir die Pascal-
Zahlen 1, 4, 6, 4, 1 rekonstruieren. Eingabe
ist die Masse 1. Nach Riickkehr der kritischen
Ladung ist die Eingabe 1 verschwunden und
erscheint im absorbierenden Zustand 0, wie-
der. Dies ist 1/4 von 4. Von 4 flie3t die Mas-
se 3 zum néachsten horizontalen Zustand. Ge-
nauso viel flieRt auf dem entsprechenden un-
teren Zweig zuriick, da rechts davon keine ab-
sorbierenden Zustande sind. Die 3 ist 1/2 von
6. D.h., durch den dritten horizontalen Zustand
flieRt die Masse 6. Analog kann man die Fliisse
durch die Ubrigen Zweige und Zustande re-
konstruieren. Genauso rekonstruiert man die
Pascal-Zahlen 1, 5, 10, 10, 5, 1 mit der Summe
2% in Fig. 23. Man vermutet, dass fiir n = 1000
Molekiile die mittlere Riickkehrzeit 2199 sein
wird. Aber 210 > 103. Daher ist 21900 > 10300,
D.h., wir werden bei n = 1000 nie eine Riick-
kehr beobachten.

2. Die Wahrscheinlichkeit nach 0 zurtckzu-

kommen, ehe man 4 erreicht.

Fig. 24 gehort zu diesem Problem. Hier ist
der Zustand 0 in 0 und Oy aufgespalten. Der
Zustand 0, ist absorbierend. In der Tat: Wir
konnen nicht nach 0 zuriickkehren, da kein
Pfeil dorthin fuhrt. Spielt man mit Chips
auf Fig. 24, so bendtigt man 64 Schritte bis
zur Rickkehr der kritischen Ladung, wobei 5
Chips nach 04 gelangen und 3 Chips in 4 ab-
sorbiert werden. Die Wahrscheinlichkeiten, in
0, und 4 absorbiert zu werden, sind jeweils 5/8
und 3/8. Die mittlere Schrittzahl bis zum Ende
ist 64/8=8.

. Die mittlere Zeit, um von 0 nach 4 zu gelan-

gen.
Zu diesem Problem gehort der Graph in Fig.
25. Hier ist der Zustand 4 der einzige absor-
bierende Zustand. Spiel mit Chips zeigt, dass 3
Chips durchmarschieren und 64 Schritte brau-
chen. Die mittlere Dauer um von 0 nach 4 zu
gelangen ist m = 64/3 = 211.

Wir konnen diese Zahl ohne zu spielen bekom-
men durch Rekonstruktion des FluRes. Chips
von der Masse 1 werden im Zustand 0 einge-
geben und durch den Graphen gepumpt. Am
Spielende kommen sie im Zustand 4 an. Be-
ginnend am Ende kdnnen wir den ganzen Fluss
rekonstruieren. Wenn die Masse 1 im Zustand
4 ankommt, so fliet durch den Zustand 3 die
Masse 4. Dann flielit die Masse 8 durch den
Zustand 2. Von der Masse 8 im Zustand 2
kommt die Masse 3 vom Zustand 3. Die Rest-
masse 5 muss dann vom Zustand 1 kommen.
D.h., die Masse 4 -5 = 2 flieRt durch den
Zustand 1. Durch den Zustand 0 flieRen dann
g+11: 8 schlieglichistm=§+2+8+4=
213.
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4. Mittlere Anzahl von Besuchen eines jeden

Zustands.

Hier haben wir eine vollkommen neue Situa-
tion. Der Graph ist auch ganz anders. Es gibt
keine absorbierenden Zustdnde, so dass das
Spiel nie endet. Hier handelt es sich um eine
ergodische Markow-Kette.

Hier mussen wir ganz anders vorgehen. Zu-
erst laden wir jeden Zustand so, dass man
von jedem Zustand gerade noch ziehen kann.
Man erhélt die Ladung (1,4,2,4,1). Ein si-
multaner Zug von jedem Zustand fiihrt zu
(1,2,6,2,1). Nun wird jeder Zustand abermals
geladen, dass ein Zug gerade mdoglich wird:
(1,4,6,4,1). Ein weiterer Zug dndert den \Vek-
tor (1,4,6,4,1) nicht. Wir haben einen Fix-
vektor, dessen Komponenten die Verteilung
der Haufigkeiten der einzelnen Zusténde ange-
ben. Der Beweis dieser (nicht trivialen) Tatsa-
che sei dem Leser uberlassen.

. Die relative Haufigkeit jeder Ziffer in einer
langen Serie.

Das Problem wurde schon durch das vorange-
hende Problem gel6st. Die relativen Haufigkei-
ten der einzelnen Ziffern betragen

1:4:6:4:1.

. Die mittlere Schrittzahl, bis das Muster
01234 erscheint.

Dies ist eine ganz schwere Aufgabe. In Fig.
27 mussen wir die Ziffern 01234 monoton
durchlaufen. Sobald die Monotonie in den
Zustanden 2 oder 3 unterbrochen wird, ist 4
nicht mehr absorbierender Zustand. Man wird
zu den oberen Zusténden 1°, 2°, 3’, 4’ gelei-
tet und macht eine Irrfahrt auf dem oberen Teil
des Graphen, bis man tiber den Zweig 1’0 wie-
der auf den unteren Zweig gelangt. So wird ein
monotoner Durchmarsch 01234 erreicht. Fig.

28 zeigt die Rekonstruktion des Flusses auf
dem Graphen ausgehend vom absorbierenden
Zustand, in dem die Masse 1 ankommt.

Nun ist
m= %+%+8+4+28+48+32+8: 149%

7. Beispiel. Ein Spiel

Abel und Kain vereinbaren folgendes Spiel: Eine gu-
te Miinze wird geworfen, bis eines der Worter 0101
oder 1101 erscheint. Im ersten Fall gewinnt Abel,
sonst Kain. Bestimme die Gewinnwahrscheinlichkei-
ten flr Abel und Kain. Wie grof3 ist die mittlere
Spieldauer? Fig. 29 zeigt den Ablauf des Spiels. Mit
Chips lassen sich die gesuchten Zahlen bestimmen.
Aber man braucht libermé&Rig viel Zeit, um zum Ziel
zu kommen. Nach 176 Schritten kehrt die kritische
Ladung wieder. Dabei werden 7 Chips in 0101 und
9 Chips in 1101 ankommen. Die Wahrscheinlichkei-
ten fur Abel und Kain sind daher p; =7/16, pkx=
9/16. Die mittlere Schrittzahl ist m = 176/16 = 11.
Aber die aufgewendete Zeit ist betrachtlich. Es ist je-
doch leicht durch Rekonstruktion des Massenflusses
durch den Graphen in wenigen Minuten zum Ziel zu
gelangen.

Fig. 30 zeigt den Fluss entlang der Kanten und den
Fluss durch die einzelnen Zustdnde. An den Kanten
stehen keine Wahrscheinlichkeiten, sondern Flisse.
In den beiden Endzusténden erscheinen die Massen a
und 1 —a. Ausgehend von a und 1 —a kénnen wir al-
le anderen Fliisse durch Zweige und Zustande rekon-
struieren. Wir achten auf den linken oberen Schlei-
fenzustand. Fir ihn gilt Netto Zufluss = Netto Ab-
fluss. Der Netto Zufluss ista+1—a+ % -+ 5 und der
Netto Abfluss 4a. Also gilt die Gleichung

3 7 9
4a_Z+a+1—a = a_E, 1—a_E.
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Um die erwartete Schrittzahl zu bekommen, miissen
wir alle Zahlen im Start und in den inneren
Zustanden addieren:

1 1 7

8. Beispiel. Die Volltour eines Hexagons

Ein Laplace-Kafer wandert auf den Ecken bzw. Sei-
ten eines gleichseitigen Sechsecks. Fir eine Seite
bendtige er eine Minute. Wie viele Minuten braucht
er im Mittel, um alle Ecken bzw. Seiten zu besuchen?

Dies ist eine nicht triviale Aufgabe. Erst durch pas-
sende Zusammenlegung von Zustanden gelingt es,
eine einfache Losung zu finden. Bei mehreren auf-
einander folgenden schon besuchten Ecken ist es
gleichglltig, ob der Kéfer am rechten oder linken En-
de sitzt. Daher nehmen wir an, dass er immer rechts
sitzt. Hat der Kafer ungerade viele Ecken besucht
und sitzt er in der Mitte, so ist es gleichgiiltig, ob er
von dort nach links oder rechts geht. Wir nehmen an,
dass er immer nach rechts geht. Bei einer geraden
Anzahl besuchter Ecken gibt es zwei mittlere. Sitzt
der Kafer auf der rechten dieser Ecken, so nehmen
wir an, dass er mit Wahrscheinlichkeit 2 in der Ecke
verweilt, und mit Wahrscheinlichkeit %Znach rechts
geht. Die beiden folgenden Graphen sind unter die-
sen Bedingungen gezeichnet, die erste fir die Ecken,
die zweite fiir die Seiten. So wird eine maximale Zu-
sammenlegung von Zustanden erzielt.

Die Graphen werden kritisch geladen. Nach Eingabe
von einem Chip wandert dieser in 12 bzw. 15 Sekun-
den durch. Die Ergebnisse sind jeweils 15 bzw. 21
Schritte. Dies sind zwei aufeinander folgende Drei-
eckszahlen (g) bzw (;) Man vermutet, dass fiir ein
gleichseitiges n-Eck die entsprechenden Ergebnisse
(5) und ("51) sein werden. In der Tat: Ersetzt man

in Fig. 32 den Endzustand 1 durch 7, so erh&lt man
genau den Graphen der Irrfahrt auf den Ecken eines
gleichseitigen 7-Ecks. Nun bestatigt man die Vermu-
tung flirn=2,3,4,5, da die entsprechenden Graphen
Teilgraphen der schon gezeichneten Graphen sind.
Auf der gymnasialen Oberstufe kénnte man den all-
gemeinen Satz beweisen.

Nach diesen Vorbereitungen erfolgt die systemati-
sche Behandlung der diskreten Wahrscheinlichkeits-
theorie mit dem SA. Sie beruht im Wesentlichen auf
der folgenden Tatsache:

Wir starten mit dem kritischen Zustand. Fir jeden in-
neren Zustand gilt dann: Bei Wiederkehr der kriti-
schen Ladung ist der Netto Zufluss von Chips gleich
dem Netto Abfluss.

Bei noch groReren Problemen fiihrt dieser Zugang
zu vielen linearen Gleichungen mit ebenso vielen
Unbekannten. Aber dem Schiiler steht Derive zur
Verfligung. Dieses CAS-System hat einen simul-
tanen Gleichungsloser, der alle Probleme miihelos
erledigt.

Zur Geschichte. Den SA habe ich 1974 entdeckt beim Unter-
richt mit 10-jahrigen Kindern. Die Ergebnisse wurden 1975 und
1976 in Engel (1975a) und Engel (1976a) publiziert. Gleichzei-
tig erschien die deutsche Ubersetzung von Engel (1975a) in En-
gel (1975b).

1975 fand im Banach Zentrum (Warschau) eine Konferenz zur
Didaktik der WT statt, zu der ich eingeladen wurde. Ich habe
den SA vorgestellt. Es folgte eine vehemente Kritik von G. Papy
(ein Skandal, es wird etwas noch nicht Bewiesenes fiir die Schu-
le vorgeschlagen). In der Tat bin ich nie auf die Idee gekom-
men, dass die Theorie nicht richtig sein konnte. In der folgenden
Nacht gelangen mir alle Beweise, bis auf meine Vermutung tber
die Wiederkehr der kritischen Ladung.

Am néchsten Tag berichtete ich, dass mir der Beweis gelang.
Freudenthal, der damalige Herausgeber der Educational Studies
in Mathematics war auch anwesend und versprach den neuen
Artikel schnell zu publizieren. Dies war der Ursprung meiner
Arbeit Engel (1976a). Sie wurde nie ins Deutsche iibersetzt.
Die ndchste Arbeit zum SA erschien 1986 in Spencer (1986).
Danach bekam der SA den Namen Chip Firing Games on Gra-
phs. Es folgte in rascher Folge eine umfangreiche Serie von Ar-
beiten mit weitgehenden Verallgemeinerungen, die zum groRten
Teil fur die WT irrelevant sind.

Eine umfassende Darstellung des Themas erschien 1992 in
Bjorner/Lovasz (1992). Darin wird im letzten Abschnitt auf den
SA eingegangen, in Anlehnung an die Arbeit Engel (1976a).
Dort findet man auch den ersten publizierten Beweis der Ver-
mutung Uber die Wiederkehr der kritischen Ladung. Er stammt
von L. Lovasz, einem der produktivsten lebenden Mathematiker,
Trager des Wolf-Preises.
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