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Zusammenfassung: Häufig wird das arithmetische 
Mittel als Hebelpunkt unter einem Punkteplot visua-
lisiert. In diesem Aufsatz werden statt dessen die ku-
mulative Häufigkeitsverteilung und die kumulativen 
Histogrammdaten verwendet.

1 Einleitung

Das arithmetische Mittel als weit verbreiteter Lage-
parameter einer Menge von n quantitativen Daten 
{x

1
 , x

2
 , x

3
 , …, x

n
} ist definiert durch

 
_________
 x  =   1 __

 n   ·  ∑ 
i=1

   
n

   x
i
  .  (1)

Bei der Verwendung ist Obacht geboten, da das arith-
metische Mittel nicht immer ein aussagekräftiger La-
geparameter ist, wie etwa bei Savage (2009) erläutert 
wird.

Der hauptsächliche Anlass für diesen Artikel ist eine 
gut verständliche Visualisierung des arithmetischen 
Mittels. Wir entwickeln sie im Kontext eines Bei-
spiels, das mit Daten beginnt und danach in Histo-
grammdaten umgewandelt wird.

2 Das arithmetische Mittel von Daten

Die in einem Test erreichten Punkte von 25 Schüle-
rinnen und Schülern sind die folgenden:

96, 94, 93, 90, 88, 88, 88, 85, 85, 85, 82, 80, 77, 75, 
75, 75, 72, 72, 71, 66, 65, 65, 55, 50, 48.

Das arithmetische Mittel ist  
_________
 x  =   1920 _____

 25   = 76,8.

Einer Möglichkeit zur Visualisierung besteht darin, 
die Daten als kleine Bälle mit einheitlicher Masse auf 
einer masselosen Zahlengeraden darzustellen; man 
erhält so ein Punkteplot (Abb. 1).

Abb. 1: Daten als Bälle

Andere Punktplots wie Cleveland-Punktplots oder 
Histodot-Plots werden in Wilkinson (1999) erläutert.

Nach dem Hebelgesetz muss der Hebelpunkt genau 
im Schwerpunkt angebracht werden, dessen Stelle 
mit dem arithmetischen Mittel übereinstimmt (Devo-
re 2015).

Diese Visualisierung hilft zu erkennen, dass das 
arithmetische Mittel empfindlich ist gegenüber der 
Änderung von einem Datum oder von mehreren Da-
ten. Jedoch ist die genaue Lage des Hebelpunkts un-
möglich festzustellen, ohne das arithmetische Mittel 
tatsächlich auszurechnen. Somit können leicht Fehler 
gemacht werden, insbesondere dann, wenn viele Da-
ten vorliegen.

In diesem Artikel erläutern wir eine andere geometri-
sche Visualisierung des arithmetischen Mittels. Man 
betrachte den Graphen (Abb. 2) zur empirischen 
kumulativen Häufigkeitsverteilung y = F(x). Es ist 
F(x) = N(x)/n, wobei N(x) die Anzahl der Werte ist, 
die nicht größer als x sind. F ist eine Treppenfunkti-
on, die bei 0 startet und bei 1 endet (Rice 2007). Die 
in Abb. 2 eingezeichnete senkrechte Gerade führt 
dazu, dass die Flächeninhalte A und B gleich groß 
sind. Dass das arithmetische Mittel diese Eigenschaft 
hat, wird im Anhang bewiesen.

Abb. 2: Die empirische kumulative Verteilungsfunk-
tion

Eine heuristische Begründung geht so: Vertauscht 
man die beiden Achsen in Abb. 2, d. h. betrachtet man 
die inverse Funktion y = F–1(x), so ist das arithmeti-
sche Mittel aufgrund seiner Definition die Gesamt-
fläche unter der inversen Funktion über dem Intervall 
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[0; 1] , es ist aber auch so groß wie die Fläche des 
Rechtecks [0; 1] × [0;  

_________
 x ]. Daher muss A = B sein.

Diese Visulisierung mit der senkrechten Linie schlägt 
eine Brücke zwischen dem arithmetischen Mittel und 
der kumulativen Häufigkeitsverteilung. Man wird bei 
vielen Daten die senkrechte Linie leichter einzeich-
nen können als den Hebelpunkt.

3 Das arithmetische Mittel von 
Histogrammdaten

Oftmals hat man eine so große Datenmenge, dass die 
genaue Konstruktion der kumulativen Häufigkeits-
verteilung schwierig ist. Auch wenn sie mit Software 
erstellt wurde, mag es immer noch schwierig sein, 
die Lage der senkrechten Linie gut einzuschätzen. 
Häufig werden jedoch die Daten in Form eines His-
togramms klassifiziert. Dadurch verliert man zwar an 
Präzision, aber das Verständnis wird besser.

Beim Histogramm werden die Daten in – normaler-
weise gleich breite – Klassen eingeteilt; zur Ermitt-
lung der Anzahl der Klassen kann man sich an der 
Regel von Sturges orientieren (Sturges 1926). Abb. 3 
zeigt ein solches Histogramm. Das arithmetische 
Mittel beträgt nun 76,9.

Abb. 3: Histogramm der Daten

Die gewöhnliche Art, das arithmetische Mittel durch 
den Hebelpunkt zu visualisieren und sich dabei das 
Histogramm als aus Blechstreifen bestehend vorzu-
stellen, macht insbesondere Schwierigkeiten, wenn 
man die Lage des Hebelpunktes schätzen soll.

Statt dessen wandeln wir das Histogramm in ein ku-
mulatives Histogramm wie in Abb. 4 um. Dabei han-
delt es sich um den Graphen zu y = H(x), wo H(x) die 
Fläche unter dem Histogramm links von x ist, wenn 
man sie als Anteil der Gesamtfläche unter dem Histo-
gramm ausdrückt. Da das Histogramm eine Treppen-

funktion ist, ist das kumulative Histogramm stück-
weise linear.

Abb. 4: Kumulatives Histogramm

Die zu 76,9 gehörige senkrechte Linie hat die Eigen-
schaft, dass die Fläche zwischen Graph und x-Achse 
links mit der Fläche zwischen Graph und der Gera-
den zu H(x) = 1 rechts übereinstimmt.

Natürlich könnte man die in Rede stehenden Flächen 
für jede mögliche Wahl der senkrechten Linie aus-
rechnen. Aber durch eine geschickte Wahl geht es 
einfacher. Wir nehmen das gewichtete Mittel der Ab-
szissen-Mittelpunkte der Histogramm-Streifen, wo-
bei die Gewichte die Frequenzen der Streifen sind. 
Sind m
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 , …, m

K
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1
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f
K
 die entsprechenden Frequenzen der K Streifen, so 

ist das gewichtete Mittel nach Ramachandran/Tsokos 
(2015) gegeben durch

 
_________
 x 
M
 =   

 ∑ 
i=1

   
K

   m
i
 · f

i
 
 _______
 

 ∑ 
i=1

   
K

    f
i
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der Index M gibt an, dass die Streifenmitten gemeint 
sind.

Die Berechnung von  
_________
 x 
M
 nach (2) geht schneller als 

die Berechnung von  
_________
 x  nach (1), da K i. a. viel kleiner 

ist als n. Für das Histogramm von Abb. 2 bekommt 
man mit Formel (2) den Wert 76,9.

Für jedes Histogramm gilt, dass die zu  
_________
 x 
M
 gehörige 

senkrechte Gerade die Eigenschaft hat, dass die Flä-
che zwischen Graph und x-Achse links mit der Fläche 
zwischen Graph und der Geraden zu H(x) = 1 rechts 
übereinstimmt. Man braucht für die Ermittlung der 
senkrechten Geraden nicht zu probieren, da man (2) 
verwenden kann.
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4 Anmerkung

Bei einem kumulativen Histogramm ist die Aufgabe, 
eine Gerade zu finden, die die erwähnte Flächenteil-
Eigenschaft hat, genauso leicht wie die Ermittlung 
des Medians bei einem Histogramm. Denn bei der 
Median-Aufgabe braucht man nur vom kumulati-
ven Histogramm auszugehen und den Graphen mit 
H(x) = 1/2 zu schneiden.

5 Anhang

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien alle x
i
 

positiv (falls nicht, kann man eine hinreichend große 
Zahl C hinzuaddieren; nach Berechnung des arith-
metischen Mittels wird diese Zahl C wieder subtra-
hiert).

Egal, wie man die Gerade g: x = t wählt, stets sind die 
in Rede stehenden (von g abhängigen) Flächeninhal-
te A

t
 und B

t
 endlich.

In Abb. 5 wird am Beispiel {3, 9, 12, 12, 14} gezeigt, 
dass

 
_________
 x  =  ∑ 

i=1
   

n

     
x

i __
 n    = A

0

gilt, und in Abb. 6, dass [A
0
 – A

t
] + B

t
 = t · 1 = t gilt. 

Kombiniert man beide Gleichungen, bekommt man  
_________
 x  = A

0
 = t + A

t
 – B

t
 für jede Wahl von t.

Abb. 5: Das arithmetische Mittel

Der Flächeninhalt A
t
 nimmt monoton für

t � (– ∞; x
max

) ab und nähert sich 0, und der Flächen-
inhalt B

t
 nimmt für t � (x

min
 ; ∞) ausgehend von 0 

monoton zu. Nach dem Satz von Rolle (Anton et al. 
2012) gibt es einen eindeutigen Wert τ mit A

τ
 = B

τ
 . 

Für diesen speziellen Wert τ gilt  
_________
 x  = t + (A

τ
 – B

τ
) = τ. 

Daher ist τ =  
_________
 x  die eindeutige Lösung von A

τ
 = B

τ
 , 

wie in Abb. 2 dargestellt wird.

Abb. 6: Eine weitere Beziehung
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