Optimale Keno-Strategien und der zentrale Grenzwertatz
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Zusammenfassung: Fur das Casino-Spiel Keno
werden optimale Strategien gesucht; dazu wird

grolRer (ndmlich 4700) als beai=10 und c=9
(néamlich 4500), obwohl die zweite Kombination

sowohl die exakte hypergeometrische Verteilung weniger wahrscheinlich ist.

als auch die approximierende Normalverteilung
verwendet. Dabei lernt man etwas Uber die An-
wendbarkeit des zentralen Grenzwertsatzes.

1 Das Spiel Keno

Das Casino-Spiel Keno ist sehr alt; es hat vermut-
lich vor 2000 Jahren in China seinen Ursprung
(Marchel 2001). Beim modernen Keno-Spiel gibt
es (in den USA) die Kugeln mit den Nummern 1
bis 80. Zwanzig dieser Kugeln werden von der
Bank ohne Zuriicklegen gezogen, und es ist Auf-
gabe des Spielers, vorherzusagen, welche Kugeln
das sind. Dabei kann der Spieler wahlen, wie viele
Kugeln er vorhersagen will; diese Anzahl sei hier
mit s bezeichnet. Sein Gewinn richtet sich natlr-
lich danach, wie viele Kugeln er vorhersagen will
und wie viele davon auch tatsachlich gezogen
werden; die letztere Anzahl heilRe hier c.

Es gibt auch andere Varianten beim Keno (insbe-
sondere in Deutschland), aber wir beschrénken
uns auf die eben geschilderte.

Wie soll der Spieler s wéhlen? In diesem Artikel
werden optimale Strategien entwickelt, diese An-
zahl zu finden.

Fur das Folgende muss der Schiler Binomialkoef-
fizienten und die hypergeometrische Verteilung
kennen und wissen, wie man Erwartungswert und
Varianz bei Verteilungen berechnet und welchen
Einfluss lineare Transformationen auf diese Gro-
Ren haben. AuRRerdem missen sie wissen, wie
man den zentralen Grenzwertsatz anwendet.

2 Grundlegende Berechnungen

Tabelle 1 zeigt den Auszahlungsplan, wie er 2004
in den USA zum Teil verwendet wurde. (Wenn
man im Internet nach ,Keno payout* sucht, be-
kommt man auch andere Auszahlungsplane.)
Nach dem Plan in Tabelle 1 darf s zwischen 2 und
20 liegen:2< s< 20. Wenn mans= 4 wahlt und

3 davon richtig trifft, bekommt man nach Tabelle
1 eine Auszahlung, die 5-mal so grof3 wie der
Einsatz ist.

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass der Ein-
satz 1 € betragt. Der Nettogewinn bei diesem Bei-
spiel betragt dann 4 €.

Es fallt auf, dass Tabelle 1 nicht immer logisch
ist. So ist die Auszahlung bei=9 und c=8

Um eine Strategie zu erarbeiten, wollen wir mit
s= 4 beginnen. Die Verhaltnisse
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Erwartungswert und Varianz kénnen nattrlich fur
beliebiges s berechnet werden; der Quotient
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c=1 c=2 c=3 c=4 c=5 c=6 c=7 c=8 c=9| c=10
s=2 0 15
s=3 0 2 46
s=4 0 2 5 91
s=5 0 0 3 12 810
s=6 0 0 3 4 70| 1600
s=7 0 0 1 2 21 400f 7000
s=8 0 0 0 2 12 98| 1652/ 10.000
s=9 0 0 0 1 44 335 4700| 10.000
s=10 0 0 0 0 24 142| 1000[ 4500 10.000
Tabelle 1
Tabelle 2 zeigt flir den Nettogewinn Erwartungs-
wert g und Standardabweichung fir diverse durch

Werte von s.

vl
S U o p

2 -0,0981 3,566 -0,0275
3 -0,0842 5,392 -0,0156
4 -0,0797 5,143 -0,0155
5 -0,0807 20,610 -0,0039
6 -0,073 18,605 -0,0039
7 -0,0756 36,279 -0,0021
8 -0,0769 29,955 -0,0026
9 -0,0800 29,501 -0,0027
10 —-0,0745 17,610 -0,0042

Tabelle 2

3 Die Keno-Strategie

Es gibt in Keno nur eine sichere Strategie:
Spiele gar nicht! (George Mandos 1998)

Die optimale Strategie wird naturlich davon ab-
hangen, was Uberhaupt optimiert werden soll.
Um den Nettogewinn zu optimieren, ist 6 am
besten unds= 2 am schlechtesten.

Alternativ kann ein Spieler die Wahrscheinlich-
keit optimieren wollen, den Nettogewinn oberhalb
einer gewissen Grenze zu halten. So kann man
etwa nach einer Serie von n Spielen mdglichst
einen Ausgleich erzielen zu wollen. Falls man
wiederholt mit s= 2 gespielt hat, wird man das
mit der Binomialverteilung berechnen. F&p 2
jedoch ist eine solche Berechnung viel
komplizierter. Daher nehmen wir nun an, dass wir
so oft spielen, dass sich der zentrale
Grenzwertsatz anwenden lasst. Fal§ der
Nettogewinn fir Spiel Nr. i ist, ist die
Wahrscheinlichkeit flr einen Ausgleich gegeben

P(X;+X5+..+X,20) =P(X20)
_of X-p_0-p
=p >— B |
(o/\/ﬁ G/x/ﬁj

Diese Wahrscheinlichkeit ist aufgrund des zentra-
len Grenzwertsatzes etwa so grof3 wie

P(Zz—ﬁ%),

wo Z nach N(0O; 1) verteilt ist.
Fir festes n wird diese Wahrscheinlichkeit opti-

miert durchs= 7, weil hier der QuotientE mi-
o

nimal ist.

Eine aggressivere Strategie besteht darin, die
Wahrscheinlichkeit zu optimieren, wenigstens ein
positives Minimum m zu gewinnen (etwa
m = 0, 200n fir mindestens 20 % Profit). Eine zur
obigen ahnliche Rechnung fiihrt auf

P(Xy+ Xo+..4 Xp2m) = P(T(z%j

w(&%%—ﬁ%}

Nach Tabelle 1 minimierts=7 sowohl 1 als
o

auch ?Ll. Daher qilt fiir jedes positive m und flr
hinreichend grof3e n (um die Anwendbarkeit des
zentralen Grenzwertsatzes zu gewdhrleisten), dass
s= 7 die Wahrscheinlichkeit maximiert, in n auf-
einander folgenden Spielen mindestens m zu
gewinnen.
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4 Die Approximation nach dem
zentralen Grenzwertsatz

Tabelle 3 gibt fur unterschiedliche Werte fir s und
fur n =100 die Wahrscheinlichkeit an, einen Aus-
gleich zu erzielen. Dabei bezeichnet g die angege-
bene Wahrscheinlichkeit nach der eben beschrie-
benen Methode, mit Hilfe des zentralen
Grenzwertsatzes zu approximieren. Ferner be-
zeichnet r die durch Simulationen geschatzte glei-
che Wahrscheinlichkeit (die Schatzung basiert auf
10.000 Wiederholungen vom =100 Spielen;
Minitab-Code kann beim Autor via eMail ange-
fordert werden).

s q r
2 0,3916 0,3938
3 0,4379 0,4089

4 0,4384 0,2693
5 0,4844 0,0610
6 0,4843 0,2641
7 0,4917 0,0880

8 0,4898 0,2209
9 0,4892 0,1700
10 0,4831 0,2096

Tabelle 3

Wie ist die grof3e Diskrepanz zwischen g und r zu
erklaren?

Bild 1 zeigt das Histogramm von 10.000 Wieder-
holungen bein =100 Spielen mits= 4.
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Das Histogramm ist alles andere als ann&ahernd
normal, so dass man n sehr viel grof3er wahlen

muss, um den zentralen Grenzwertsatz Uberhaupt

anwenden zu kdnnen. F8= 4 scheintn =150C

zu genulgen; fur grofRere s muss n entsprechend

groRer sein. Daher ist in Tabelle 3 die Spalte mit
dem durch Simulationen gewonnenen r fir die
optimale Strategie aussagekréftiger.

5 Schlussbemerkung

Keno ist ein Beispiel aus der wirklichen Welt, in
dem der zentrale Grenzwertsatz i.a. nicht fur rea-
listische Werte von n angewendet werden kann.
Besser ist es, sich beim Entwickeln optimaler
Strategien fir so kleine Werte wie=100 auf
Simulationen zu verlassen.
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