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Zusammenfassung: Ausgehend von der Frage,
ob in Tiiten von M&M-Minis bestimmte Farben be-
vorzugt werden, wird ein handlungsorientierter Un-
terrichtsvorschlag gemacht, an dem Fragen der
Datendarstellung, Analyse und moglicher Verall-
gemeinerungen auch schon in unteren Klassen der
Sekundarstufe I behandelt werden konnen.

1. Einflihrung

Die im Dezember 2003 von der KMK erlassenen
,»Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mitt-
leren Schulabschluss* haben den Themenbereich ,,Da-
ten und Zufall“ zu einer von filinf Leitideen des Ma-
thematikunterrichts erklért. Bildungsplanreformen in
einzelnen Lindern wie z.B. in Baden-Wiirttemberg
(siche: www.bildungsstandards-bw.de) stehen der hier
zum Ausdruck kommenden inhaltlichen Wertschit-
zung von Datenanalyse und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung um nichts nach. Gleichzeitig wird von vielen
Unterrichtenden ein gravierender Mangel an Unter-
richtskonzepten festgestellt, wie die hier geforderten
Inhalte des Mathematikunterrichts auszugestalten sei-
en. Im Folgenden wird in Anlehnung an Materialien
des US-amerikanischen Quantitative Literacy Pro-
jects (Burrill et al., 1999) ein Unterrichtsvorschlag
gemacht, wie auch schon in unteren Klassenstufen der
Sekundarstufe I Schiiler Erfahrungen machen kdnnen
im gesamten Prozess einer empirischen Untersu-
chung: von der Datenerhebung {iber die Darstellung
und Analyse von Daten bis hin zu Schlussfolgerungen
und probabilistisch begriindeten Verallgemeinerungen
aus Daten.

2. Didaktischer Rahmen

Die aktuelle mathematikdidaktische Diskussion betont
den Prozess des Mathematiktreibens als Ziel nachhal-
tigen Mathematiklernens. Hierbei handelt es sich um
prozedurales Wissen, das auf der Grundlage mathe-
matischen Faktenwissens entfaltet werden soll. Bezo-
gen auf den Mathematikunterricht bedeutet dies, dass
schulische Lernarrangements nicht vom Ende der
Fachsystematik, sondern vom Ausgangspunkt der Ma-
thematik her bestimmt sein sollten. In diesem Zu-
sammenhang ist das Mathematisieren realer Problem-
stellungen als eine zentrale mathematische Fahigkeit
zu nennen. Von wesentlicher unterrichtspraktischer
Bedeutung ist dabei, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler das jeweilige Ausgangsproblem als authentisch,
nicht als vom Lehrer ,,pra-pariert” erfahren. Im Falle
eines nur mittelbaren Problemzugangs besteht die Ge-

fahr, dass die Lernenden versuchen einen noch unbe-
kannten, aber durch die vorweggenommene Prob-
lemmodellierung  vorgezeichneten = Mathematisie-
rungsschritt aufzuspiiren, statt diesen Schritt selbst zu
tun. In diesem Sinne ist die Forderung Hans Freuden-
thals zu verstehen, die Phidnomenologie mathemati-
scher Begriffe als Ausgangspunkt des Mathematikun-
terrichts zu sehen: ,,Unsere mathematischen Begriffe,
Strukturen und Vorstellungen sind erfunden worden
als Werkzeuge, um die Phdnomene der natiirlichen,
sozialen und geistigen Welt zu ordnen (Freudenthal,
1983). So gekennzeichnete Phdnomene zeichnen sich
durch die Authentizitdt ihrer Urspriinglichkeit aus.

Phanomenologische Aspekte der Explorati-
ven Datenanalyse

Auf der Basis dieser Uberlegungen lisst sich das di-
daktische Potential der explorativen Datenanalyse ent-
falten (Borovcnik, 1987). Betrachtet man reale Daten
als kontextualisierte Zahlen eines Phdnomens im Sin-
ne Freudenthals, besteht das Mathematisieren darin,
iber die Strukturierung der Daten den phéno-
menologischen Hintergrund zu entschliisseln und fiir
eine sachgerechte Interpretation zugénglich zu ma-
chen. Diese Interpretation miindet in Annahmen fiir
ein mathematisches Modell der Datenstruktur ein. Bei
der Aufnahme und Verarbeitung von empirischer In-
formation erweist sich der Zufallsbegriff als sehr niitz-
lich. Wir lesen einen Trend oder ein Muster aus vor-
liegenden Daten und erkldren alles was iibrig bleibt,
d.h. die Differenz zwischen Daten und Trend — die
Residuen — als Zufall. Zufall in der Analyse
empirischer Ergebnisse ist ein Konstrukt, das wir
nutzen, um Variabilitdt in Daten zu modellieren. Das
ist der Kern statistischen Denkens. Bei einem von der
Statistik herkommenden Ansatz ist der Zufall nicht
apriori wie in normativen wahrscheinlichkeits-
theoretischen Ansdtzen im Modell {iber eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert, sondern er
muss an die Daten herangetragen werden. Die
Gleichung

»Daten = Modell + Zufall*

ist eine Interpretation und ein Konstrukt, das uns
Menschen in die Lage setzt, mit der Vielfalt und
Variabilitit der Daten fertig zu werden und im Nebel
der vielen Details das Wesentliche aufzunehmen. Da-
durch ist das Zufallsverstdndnis stark mit der Kompe-
tenz zum statistischen Denken verbunden.

Da wir mit dem hier préisentierten Vorschlag zur pro-
padeutischen Erarbeitung von zentralen Konzepten
der Datenanalyse und Stochastik in unteren Klassen
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der Sekundarstufe beitragen mochten, miissen wir auf
formale inferenzstatistische Betrachtungen wie etwa
Chi-Quadrat-Tests und komplexere Verteilungsbe-
rechnungen verzichten. Dennoch halten wir es fiir
zentral und im Sinne eines Spiralcurriculums auch ge-
boten, Fragen der Verallgemeinerung und der Infe-
renzstatistik auf einem préformalen Niveau zu behan-
deln. Mit dem Hilfsmittel der Simulation stehen uns
dazu geeignete Werkzeuge zur Verfiigung. Auf der
Basis eines erstellten Modells werden dabei iiber Si-
mulationen hiufig wiederholt kiinstliche Daten gene-
riert.

Didaktische Stufenfolge

Auf der Basis der vorangegangenen Uberlegungen o-
rientiert sich die nachfolgend beschriebene Unter-
richtssequenz an der folgenden, in der Stochastik iib-
lichen, didaktischen Stufenfolge:

Induktion — Mathematisieren:

e Unmittelbarer Datenzugang
e Datenexploration und —strukturierung

Modellannahmen und —synthese Deduktion — Validie-
ren:

e Simulative Uberpriifung des Modells

e Modellbewertung und Schlussfolgerungen
anhand eines empirischen Wahrscheinlich-
keitsbegriffs

Fiir die unterrichtspraktische Realisierung sei betont,
dass die Auflistung keine streng lineare und abge-
grenzte Abfolge impliziert, vielmehr greifen verschie-
dene Stufen im didaktischen Gang jeweils wechselsei-
tig ineinander. Grundsétzlich fiihren jedoch vorausge-
hende qualitative Betrachtungen zur Quantifizierung
von Schlussfolgerungen, wobei unterschiedliche Prob-
lemldsestrategien zum Zuge kommen kdnnen.

3. Methodische Analyse

Dem Gedanken der phdnomenologischen Ankniipfung
und der didaktischen Stufung folgend schlagen wir
einen handlungsorientierten Zugang vor, bei der Schii-
lerinnen und Schiiler konkrete Erfahrungen mit einem
empirischen Untersuchungsprozess machen. Das Bei-
spiel der realen Daten von kleinen farbiiberzogenen
Schokoladenlinsen verspricht gleichermaflen den An-
spriichen der didaktischen Uberlegungen wie auch der
Schiilermotivation gerecht werden zu konnen. Dabei
kann der im Freudenthal-Zitat genannte Gedanke des
Ordnens zu Beginn der Unterrichtseinheit im wahrs-
ten Sinne des Wortes ,.hand-greiflich® erfahrbar wer-
den.

Reprasentationsebenen
Daran ankniipfend ist die Methodik des gesamten

Unterrichtsgangs durch flieBende Ubergiinge der e-
naktiven, ikonischen und symbolischen Représentati-

onsebenen gekennzeichnet, um zur Abstraktion der
mathematischen Modellierung breite Zugangswege zu
erdffnen. Die Modellreflexion wird durch die Mog-
lichkeit der Tabellenkalkulation, ikonische und sym-
bolische Reprisentationen dynamisch zu verkniipfen,
unterstiitzt.

Materialien

Giinstig fiir den unterrichtspraktischen Einsatz sind
kleine Tiiten von M&M-Minis. Dabei geniigen zwei
Pakete M&M-Minis, die jeweils ca. 15 kleine Tiiten
enthalten. Uber das kurze Vergniigen des Verzehrens
hinaus iiberrascht auch die unterschiedliche Zusam-
mensetzung und Streuung des Tiiteninhalts (z.B. 25-
34 Linsen pro Tiite, 0-13 Linsen bei einzelnen Far-
ben). Natiirlich l4sst sich die Ubung auch mit anderen
StiBigkeiten oder auch nicht-essbaren Gegenstédnden
durchfithren. Unsere Empfehlung fiir M&M-Minis
begriindet sich darin,

Abbildung 1: Tiiten von M&M-Minis, die fiir den Un-
terrichtsvorschlag verwendet wurden.

dass sie sich, wenn nach Farben sortiert, aufgrund ih-
rer Form in natiirlicher Weise zu einem Siulendia-
gramm sortieren lassen, das einen nahtlosen Ubergang
zur entsprechenden ikonischen Reprisentation ge-
wihrleisten. AuBlerdem treten M&M-Minis in sechs
verschiedenen Farben auf. Diese Tatsache eignet sich
zu einem simulativen Nachahmen eines erstellten
Modells. Legen die Daten die Hypothese -einer
Gleichverteilung nahe, so lassen sich dann mittels
(Farb-)Wiirfel problemlos viele Daten simulieren, die
jeweils mit den urspriinglichen Daten verglichen wer-
den konnen. Die Reprisentationsmoglichkeiten eines
interaktiven Arbeitsblatts der Tabellenkalkulation bie-
ten nahe liegende grafische Ankniipfungspunkte an
das Datenmaterial der M&M-Minis.

Unterrichtsgang

Jeder Schiiler und jede Schiilerin erhilt zunéchst eine
Tiite (,,die Daten®) fiir eine eigene Untersuchung: Vor
dem Offnen wird zunichst eine Vermutung iiber die
mogliche Zusammensetzung der geschlossenen Tiite
formuliert und festgehalten. Diese Vermutung wird
anschlieBend anhand der eigenen Tiite {berpriift.
Vermutung und Ergebnis werden einander in Tabelle
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und Diagramm gegeniibergestellt. Zusitzlich bietet
sich an, dass die Schiilerinnen und Schiiler das Ergeb-
nis ihrer eigenen Untersuchung schriftlich formulie-
ren. Im weiteren Verlauf werden in der gleichen Vor-
gehensweise die Daten erst fiir Vierergruppen und
schlieBlich fiir die gesamte Klasse zusammengerech-
net. Dabei werden mdoglicherweise aufgrund der ur-
spriinglichen Stichprobe (vom Umfang ca. 30) vollzo-
gene Schliisse und Interpretationen aufgrund der ag-
gregierten Stichproben, die aus den Daten der Vierer-
gruppen bezichungsweise aller Schiilerinnen und
Schiiler besteht, revidiert. Schiiler sollen dabei auch
iiber eine ihnen typisch erscheinende Zusammenset-
zung einer Tiite von M&M-Minis reflektieren und er-
kldren, wie sie zu ihrer Wahl einer typischen Tiite ge-
kommen sind, und wie sie Abweichungen von der
»typischen Tiite” messen. Die Schiiler miissen dabei
daran erinnert werden, die SiiBigkeiten nicht zu essen,
bevor alle Daten aufgezeichnet worden sind, weil
sonst die Ergebnisse verzerrt sind. Auch sollte sicher-
gestellt werden, dass Schiiler ihre Farbvorhersagen
machen, bevor sie die Tiiten 6ffnen.

Nachdem die Schiilerinnen und Schiiler die Zusam-
mensetzung einer typischen Tiite beschrieben, be-
griindet und die Relation ihrer eigenen Tiite zur typi-
schen Tiite quantifiziert und dargestellt haben, formu-
lieren sie eine Vermutung iiber die Produktionspara-
meter der Herstellung beziiglich der Farbverteilung.
Im Falle der Gleichverteilungsannahme kann dieser
Vermutung im nachfolgend angegebenen Excel-
Arbeitsblatt anhand von mehreren Simulationen nach-
gegangen werden. Eine groBere Zahl von Simulatio-
nen bildet die Grundlage fiir die quantitative Uberprii-
fung der Schlussfolgerungen zum Modell einer Farb-
verteilung.

Zur Leistungsdifferenzierung kann auf der Motivation
einer Farbpriferenz (vgl. zum Beispiel rote Gummi-
barchen) aufbauend als Vertiefungsmdoglichkeit der
Frage nachgegangen werden, wie viele Tiiten M&M-
Minis nétig sind, um mit einer gewissen Zuversicht
eine bestimmte Anzahl einer Farbe zu erhalten. Die
bewusst vage und praformal gewéhlten Formulierun-
gen sollen zum Nachdenken einladen, das erst allméh-
lich zu einer Prézisierung der Quantifizierung von
Unsicherheit hinfiihrt.

4. Fragenkatalog

Der untenstehende Fragenkatalog (siehe néachste Sei-
te) kann den inhaltlichen Unterrichtsgang nachzeich-
nen. Er sollte nicht als ,,Unterrichtsfahrplan® missge-
deutet werden, die konkreten didaktisch-methodischen
Entscheidungen bleiben der Lehrkraft iiberlassen, um
eine optimale unterrichtspraktische Passung zu ge-
wahrleisten.

5. Antwortmoglichkeiten

Die Antworten zu Frage 2 werden unterschiedlich
ausfallen, da jeder Schiiler seine eigenen Daten hat,
die sich von den Daten der Mitschiiler deutlich unter-
scheiden konnen. Erfahrungsgemél ist bei einer vor-
liegenden Stichprobe von ca. 30 M&M-Minis mit
sechs unterschiedlichen Merkmalsausprigungen die
Variabilitét recht groB3. Die relativen Haufigkeiten der
jeweiligen Anzahlen stabilisieren sich aber bei einer
Klassenstirke von 20 oder mehr Schiilern merklich.
Die Frage nach dem Zustandekommen der beobachte-
ten Unterschiede in den Farbverteilungen ist bewusst
offen. In einem datenorientierten Zugang zur Sto-
chastik wird Zufall nicht a priori formal durch Einfiih-
rung einer Zufallsvariable in einem (Standard-) Mo-
dell definiert, sondern dient als Annahme um Variabi-
litdt in Daten zu modellieren. Der Zufallsbegriff wird
also als Konstrukt herangezogen, um die in allen em-
pirischen Daten omnipréisente Variabilitdt handhaben
zu konnen. Im hier betrachteten Fall besteht eine nahe
liegende Vorstellung in der Annahme, dass der Her-
steller sehr viele Schokolinsen nach fest vorgegebe-
nen Proportionen der Farben produziert, diese in ei-
nem grofen Behélter zwischenlagert, von wo aus ca.
30 Exemplare zufillig ausgewihlt und in kleine Tiiten
abgefiillt werden. Auch die Antworten zu Frage 3c
konnen recht unterschiedlich ausfallen. Fiir die indi-
viduellen Daten (pro Schiiler) liegt eine Darstellung
der Daten als Sdulendiagramm sehr nahe. Bei Frage 4
werden die Antworten ebenfalls wohl recht unter-
schiedlich ausfallen. Diese Frage, ein Zwischenschritt
zur Modellbildung, bereitet schon implizit Frage 6
vor. Daher sollten hier die Antworten eine Begriin-
dung einschlielen, warum gerade die vorgeschlagene
Wahl als typisch angesehen wird. In der Besprechung
werden dann sicherlich auch die arithmetischen Mittel
der individuellen Durchschnitte fiir jede Farbe von
M&M angesprochen werden. Mogliche Vorschldge
umfassen ganzzahlig gerundete Mittelwerte, Modal-
werte oder Mediane. Werden bei Frage 5a absolute
Abweichungen notiert, mégen Schiiler diese Differen-
zen einfach aufaddieren. Eine andere Moglichkeit ist
das arithmetische Mittel der Abweichungen. Viel-
leicht ersinnen Schiiler auch noch ganz andere Me-
thoden, die akzeptabel sind. Falls negative Zahlen als
Abweichungen notiert werden, dann fiihrt eine Addi-
tion dieser Zahlen in die Irre. Denn diese Summe
kann 0 sein, auch wenn die Abweichungen tatsichlich
recht groB sind. Bei 5b) umfassen mogliche Antwor-
ten Séulendiagramme, wobei der Unterschied als ge-
stapeltes Sdulendiagramm dargestellt ist und Pfeile
andeuten, ob die Differenz positiv oder negativ ist.
Alternativ ist auch ein gepaartes Sédulendiagramm
moglich, das zu jeder Farbe nebeneinander stehende
Saulen anzeigt.
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Wie viele Schokolinsen von jeder Farbe erwartest Du in einer Tiite M&M-Minis?

1.) Bevor Du die Tiite 6ffnest, fiille die Spalte ,,Geschétzte Anzahl* in der Tabelle aus,
indem Du ritst, wie viele M&Ms sich insgesamt und von jeder der sechs einzelnen
Farben in Deiner Tiite befinden.

Daten zu Farben von M&Ms

Farbe

Geschitzte
Anzahl

Tatsdchliche
Anzahl

Mittelwert in
der Klasse

Differenz
(Tatsdchliche Anzahl mi-
nus Mittelwert der Klasse)

Griin

Rot

Orange

Blau

Gelb

Braun

Insgesamt

2.) Datenprdsentation
a. Sortiere und zéhle die Anzahl der M&Ms fiir jede Farbe und notiere die Wer-
te in der Spalte ,, Tatsdachliche Anzahl*.
b. Mach deine Ergebnisse deinen Mitschiilern verfiigbar. Stellst Du Unterschie-
de zu den Ergebnissen Deiner Mitschiiler fest? Wie konnen diese Unterschie-

de zustande gekommen sein?

3.) Datenanalyse

a. Ermittle die durchschnittliche Anzahl von jeder Farbe und trage sie in die
Spalte ,,Mittelwert in der Klasse* ein.

b. Errechne die Differenz zwischen tatsdchlicher Anzahl und Klassenmittelwert
und notiere die Werte in der letzten Spalte der Tabelle.

c. Wie konnte man die Ergebnisse geeignet graphisch darstellen?

Schlussfolgerungen
4.) Beschreibe und begriinde in ein paar Sitzen, wie viele M&Ms von jeder Farbe Du in

einer ,,typischen® Tlite erwarten wiirdest.

5.) Errechne, wie nahe deine Anzahlen zu den Anzahlen der typischen Tiite sind.

gleich oft vor? Begriinde Deine Vermutung.

a. Nutze die letzte Spalte der Tabelle und erdenke dir eine Formel oder eine Zahl,
die die Nédhe deiner Werte zu den Werten der typischen Tiite ausdriickt.

b. Erstelle eine graphische Darstellung fiir die Ndhe deiner Farbanzahlen zum
Klassendurchschnitt

6.) Werden vom Hersteller bestimmte Farben bevorzugt, oder kommen alle Farben

Erweiterungen
7.) Wie viele kleine Pdckchen musst du 6ffnen, um mindestens 25 griine M&Ms zu er-
halten? Ergibt diese Anzahl der Packchen jedes Mal exakt 25 griine M&Ms? Erklare!

“Von den Daten zum Model
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Frage 6 fiihrt zur Modellbildung. Was hat sich der
Hersteller gedacht? Werden von der Firma bestimmte
Farben bevorzugt, oder werden M&M-Minis in glei-
chem Umfang in allen sechs Farben hergestellt? Diese
Frage fiihrt direkt zur Verallgemeinerung von der
Stichprobe der vorliegenden M&M-Minis zur Grund-
gesamtheit ALLER produzierten M&M-Minis. Hier
kann in den unteren und mittleren Klassenstufen keine
formale inferenzstatistische Begriindung geliefert
werden. Dennoch lassen sich zumindest auf einer qua-
litativen Ebene Positionen und Beurteilungen begriin-
den. Am Anfang steht der Schritt von den Daten zum
Modell, das formuliert werden kann etwa als: ,,Die
Firma bevorzugt keine Farben, sondern stellt M&M-
Minis in gleichen Hdufigkeiten her.“ Eventuell verlei-
ten die Daten auch zu einer anderen Modellierung, die
dann vielleicht formuliert werden als ,Jeweils 20%
aller produzierten M&M-Minis sind braun, gelb, o-
range und rot, und jeweils 10% sind blau und griin.*

... und vom Modell per Simulation zu den Da-
ten

Wie lasst sich dieses Modell iiberpriifen? Eine Mog-
lichkeit, die nicht auf formal-mathematischer Herlei-
tung basiert, besteht im Erstellen einer groBen Zahl
von (mindestens 100) Simulationen. Der mathemati-
sche Hintergrund hierfiir ist das Gesetz der groflen
Zahlen. Dabei mag es sinnvoll sein, zunéchst einen
physischen Zufallszahlengenerator wie z.B. einen
Wiirfel einzusetzen, dessen Wirkweise und Zufalls-
charakter den Schiilern vertraut ist. Im Fall der An-
nahme einer Gleichverteilung kann hier zunéchst mit
einem (Farben-)Wiirfel gearbeitet werden. Eine Tiite
M&M-Minis wird dann durch 30maliges Werfen des
Wiirfels simuliert. Da hier jedoch Simulationen in
groBBerem Umfang notwendig sind, um mit dem Ge-
setz der groflen Zahlen argumentieren zu kdnnen, ist
der Einsatz von Software ratsam. Wir haben dazu ein
Excel-Arbeitsblatt erstellt, mit dem bei angenomme-
ner Gleichverteilung die Verteilung der Farben von 30
M&M-Minis (individuelle Tiite) und 25 mal 30 = 750
M&M-Minis (Daten fiir die gesamte Klasse) erzeugt
werden. Dabei gehen wir von einer festen Anzahl von
30 ,,M&M-Minis“ pro Tiite aus und ignorieren die
Tatsache, dass in den tatsdchlichen Tiiten die Anzahl
der M&M-Minis selbst schwankt. Wiederholte Simu-
lationen, mit ihren Ergebnissen als Sdulendiagramm
reprasentiert, vermitteln einen Eindruck von der zu-
fallsbedingten Variabilitiat, mit der die sechs Farben
bei einer Gleichverteilungsannahme verteilt sein kon-
nen. Diese Variabilitét ist bei den einzelnen Tiiten er-
heblich groBer als bei den aggregierten Daten fiir die
ganze Klasse. Bei 750 Daten sind die Prozentsitze,
die auf die einzelnen Farben fallen, viel ndher bei ein-
ander als bei nur 30 Daten. Eine mathematisch prizi-
sere Fassung dieser Feststellung (die aber kaum mehr
Sekundarstufe 1 tauglich ist) besagt, dass die Stan-
dardabweichung bei Erhohung des Stichprobenum-
fangs um das 25-fache — ndmlich von 30 auf 750 — um

das 5-fache reduziert wird. Abbildung 2 zeigt Sdulen-
diagramme fiir relative H&ufigkeiten der einzelnen
Farben bei einer mit Excel durchgefiihrten Simulation
mit Stichprobenumfang 30 (dunkel) bzw. 750 (hell).

40%
35%
30%
25%
20%
15% +— —
10% +—| -
il L
0% : : : :

gelb orange blau grin rot  braun

Haufigkeit in %

Abbildung 2: Ergebnis einer Simulation: Die Sdiulen-
hohe gibt die relative Hiufigkeit an, wie oft die jewei-
lige Farbe bei 30-facher (dunkel) bzw. 750-facher
(hell) gewdhlt wurde.

Interessant und weiterfithrend ist auch die Diskussion
der Frage 7. Naive Antworten mdgen lauten, dass —
Gleichverteilung der Farben vorausgesetzt — 5 bis 6
Tiiten geniigen sollten, um 25 griine M&M-Minis zu
erhalten. Tatsdchlich kann man sich aber niemals si-
cher sein, dass auch nach 100 Tiiten 25 griine M&M-
Minis erhalten wurden. Man kdnnte hier die Schiiler
ihre qualitativen Urteile einfach diskutieren lassen —
~wenn mir 25 griine M&M-Minis wichtig sind, dann
kaufe ich 8 oder 9 Tiiten “ — eine Quantifizierung kann
hier wiederum iiber eine groflere Zahl von Simulatio-
nen erfolgen, und stellt eine Nutzung (eventuell auch
Einfithrung) des empirischen Wahrscheinlichkeitsbeg-
riffs dar. Dazu werden 30 Zufallszahlen zwischen 1
und 6 erzeugt (ohne Einschriankung identifizieren wir
die griine Farbe mit der 6), die Anzahl der 6-en ge-
zahlt, und sooft wieder 30 Zufallszahlen erzeugt, bis
die Anzahl der 6-en die Zahl 25 erreicht oder iiber-
schritten hat. Wir notieren die Anzahl der dazu not-
wendigen Wiederholungen, bis 25 griine M&M-
Minis erhalten wurden. Dieses Experiment wird z.B.
100 Mal wiederholt. Die somit erhaltenen 100 Werte
stellen wir im Histogramm dar und berechnen das a-
rithmetische Mittel als Anndherung fiir die — unter der
Modellannahme der Gleichverteilung — zu erwartende
Anzahl zu oOffnender Tiiten M&M-Minis. Das
Histogramm vermittelt einen qualitativen Eindruck
der hier zu beobachtenden Zufallsschwankungen, der
mittels entsprechender Streuungsparameter quantifi-
ziert werden kann (siche Abbildung 3). Ebenso kon-
nen empirische Wahrscheinlichkeiten errechnet wer-
den, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte
Zahl von Tiiten ausreicht, wenn man z.B. 25 griine
M&M-Minis haben mochte. Im Beispiel der in Abbil-
dung 3 dargestellten simulativ erhaltenen Werte gilt
z.B.:

P(6 Tiiten reichen aus) ~ 53/60 = 88,3 %,

P(7 Tiiten reichen aus) = 59/60 = 98,3 %.
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Die beiden angegebenen Excel-Arbeitsblitter dienen
nur als Arbeitsvorschldge. Fiir den unterrichtlichen
Einsatz konnen diese situativ und den Vorkenntnissen
der Schiilerinnen und Schiiler entsprechend angepasst
werden.

Anzahlen zu 6ffnender Tiiten (bei 60 Versuchen)
25 4

20

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 3: Histogramm der simulativ erhaltenen Wer-
te zur Frage: Wie viele Tiiten mit 30 M&M-Minis muss
ich kaufen, wenn ich 25 griine M&M-Minis haben moch-
te (bei Annahme des Gleichverteilungsmodells).

6. Erganzungen
Modellvalidierung

Eine Internet-Recherche ergibt, dass entsprechend der
M&M-Produktphilosophie  fiir M&M-Minis das
Gleichverteilungsmodell den Vorgaben des Herstel-
lers entspricht. Bei anderen dhnlichen Produkten des-
selben Herstellers sind andere, von der Gleichvertei-
lung abweichende Modellannahmen angemessener,
siehe:
http://ch.mms.com/mms/swi_ger/about/products/
crispy/default.htm

Formalisierung

Wir haben oben bewusst auf eine mathematische
Formalisierung verzichtet, weil wir davon iiberzeugt
sind, dass eine zu frithe Einfiihrung komplexerer
Formeln fiir die Entwicklung tragfdhiger Grundvor-
stellungen kontraproduktiv ist. Die neuen curricularen
Vorgaben bieten wichtige Chancen, Denk- und Ar-
gumentationsweisen der Inferenzstatistik auch schon
in unteren und mittleren Klassenstufen einzufiihren.
Dabei muss aber — im Sinne eines Spiralcurriculums —
altersgemil vorgegangen werden. Eine Konzentration
auf komplexere algebraische Ausdriicke halten wir
hingegen fiir die anvisierte Zielgruppe von Schiilerin-
nen und Schiilern zwischen der 6. und 9. Klasse fiir
kontraproduktiv. In diesem Abschnitt geben wir (fiir
das Hintergrundwissen des Lehrers oder fiir eine Be-
handlung der hier aufgeworfenen Fragenstellungen in
hoheren Klassenstufen) Formeln fiir eine analytische
Bearbeitung. Unter Annahmen der stochastischen Un-
abhidngigkeit der Farben ist hier eine Multinomialver-
teilung M(n, p1, ..., px) das angemessene Modell. Im
hier interessierenden Fall von & = 6 Farben, die alle

1
mit derselben Wahrscheinlichkeit p :g auftreten,

ergibt sich fiir den Zufallsvektor (X, ..., Xs) der An-
zahlen des Auftretens der sechs Farben bei n = 30
Schokolinsen

30! 1
P(Xl :Xl,...,X6 = X6) :ﬁw .
xhoxg 6
Schauen wir uns an, wie die Farbverteilung einer spe-
ziellen Farbe — z.B. die Anzahl der blauen Schokolin-
sen — variiert, so reduziert sich das Modell auf eine
Binomialverteilung mit den Parametern » = 30 und

_1
p=c

Die einzelnen Komponenten der Multinomialvertei-
lung sind nicht stochastisch unabhingig, sondern es
gilt fiir die Kovarianzen (i #)

Cov(X,,X;)=-np,p; (siche z.B. Hinderer, 1972).

1
Im hier vorliegenden Fall mit n = 30, p = g ergibt
. 5 L e
sich Cov(X,, X ;) = B und somit gilt fiir den Kor-

. . 1
relationskoeffizient p(X,, X )= 3

Die negative Korrelation iiberrascht nicht: Da die Ge-
samtzahl der Schokolinsen auf 30 festgesetzt ist, so
wird tendenziell die Zahl der blauen Linsen niedrig
sein, wenn die Zahl der roten Linsen hoch ist. Folgen-
de Tabelle mit den (kumulativen) Wahrscheinlichkei-
ten gibt Auskunft iiber das Auftreten der jeweiligen
Anzahlen:

g B(3o,l;k) 23(30,1;1')
6 it 6
0 0,0042127 0,0042127
1 0.02527632 0.02948904
2 0.07330133 0.1027904
3 0.1368292 0.2396195
4 0.1847194 0.4243389
5 0.1921081 0.616447
6 0.1600901 0.7765371
7 0.1097761 0.8863132
8 0.06312124 0.9494344
9 0.03085927 0.9802937
10 0.0129609 0.9932546

Aus dieser Tabelle ist z.B. zu entnehmen, dass unter
den obigen Modellannahmen in ca. 10% der Tiiten mit
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hochstens 2 blauen M&M-Minis zu rechnen ist und in
ca. 2% (1-98%) der Tiiten mit mindestens 9 blauen
Schokolinsen.

Moglicherweise interessiert aber weniger die Vertei-
lung einer speziellen Farbe (wie hier der Farbe blau).
Vielmehr erweckt das sehr niedere Vorkommen ir-
gendeiner Farbe bzw. das hidufige Vorkommen ir-
gendeiner Farbe unsere Aufmerksamkeit. Wir haben
daher unter der Multinomialverteilungsannahme die
Verteilung der minimalen Anzahl von Schokolinsen
errechnet mittels:

P(Min=k)=P(Min>k)— P(Min>k +1),
wobel

P(Min>k)y= Y P(X,=x,... X, =X)

Xy 2k,...,xg 2k

Mit Hilfe von MAPLE fiihrte das zu folgendem Re-
sultat:

Minimum Wabhrscheinlichkeit
0 0,02520
1 0,14625
2 0,35827
3 0,37422
4 0,09566
5 0,00040

Entsprechende Berechnungen haben wir fiir die Ver-
teilung der maximalen Anzahl von Schokolinsen
durchgefiihrt.

P(Max =g)=P(Max < g)— P(Max < g -1),

wobel

P(Max<g)= D P(X, =x,....X;=X)
X1 $g,nXg <8
Maximum Wabhrscheinlichkeit
5 0,00040
6 0,08803
7 0,31015
8 0,30722
9 0,17660
10 0,07715
>11 0,04045

Bei 30 Schokolinsen in sechs verschiedenen Farben
sind die beiden Ereignisse ,,Minimale Anzahl einer
Farbe =5 dquivalent zum Ereignis ,,maximale Anzahl
einer Farbe=5, weil in diesem Fall alle Farben genau
5 mal vertreten sein miissen. Unter einer Multinomi-
alverteilung geschieht dies mit einer Wahrscheinlich-
keit von p = 0,00040.

Bei allen bisherigen Uberlegungen sind wir von einer
festen Anzahl von n = 30 Schokolinsen pro Tiite aus-
gegangen. Diese Zahl ist aber nicht fix. Da diese Zahl
variiert, ist die obige Verteilung lediglich eine beding-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung, gegeben N = 30,
wobei jetzt die Zahl der Schokolinsen pro Tiite als Zu-
fallsgroBBe N dargestellt ist. Wie konnen wir die An-
zahl der Linsen pro Tiite modellieren? Eine Poisson-
verteilung scheidet als Modell aus, da bei dieser Ver-
teilung Erwartungswert und Varianz identisch sind.
Eine Untersuchung von 103 Tiiten M&M-Minis ergab
aber einen empirischen Mittelwert von 29,8 Schoko-
linsen mit einer empirischen Varianz von 2,038. Eine
Poissonverteilung streut also viel mehr als die vorlie-
genden Daten. Geeigneter ist ein Normalverteilungs-
modell N(29,8; 2,038) oder — da die Daten ja diskrete
natiirliche Zahlen sind — ein Binomialmodell B(n, p).
Die Parameter » und p eines geeigneten Binomialmo-
dells errechnen sich dabei aus np(1-p) = 2,038, np =
29,8. Hieraus folgt p = 0,93 und schlielich n = 32.
Abbildung 4 zeigt ein Histogramm der Daten mitsamt
eingepasster Normalverteilung, erstellt mit FATHOM.

o,

m&m-RealDatensatz Histogram :!

0,354

g

@ 0,301 —

- 1

0,25 ™
-

5
20,204
20

T 0,154
() 4

0,104

0,05 _lil

S e e e e O SR B s s S e e ey S B e B B e e ey g
24 26 28 30 32 34 36
gesamt
1 2
— Density of gesamt = exp (— (gesamt —29,8) )
/272,038 2,038-2

Abbildung 4. Histogramm der Anzahl der Schokolin-
sen in 103 Tiiten M&M-Minis einschliefflich einge-
passter Normalverteilungskurve.

Das Normalverteilungsmodell passt zumindest als
plausible Anndherung gut, da die Daten in etwa sym-
metrisch sind und die Wolbung (Kurtosis) in den Da-
ten in etwa der Normalverteilung entspricht.

Die Verteilung des Zufallsvektors (N, X, ..., Xg) er-
gibt sich jetzt aus dem Produkt von Randverteilung
von N und bedingter Verteilung von (X, ..., Xs) ge-
geben der Wert von N, d.h.

P(N=n,X, =x,.,X,=x,)

(n=29,9)%

_ 1 o 22038 n! i
\27-2,038 Xl x ! 6"

Das Warten auf z.B. 25 griine Schokolinsen ist ein Pa-
radebeispiel fiir eine Modellierung mittels negativer
Binomialverteilung NB(r, p). Bei unabhéngigen Wie-
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derholungen eines Experiments gibt die negative Bi-
nomialverteilung die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Wartezeiten bis zum r-ten Erfolg an, wenn sich pro
Durchgang ein Erfolg mit Wahrscheinlichkeit p er-
gibt. Esist

k+r—1) | i
P(Y=k)=(k jp(l—p) :

r
Fiir den Erwartungswert gilt £(Y) =—,
p

Wobei die Zufallsvariable Y die Wartezeit bis zum r-
ten Erfolg angibt. Im vorliegenden Fall errechnet sich
mit » = 25 und p = 1/6 ein Erwartungswert von 150.
Allerdings ist hier zu beachten, dass die Schokolinsen
nicht einzeln sequentiell ,,aufgedeckt werden, son-
dern komplette Tiiten mit ca. 30 Schokolinsen werden
auf einmal ge6ffnet. Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, mit ¢ Tiiten 25 griine Schokolinsen zu haben?
Diese Wahrscheinlichkeit errechnet sich kumulativ
mittels P(Z >25), wobei Z eine binomialverteilte

1
Zufallsvariable Z ~ B(30t,gJ ist.

Zum Abschluss sei aber noch einmal betont, dass die
Uberlegungen dieses Abschnitts der theoretischen
Auseinandersetzung vor allem des Lehrers dienen,
und dass die zum Teil aufwédndigen Formeln nicht
vom Einsatz des hier vorgeschlagenen Unterrichts
schon ab Klasse 6 abschrecken sollen.

Software

Die beiden Excel-Arbeitsblitter sind verfiigbar unter
dem Namen

m&m_simulationl.xls
m&m_simulation2.xls
und konnen heruntergeladen werden von der URL:

www . ph-ludwigsburg.de/
mathematik/personal /vogel/excel
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