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ZusammenfassungDie Goldbachsche Vermutung dass eine ziflig gezogene ungerade Zahl prim ist.

wird mit Methoden der Stochastik untersucht. Es besteht kein Bedarf, gerade Zahlen zu untersu-
chen, da 2 die einzige gerade Primzahl ist. Die unnor-
1 Einleitung male Existenz einer einzigen geraden Primzahl wird

Christian Goldbach stellte 1742 die Vermutung auf, im Folgenden ignoriert werden.

dass jede gerade Zahlager als 2 als Summe von pje zahim(2n+ 1) — (2n— 1), die fir groRen fast
zwei Primzahlen dargestellt werden kann. Obwohl o ) .

die Goldbachsche VermutungrfZahlen bis zu 4 exaktw betragt,lasst sich als die erwartete An-
10 verifiziert werden konnte, wurde sie bisher noch zahl von Primzahlen in der Meng@n,2n+ 1} in-
nicht bewiesen. Dieser Aufsatz untersucht diese Ver-terpretieren. Da es in dieser Menge aber nur einen
mutung mit stochastischen Methoden. einzigen Kandidateriif eine Primzahl gibt, @mlich

Wir definieren eine Funktio als die Anzahl der 2"+ 1. ist diesaquivalent zu der Behauptung, dass

Moglichkeiten, eine Zahl als Summe zweier Prim- log(2n) die Wahrscheinlichkeit ist, dass die Zahl
zahlen darzustellen. Dann ist beispielsweisé) = 21’ 1 prim ist (An dieser Stelle werden einige Leser
1, weil 4=2+2 und es keine weiteren dglichkei-  entsetzt sein bei dem Versuch, Aussagen der reinen
ten gibt, 4 als Summe zweier Primzahlen zu schrei- \jathematik Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen. Sol-

ben. Hingegen isG(10) =2, weil es zwei Mglich-  chen empfindsamen Seelen sei angeraten, nicht mehr
keiten der Zerlegung von 10 gibtamlich 10=3+7  \eiter zu lesen).

und 10=5+5 (1 ist natirlich keine Primzahl!).

Haben wir einmal eine Formelif die Anzahl der
Primzahlen und eine Formaiif die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Zahl prim ist, hergeleitet, it ein
G(n)>Ofirallenin {4,6,8, .. }. ziemlich direkter Weg zu Goldbachs Vermutung.

Die Goldbachsche Vermutung kann jetzt wie folgt
ausgedickt werden:

o ) Betrachten wir zuachst eine feste Zahl, sagen wir
Es ist interessant zu beobachten, wie schigl n= 2 000 000. Jede Goldbachsche Zerlegung dieser

wachst, wenm zunimmt: Zahl besteht aus einem Pd&anndQ, so dasfP+Q =
n 100 1000 10000 2 000 000, wobei beide Zahldgnund Q prim sind.
G(n) | 6 28 127 Nehmen wirP < Q, dann istP < 1 000 000 und 1

<Q< :
Tatsachlich scheintG(n) aufRer bei kleinenm ange- 000 000< Q = 2000 000

nehm grof zu sein. Es hat daher den Anschein, dasgym G(2 000 000) auszuwerten, irssen wir jede
G(n) keine Chance hat, jemals null zu werden - d.h. primzahl P finden und herausfinden, ob die korre-
es besteht kaum eine Chance, dass die Goldbachschgyondierende Zat® auch prim ist. Die Formel von

Vermutung jemals falsch ist. GauR liefert uns einen Satewert fir die Anzahl der
Um diese Idee zu prisieren, bedtigen wir das P rimzanlerP
Gaul3sche Gesetiber die Verteilung der Primzah-
len. In 1793 gab Gaul3 folgende Adimerungsfor-
mel fur die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder (1000000 ) 72382
gleichn sind '
n(n) = n ) Zu jeder der 72 382 Wertdif P gibt es einQ, das
log(n) entweder prim oder nicht-prim ist. Wenn n@ei-

] ne ungerade Zahl nahe 1 000 000 ist, dann ist mit-
Die Formel von GaulR kann verwendet werden, um

2 . - .
so etwas herzuleiten, wie die “Wahrscheinlichkeit’, €IS der Formeliog(Zn) die Wahrscheinlichkeit von
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Q prim 0,1448. Fir einen Wert vorQQ nahe 2000000
betiagt diese Wahrscheinlichkeit 0,1378. Klar, die
Wahrscheinlichkeitaindert sich nicht viel in diesem

wennn kein Vielfaches von 6 ist. Dieses bemerkens-
werte Resultat - das leicht zu beweisen ist - hat nur ei-
ne geringe Auswirkung auf die nachfolgenden Wahr-

Bereich. Wir ldnnen daher sagen, dass die erwartetescheinlichkeiten.

Anzahl von Primzahle® mindestens

72382 0,1378~ 9978

betiagt. Unter der Annahme der stochastischen Un-

abhangigkeit kbonnen wir auch sagen, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass keine der Zahl€neine Prim-
zahl ist, mindestens

(1 . 07 1378)72382% 1074663

betiagt. Somitist eine konservative Sithung fir die

Wahrscheinlichkeit, dass die Goldbachsche Vermu-

tung fur die Zahin = 2 000 000 scheitert, erstaunlich
klein: weniger als 1 zu 1163,

Es ist nun einfach, das vorgetragene Argument von

einer einzigen Zahl zu einem Zahlenblock zu erwei-
tern. Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit dgf
dass die Goldbachsche Vermutuiig éine Zahl zwi-
schen 2 000 000 und 20 000 000 scheitert.

Wir sind wiederum konservativ, wenn wir feststellen,
dass diese Wahrscheinlichkeit nichb8er ist als

1— (1 _ 10—4663) (10000000-1000000)

(10000000- 1000000) 104663
074656

~
~

approx 1

weil es (10 000 000 - 1 000 000) gerade Zahlen zu
testen gibt, und jede hat eine Wahrscheinlichkeit von
104663 die Goldbachsche Vermutung zu widerle-

gen. Dies wiederum ist eine sehr kleine Wahrschein-

lichkeit.

Eine kompliziertere Analyse iwvde die Tatsache
beriicksichtigen, dass wenm ein Vielfaches von 6
ist, G(n) im Durchschnitt doppelt so groB ist, wie

Betrachten wir schlieBlich eine Folge von Zahlen-
blocks

2-10° bis 2-107,2- 10’ bis 2- 1%,
2-10° bis 2-10°, ...

Die Wahrscheinkeiten, dass die Goldbachsche Ver-
mutung in diesen Intervallen scheitert, I3t nach
ahnlich konservativer Absétizung wie oben:

10—4656’ 10—34100’ 10—2610007 o

Nun ist es recht beliebig gewesen, dass unser Argu-
ment mitn =2 000 000 begonnen hat. Die Goldbach-
sche Vermutung ist bereits bis nu= 4. -- 104 veri-
fiziert worden. Mit dieser Anfangszahl erhalten wir
eine Wahrscheinlichkeitlf das Scheitern der Gold-

bachschen Vermutungif Zahlenn > 4. 10'* von
grob 1450000000000

Diese Wahrscheinlichkeit ist 1 zu einer Million Mil-
lion Million ..., wobei man 25 000 000 000 mal
Million zu sagen hat. Bei einer plausiblen Rate von
drei Worten pro Sekundeiiwde es ungéihr 264 Jah-

re dauern, diese Wahrscheinlichkeit auszusprechen -
das ist fast genau die Zeit, die vergangen ist, seitdem
Goldbach seine bahmte Vermutung zuerst gemacht
hat.
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