Nuancen der Nichtbeliebigkeit von Aktienkurs-Modellierungen

WOLFGANG STUMMER, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Dieser Artikel gibt eine
elementar-didaktische, nuancierte Aufarbeitung der
Fragestellung, ob man den ungewissen zukinftigen
Aktienkursverlauf beliebig stochastisch modellie-
ren darf. Diese Aufarbeitung ist derart gestaltet,
dass sie prinzipiellerweise fast direkt fiir den fortge-
schrittenen Mathematik-Schulunterricht einsetzbar
ist; dementsprechend wird bewusst eine einfache,
moglichst nicht-fachspezifische, und bedeutungsnahe
Wortwahl verwendet, so dass fiir das Verstéandnis der
hier behandelten Problematik keine ©konomischen
und nur geringe probabilistische Vorkenntnisse vor-
ausgesetzt werden missen. Die gewahlte Darstel-
lungsweise sollte den Schiilern bei der Festigung der
folgenden mathematischen Fahigkeiten helfen: Die
Erstellung von abstrahierenden Problembeschrei-
bungen (deswegen wurden hier — bis auf zwei kleine
Ausnahmen — bewusst keine expliziten Rechenbei-
spiele verwendet), die Beachtung von geringfligigen
mathematischen Unterschieden, die Kunst der einfa-
chen Beweisfilhrung und Logik (inklusive des Ansatz-
und des Analogieschluss-Gedankens), sowie der Um-
gang mit Ungleichungen und Ungleichungsketten.

1 Einleitung

Wir benutzen das denkbar einfachste Modell fiir den
Kursverlauf einer Aktie, wobei die Zeit in Jahren ge-
messen wird: Zum jetzigen Zeitpunkt t = O sei der
Aktienkurs Ag > 0 bekannt. Der Aktienkurs At zu
einem zukiinftigen Zeitpunkt T >0 (z.B.T = 2 Jah-
re) soll prognostiziert werden. Als in der Regel un-
gewisse GroRe sei At durch eine verallgemeinert-
binomialverteilte! Zufallsvariable beschrieben. Der
Kurs A; zu einem Zwischenzeitpunkt t (im Sinne von
0 <t < T) wird in diesem Kontext ignoriert. Dieses
Modell wurde von Cox, Ross & Rubinstein [1979]
im Zusammenhang mit der Optionspreistheorie ent-
wickelt, siehe hierzu auch die didaktisch wertvollen
Artikel von Eberlein [1998], Bartels [1999], Pfei-
fer [2000] und Warmuth [2001] sowie die ebenfalls
wertvollen Lehrbiicher von Irle [1998] und Adel-
meyer [2000]. Im Detail wird der Grundraum Q =
{w,wp} mit wy # wp gewahlt, sowie die Potenz-
menge = [(Q) als zugehorige o-Algebra. Das

WahrscheinlichkeitsmaR P wird fixiert durch
P[wl] =P P[(;Jz] =1-p,

mit 0 < p < 1. Die Zufallsvariable At (w) wird wie
folgt definiert:

uAp falls w= wy,

Ar(w) = mit0 <d < u.

dAp falls w=wy,

Die Symbole u bzw. d stehen dabei traditionellerwei-
se fur ,,up” bzw. ,,down“, obwohl ad hoc nicht ange-
nommen wird, dass u > 1 bzw. d < 1 gelten muss;
denkbar wéren prinzipiellerweise z. B. auch die bei-
den Situationen

(o) u<1ld <1 (sichere Abnahme des Aktien-
kurses), und

(B) u>1d>1((sichere Zunahme).

Man beachte auch das Ausklammern der beiden Félle
p =0 bzw. p =1, die den (bei nicht allzu kleinem T)
unrealistischen Situationen entsprechen, bei denen
der zukiinftige Aktienkursverlauf bereits jetzt ,mit
Sicherheit* bekannt ist.

Die beiden Gréfen u und d kénnen wie folgt 6kono-
misch interpretiert werden:

AT ((x)l)

u= Ve ist der Kapitalveréanderungsfak-
0
tor der Aktie im gunstigeren Ausgang w = wy,

o d= Ar(02) ist der Kapitalveranderungsfak-

0
tor der Aktie im unglinstigeren Ausgang w =
wy.

Der Kapitalverdnderungsfaktor gibt an, um welchen
Faktor sich ein zum Zeitpunkt t = 0 eingesetztes Ka-
pital (z. B. 1 Euro) bis zum zukdinftigen Zeitpunkt
t =T veréndert hat. Nimmt dieser Faktor z. B. den
Wert 2 an, dann hat sich das Kapital verdoppelt; beim
Wert 1/2 hat sich das Kapital halbiert. Anmerkend
sei hier erwahnt, dass anstelle des Wortes Kapital-
verdnderungsfaktor in der 6konomischen Literatur
sehr haufig das Wort Kapitalsteigerungsfaktor ver-
wendet wird, das jedoch fir Werte unter 1 etwas ir-
refiihrend ist (man spricht dann von negativer Steige-
rung).

1 Der Zusatz ,verallgemeinert spiegelt die Tatsache wider, dass die beiden méglichen Ausgange nicht die Werte 0 und 1 bzw. -1 und

1 induzieren, sondern allgemeinere reellwertige Zahlen.
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Die obigen Interpretationen von u und d sind duferst
hilfreich, die nachfolgenden mathematischen Aussa-
gen dkonomisch intuitiv zu deuten.

Man beachte, dass bislang der zukiinftige Aktienkurs
At ,beliebig” modelliert wurde; wir machten ledig-
lich die Einschrénkungen u > 0 und d > 0 um sinn-
vollerweise At > 0 zu garantieren, sowie u # d und
(0.B.d.A) u>d um den Fall der absoluten Gewiss-
heit auszuschliel3en.

Im Folgenden wollen wir der Frage nachgehen, ob
man weitere mathematischen Einschrankungen fur
die Modellierung des Aktienkurses At zum Zeit-
punkt T bendotigt.

2 Portfolios und Marktbeschreibung

Rein technisch-mathematisch  gesehen  spricht
natlrlich nichts fir eine weitere Einschrankung, aber
es bestehen tiefliegende 6konomische Griinde. Aus
Kompatibilitdtsgriinden werden letztere wiederum
mathematisch formuliert. Dieser etwas langwierige
Schritt wird in diesem und im ndchsten Abschnitt
naher ausgefihrt:

Man trifft z. B. die Annahme, dass zusatzlich zur
Aktie auch ein Bankguthaben als weitere Investi-
tionsmoglichkeit zur Verfligung steht. Aus Verein-
fachungsgriinden wird dieses Bankguthaben als Fi-
nanzinstrument mit heutigem Wert Bg := 1 und
sicherem Wert Bt = (1 +p)" zum Zeitpunkt T
dargestellt; dementsprechend macht es Sinn, vom
Einheits-Bankguthaben (EBG) zu sprechen. Dabei
ist p > 0 die in Dezimalen ausgedriickte jahrliche
Verzinsung des Bankguthabens; so entspricht etwa
p = 0.02 einem jahrlichen Zinssatz von 2%.

Im vorliegenden Modell hat man nun die Mdglich-
keit, (ausschlieBlich) zum Zeitpunkt t = 0 ein ge-
gebenes Anfangskapital C strategisch im ,,Finanz-
markt* {Einheits-Bankguthaben, Aktie} anzulegen;
dabei sei vereinfachenderweise angenommen, dass
keine Gebiihren (Transaktionskosten) anfallen. Die
daraus resultierende gehaltene Stiickanzahl an der
Aktie sei mit y und die gehaltene Stiickanzahl am
Einheits-Bankguthaben sei mit x bezeichnet. Das
Paar {x,y} wird meistens als Handelsstrategie oder
Portfolio/Portefeuille bezeichnet. Der entsprechende

2.d.h. ein strikt positiver Bankguthabenanteil

jetzige Gesamtwert Vg des Portfolios ist dann
Vo = xBo+YAo.

Wegen der 0.a. Transaktionskostenannahme gilt al-
so C = Vp. Es wird ferner angenommen, dass der In-
vestor bis zum zukinftigen Zeitpunkt T nicht weiter
handelt. Der ungewisse Gesamtwert V1 seines Port-
folios zur Zeit T wird durch die Zufallsvariable

Vr(w) = xBt +yAT(W), e {w,up},

beschrieben.

Bevor wir mit Hilfe von Handelsstrategien {x,y}
die oben angedeuteten dkonomischen Grundprinzi-
pien formulieren, seien an dieser Stelle noch einige
erganzende technische, teilweise idealisierende An-
nahmen getroffen:

o Die ,Stlickzahlen” x und y sind beliebige reel-
le Zahlen, sie missen also insbesondere kei-
ne naturlichen Zahlen sein; dabei entspricht
x > 0 einem Guthaben im wahrsten Sinn?, x <
0 dem Eingehen von Kredit-Schulden3, y >
0 dem Besitz von Aktienanteilen, und y < 0
der ,,Verschuldung“ in Aktienanteilen (,,Leer-
verkauf“4). Insbesondere bedeutet dies, dass
grundsatzlich ein uneingeschrankt groRes An-
fangskapital (C > 0) bzw. ein uneingeschrénkt
grofRes Anfangskreditvolumen (C < 0) als Res-
sourcen fur eine Veranlagung zur Verfligung
stehen konnen,

e s existieren keine Leerverkaufsbeschran-
kungen,

e es muissen keine Steuern bezahlt werden,

e Annahmen Uber die ,Rationalitat* der Markt-
teilnehmer bzw. des vorliegenden Marktes, auf
die hier nicht explizit eingegangen wird, die
aber in der nachfolgenden Darstellung mehr
oder weniger implizit mitberiicksichtigt wer-
den.

3 Spezielle Handelsstrategien und
Aktienkurs-Modell-Einschrankungen
Als Baustein fiir das erste 6konomische Grund-

prinzip betrachten wir folgende spezielle Anlage-
Mdglichkeiten:

3 Implizit wird durch diese Konstruktion also angenommen, dass die Kreditzinsen genauso hoch wie die Guthabenzinsen sind.
4 Dabei leiht man sich kurz vor dem Zeitpunkt t = 0, z. B. von Verwandten, kostenlos Aktien(-anteile) und verkauft diese gleich
anschlieBend zum Zeitpunkt t = 0; man muss jedoch zum Zeitpunkt T die gleichen Aktien(-anteile) wieder zuriickkaufen und den

Verwandten zuriickgeben.




Definition 3.1 Eine Handelsstrategie {X,y} heift
gewinninduzierende  Verschuldungs-Strategie
(kurz:  -oSTRso-Strategie) fiir den Markt
{Einheits-Bankguthaben, Aktie}, falls gilt:

(i) Vo :=%Bo+YA¢ <0,

(i) Vr(w):=%Bt +yAT(w) >0 firw=oy

und W= wy.

Diese Handelsstrategie bedeutet, dass man sich zum
jetzigen Zeitpunkt t = 0 im Markt {Einheits-Bank-
guthaben, Aktie} insgesamt verschuldet und trotz-
dem zum zukunftigen Zeitpunkt T auf jeden Fall
schuldenfrei endet. Die jetzige Verschuldung Vo < 0
einer gewinninduzierenden Verschuldungs-Strategie
ergibt sich etwa durch eine Kreditaufnahme (X <
0), die dann — nicht zur Génze — unmittelbar an-
schlieend fiir den Kauf von Aktienanteilen (y >
0) verwendet wird. Da der Rest des Kredites
»ohne Zukunftssorgen* in ein Mittagessen ,,inves-
tiert* werden kann, wird eine gewinninduzieren-
de Verschuldungs-Strategie meistens als Free Lunch
bezeichnet. Aus didaktischen Griinden bevorzugen
wir an dieser Stelle die erstgenannte Namensge-
bung, da sie erstens viel praziser den zugrundelie-
genden Sachverhalt widerspiegelt (u. a. dass das zu
benennende Objekt dem Wesen nach eine speziel-
le Strategie ist), sowie zweitens die Bezeichnung
Free Lunch in der Fachliteratur uneinheitlich fir
mehrere verschieden definierte Arten von Strategi-
en verwendet wird. Anstatt des Ausdrucks gewinn-
induzierende Verschuldungs-Strategie kénnte man in
der Schule beispielsweise auch den etwas plakativer-
en aber unpréziseren Namen ubriges-Taschengeld-
Strategie einsetzen. Unabhdngig davon werden wir
aus Platzspargriinden im Folgenden stets die bereits
oben erwéhnte, leicht zu memorisierende Abkurzung
<0STR>o-Strategie verwenden. Dabei beschreibt der
linke Index das Vorzeichen des Portfolio-Wertes zum
Zeitpunkt t = 0 sowie der rechte Index das Vorzei-
chen des Portfolio-Wertes zum Zeitpunktt = T. Die-
ses Merksystem werden wir spéter sinngemal auch
auf andere Handelsstrategien anwenden.

Es ist unmittelbar einsichtig, dass die Existenz ei-
ner -oSTR>o-Strategie {X,y} von vielen/allen In-
vestoren ausgeniitzt wird, und zwar moglichst ma-
ximal, denn auch jedes Vielfache {AX;Ay}, A > 0,
einer -oSTR>o-Strategie ist wieder eine -oSTR>o—
Strategie. Im obigen Beispielszenario (X < 0, y >
0) wirde sich eine starke Nachfrage nach Aktien(-
anteilen) ergeben, was wiederum — nach dem Ge-
setz von Angebot und Nachfrage — eine ,soforti-

ge* Erhohung des jetzigen Aktienpreises Ag, und
somit das Verschwinden von oSTR>o-Strategien
bewirken wiirde. Im Leerverkaufsfall y < 0 kann
man &hnlich argumentieren; durch das entstehen-
de Uberangebot an Aktien(-anteilen) wiirde A sin-
ken. Die Existenz einer (und somit unendlich vie-
ler) -oSTRx>o-Strategie(n) wird also in der Regel
nicht lange anhalten. Deshalb macht es Sinn, Mark-
te zu betrachten, die folgende Grundvoraussetzung
erfiillen:

Grundprinzip 3.2 (NO-(STR>0) Im Markt {Ein-
heits-Bankguthaben, Aktie} existieren keine ge-
winninduzierenden Verschuldungs-Strategien.

Dabei steht der Zusatz NO im Kiirzel fur die (auf-
grund der geringeren Lange ausgewahlte) englische
Ubersetzung des Wortes keine. Das in der Definition
3.2 beschriebene okonomische Grundprinzip flhrt
notwendigerweise zu folgender mathematischen Ein-
schrankung an u und d:

Theorem 3.3 Es gilt folgende Aquivalenz:

(@) NOoSTRsg <= (b) d<(14p)" <u.

Die Bedingung (b) besagt, dass der Kapitalverande-
rungsfaktor (1 + p)" der sicheren Anlagemdglich-
keit Einheits-Bankguthaben stets zwischen den bei-
den moglichen Kapitalveranderungsfaktoren der un-
sicheren Anlagemdglichkeit Aktie liegt. Da tri-
vialerweise (1 + p)T > 1 ist, kann somit — falls
NO_oSTR>o gilt — der Fall (a) in der Einleitung
nicht mehr auftreten; im Gegensatz dazu ist die in
(B) angefiihrte Situation — bei entsprechender Kon-
stellation zwischen u,d,p und T — prinzipiellerweise
maoglich.

BEwEIS: Nach den fundamentalen Gesetzen der Lo-
gik ist die Aussage (a) <= (b) gleichwertig mit der
Aussage —(a) <= —(b); die darin involvierte Ne-
gation —(a) der Aussage (a) zieht die direkte Ver-
wendungsmdoglichkeit der Definition 3.1 nach sich.
Dementsprechend zeigen wir zuerst

l. —\(b) = ﬂ(a):

Vorausgesetzt sei also, dass entweder d > (1+p)7
oder u < (1+p)T gilt; unter dieser Voraussetzung
muss man sich eine _oSTRxo-Strategie konstruie-
ren. Wir unterscheiden die beiden Falle

(la) d > (14+p)" und
(Ib) (1+p)" >u.

Im ersten Fall besitzt die unsichere Anlage (Aktie)
in jedem der beiden moglichen Ausgange w; und wp
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einen hoheren Kapitalverdnderungsfaktor als die si-
chere Anlage (Bankguthaben). Im Fall (Ib) hat die
unsichere Anlage stets einen niedrigeren Kapital-
verdnderungsfaktor als die sichere Anlage.

Im Fall (la) erweist sich (auch im Hinblick auf
eine spatere Nuancierung) folgender Ansatz als
zweckmaBige Vorgehensweise bei der Suche nach ei-
ner -oST R>o-Strategie:

(X7} = {—KAo,1}, mitO <l <k. (1)

Darauf aufbauend konstruiert man sich die nach-
folgende Tabelle 1. Deren Eintrdge beschreiben —
fir verschiedene Zeitpunkte und fiir verschiedene
Ausgéange — die jeweiligen gehaltenen Vermogens-
werte (und nicht die Stilickzahlen) am Einheits-
Bankguthaben bzw. an der Aktie, sowie deren Ge-
samtsumme; letztere ergibt den entsprechenden Port-
foliowert.

t=T
t=0 A= [ o=y
EBG | —KkA —kAo(1+p)"T | —kAo(1+p)T
Aktie | |Ag | Agu Apd
Ges | Vo= Vr(w)=Ao- | Vr(op)=Ao-
(=KAo | (lu=k(1+p)T) | (Id=k(1+p)T)

Tabelle 1: Portfolio-Entwicklung unter Handels-
strategie (1)

Aufgrund von (1) und der Grundannahme Ag > 0
folgt klarerweise Vo < 0. Des Weiteren gilt wegen
u>d > 0 stets V7 (wy) > Vr(0y). Somit erhalt man
die schlieRlich gewiinschte Eigenschaft V1 (w;) > 0
dann und nur dann, wenn gilt: | > k % An-
merkend sei hier erwahnt, dass — aufgrund der An-
nahme (14 p)" < d — die letzte Ungleichung im
Einklang mit der in (1) gestellten Forderung 0 <
I < k steht. Die exemplarische Parameterwahl k =
lund | = % fuhrt konsequenterweise zu einer
<0STR>p-Strategie. In Worten ausgedriickt nimmt
man bei der entsprechenden Handelsstrategie einen
Kredit in Hohe des heutigen Aktienpreises auf und
kauft % ~oticke der Aktie. Zur Illustration be-
trachte man den (mehr auf das Kopfrechnen als auf
die konkrete Praxisrelevanz ausgerichteten) folgen-
den Datensatz 1: T =2 Jahre, p =0.1, Ag = 10 Euro,
d = 2.42 und u = 3 (somit modelliert man, dass der
Aktienkurs in 2 Jahren auf entweder 24.2 Euro oder
30 Euro anwachst). Klarerweise ist (1a) erfillt. Mit
der Auswahl k =1 und | = (133'21)2 = I konkretisiert
sich die Tabelle 1 wie folgt:

5d.h. ein positives Bankguthaben in dieser Hhe aufbaut

t=2
t=0 W= | weap
EBG | —10 —10 -(1+0.1)2 | —10 - (1+0.1)2
i 1 1 1
Aktie 310 5103 5-10-2.42
Ges | Vo= Vr (o) = 10- Vr (w) =10
-3-10 | (3-121) (252 —1.21)

Tabelle 1B%P: Portfolio-Entwicklung fiir lllustrations-
Datensatz 1

Im Fall (Ib) wéhlen wir — in antisymmetrischer Ana-
logie zum Fall (la) — fiir die Suche nach einer
<0ST R>o-Strategie folgenden Ansatz:

(K9} = {+kAo, I}, mitO<k<1.  (2)

Darauf aufbauend konstruiert man sich die nachste-
hende Tabelle 2:

=T
t=0 W= | w=0y

EBG | kAo kAo(1+p)T kAo(L+p)"

Aktie | —1Ag —lAgu —1Aqd

Ges | Vo= Vr(w) =Ao- | Vr(wp) =Ag
(k=DAo | (k(1+p)T—1u) | (k(1+p)"—Id)

Tabelle 2: Portfolio-Entwicklung unter Handelsstra-
tegie (2)

Der Ansatz (2) impliziert wiederum Vo < 0. AuBer-
dem folgt aus u > d > 0 im Gegensatz zu Fall
(1a) die Ungleichung V7 (w;) > Vr(wy). Der Kkleine-
re dieser beiden Portfoliowerte ist aber genau dann

>0, wenngilt: 1 <k %. Die Fall-(Ib)-Annahme
(14 p)" > u sorgt dafiir, dass dies kein Widerspruch
zur Ansatz-Forderung 0 < k < | ist. Somit kann man
zum Beispiel | =1 und k = %pT wahlen, um ei-
ne —oSTRx>o-Strategie zu erhalten. Dies bedeutet,
dass man genau 1 Aktie leerverkauft und (unmittel-

bar anschlieRend) den Betrag ﬁq— in das Einheits-

Bankguthaben investiert®>. Diese sinnvolle Reihen-
folge der Vorgehensweise konnte man in der Tabel-
le 2 dadurch zum Ausdruck bringen, indem man die
Zeile mit den Aktien-Eintragen Uber der Zeile mit
den EBG-Eintrégen plaziert; aus Griinden der direk-
teren \ergleichbarkeit der beiden Tabellen 1 und 2
wurde hier darauf verzichtet. Folgender Datensatz 2
dient wiederum zur Illustration der Methodik: T =2
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Jahre, p=0.1, Ap =10 Euro,d = 0.8 und u = 1.089
(d. h. dass in diesem Modell der Aktienkurs in 2 Jah-
ren entweder auf 8 Euro féllt oder auf 10.89 Euro
anwadchst). Dies impliziert die Giltigkeit der Bedin-

gung (Ib). Mit der Auswahl | = 1 und k = (11%*_3%2 =

1% erhélt man folgende Konkretisierung der Tabelle
2:

t=2
t=0 o [ oo
EBG | %.10 | £5-10-(1+0.1)? | -10-(140.1)2
Aktie | —10 —10- 1.089 ~10- 0.8
Ges | Vo= Vr (wr) = 10- Vr (wp) = 10-
—0.1-10 | (%-1.21-1.089) | ($%-1.21-0.8)
=1 =0 =2.89

Tabelle 2B%P: Portfolio-Entwicklung fiir lllustrations-
Datensatz 2

Abschlielend beweisen wir die Umkehrung

Il. -(a) = —(b):
Vorausgesetzt sei also, dass eine -oSTR>o-Strategie

{X,y} existiert. Die Bedingung (i) der Definition 3.1
ist trivialerweise dquivalent zur Ungleichung

X < —YAp. (3)
Durch Einsetzen der Beziehungen At (w1 ) = UAo und

At () = dAg in die Bedingung (ii) der Definition
3.1 ergeben sich die Ungleichungen

u
X> —VA)g— 4
X > yo(1+p)T 4
und
Y>—NAL (5)
z =y 0(1+p)T'

Aus (3) und (4) folgt sofort y = 0. Deshalb genligt es
(wegen der Grundannahme Ag > 0) folgende beiden
Félle zu unterscheiden:

Fall (11a): y >0:

Durch Zusammenlegen der beiden Ungleichungen
(3) und (4) und anschlieBendem Durchdividieren
durch ¥ ergibt sich die Ungleichungskette

X u
—Ap > = > —A
AN (Y
Inshesondere folgt daraus
u
> 1. 6
ey ©

Durch analoges Vorgehen mit den beiden Un-
gleichungen (3) und (5) erhélt man

d

_ > -
Po=§ = ~Polipr

< X

und konsequenterweise

d

Summa summarum impliziert die Existenz einer
<0STR>o-Strategie — im vorliegenden Fall (Ila) —
die zu (7) &quivalente Ungleichung d > (1+p)T,
also (la); die sich aus (6) ergebende zweite Folge-
rung u > (1+p)T liefert aufgrund der Grundannah-
me u > d > 0 keinen neuen Beitrag.

Fall (11b): y <0:

Die Vorgehensweise ist analog zu Fall (I1a), hur mit
dem Unterschied, dass sich alle Ungleichheitszei-
chen umdrehen. Daraus ergeben sich die Folgerun-
gend < (1+p)"T undu< (1+p)7 (also (Ib)), von
denen die erste wegen u > d > 0 keinen neuen Bei-
trag liefert.

Insgesamt impliziert die Existenz einer -oSTRx>o—
Strategie entweder d > (1+p)T oder u < (1+p)7;
dies entspricht aber genau —(b). im Zuge
der angestrebten nuancierten Darstellung der in die-
sem Aurtikel behandelten Grundproblematik betrach-
ten wir als néchstes die folgenden speziellen Anlage-
Maglichkeiten:

Definition 3.4 Eine Handelsstrategie {X.,y}
heilit sichere Gewinn-Strategie (kurz: oSTR-q—
Strategie) fir den Markt { Einheits-Bankguthaben,
Aktie}, falls gilt:

(i) Vo:=%XBo+yA¢ =0,

(il) Vr(w):=%Br +YAT(w) >0  firw=oy

und W= wy.

Bei der Handelsstrategie {X,y} stellt man sich zum
Zeitpunkt t = 0 im Markt {Einheits-Bankguthaben,
Aktie} ein Portfolio mit Gesamtwert 0 zusammen,
und zum zukiinftigen Zeitpunkt T erzielt man daraus
mit Sicherheit einen echten Gewinn.

Das zugehorige 6konomische Grundprinzip lautet:

Grundprinzip 3.5 (NOgSTR-) Im Markt {Ein-
heits-Bankguthaben, Aktie} existieren keine siche-
ren Gewinn-Strategien.

Die folgende Aussage zeigt, dass die beiden bis zu
diesem Punkt behandelten Grundprinzipien gleich-
wertig sind:
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Theorem 3.6 Es gilt folgende Aquivalenz:

@) NO<oSTR20 <= (b) NOoSTR-o.

Bemerkungen:

(B1l) Da fir jede oSTR-o-Strategie {X,y} auch
{AX, AV}, A > 0, eine oST R~ o-Strategie ist, kann der
durch eine ST R~ o-Strategie zu erzielende Gewinn
zum Zeitpunkt T beliebig groR gemacht werden.
(B2) Fiur den Begriff sichere Gewinn-Strategie
wird — so wie fir den Begriff gewinninduzie-
rende Verschuldungs-Strategie — in der Litera-
tur Ublicherweise die Bezeichnung Free Lunch
gewadhlt. (Unter anderem) Aus offensichtlichen di-
daktischen Differenzierungsgriinden haben wir die
beiden erstgenannten, unterschiedlichen Begriffe
(anstelle von Free Lunch) verwendet. In Fortsetzung
der — im Anschluss an Definition 3.1 gefiihrten —
Namensgebungs-Diskussion konnte man anstatt des
Ausdrucks sichere Gewinn-Strategie in der Schule
beispielsweise auch den plakativeren aber unprazise-
ren Namen No-Risk-Just-Fun-Strategie verwenden.
(B3) Aufgrund des vorliegenden Theorems 3.6 kann
in Theorem 3.3 die Bedingung NO_oSTR>¢ dquiva-
lenterweise durch NOgST R+ g ersetzt werden.

BEWEIS: Wir zeigen wiederum —(a) <= —(b).

I. =(b) = —(a):
Es sei {X,y} eine oSTR--Strategie. Wir definieren
z:=min{Vr (1), V7 ()} >0, X:=X—2Bo/Bt und
y:=V. Dann ist {X,y} eine -oST R>o—Strategie, denn
das Nachrechnen der Definition 3.1 ergibt

2 z

~ B
Vo = X\Bo—i-y\Ao—Z—O = —— <0 und
Br Br

V1 (w) = Bt +JAT(W) —2Bg > z—2 = 0 filr
W=7 und W= wy.
Il. -(a) = —(b):
Es sei {X,Y} eine -oSTRxo-Strategie mit zugehdri-
gem Anfangs-Portfoliowert Vo < 0. Die Konstrukti-
on X:=X—Vp, und ¥ :=YV ergibt eine oSTR-o—

Strategie; durch Nachrechen der Definition 3.4 sieht
man namlich sofort

\70 = §(B0+YA0—VQBO =0 und

Vr(w) = XBt +JAT(w) —VoBr > 0 filr
W= 0 und W= wy.

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus Eigenschaft
(ii) von Definition 3.1. [

4 Risikolose Gewinnchancen und
Aktienkurs-Modell-Einschrankungen

Definition 3.4 gibt Anlass zur Betrachtung der fol-
genden, etwas allgemeineren Anlage-Mdglichkeiten:

Definition 4.1 Eine Handelsstrategie {X,y}
heillt risikolose Gewinnchance-Strategie (kurz:
OSTRQO—Strategie) fir den Markt {Einheits-
Bankguthaben, Aktie}, falls gilt:

(i) Vo :=XBg+YAg =0,

(i) V1(w) :=XBt +yAT(w) >0 firw=w

und w= wy,
flr mindestens eines der

(i) Vr(w) >0 beiden w € {wn, wy}.

Die Nullnormierung des anfénglichen Portfolio-
Wertes Vg spielt keine essentielle Rolle, sorgt aber
fur die Vermeidung einer Debatte Uber die Mitein-
beziehung der Verzinsung des Startkapitals C = Vq.
Im Gegensatz zu einer oST R~ o—Strategie hat man bei
einer oSTR E; o—Strategie zum zukiinftigen Zeitpunkt
T zwar keinen sicheren echten Gewinn mehr, aber
immerhin mit Sicherheit keinen Verlust und mit po-
sitiver Wahrscheinlichkeit (p oder/und 1 — p) einen
echten Gewinn, also eine Gewinnchance bei gleich-
zeitigem Nichtvorhandensein eines Verlustrisikos.

Als Anmerkung sei hier erwéhnt, dass anstatt des
Ausdrucks risikolose Gewinnchance-Strategie (bli-
cherweise die schuldidaktisch nicht sehr bedeutungs-
nahe Fachbezeichnung Arbitrage-Strategie verwen-
det wird; in weiterer Fortsetzung der — im Anschluss
an Definition 3.1 begonnenen und in Bemerkung
(B2) nach dem Theorem 3.6 wieder aufgenomme-
nen — Namensgebungs-Diskussion wére es beispiels-
weise auch maglich, in der Schule den plakativeren
aber unpréziseren Ausdruck No - Risk - Maybe - Fun -
Strategie einzusetzen.

Aufgrund von analogen Argumenten wie im Vorfeld
der Formulierung von NO_oSTR>o macht es Sinn,
Markte zu studieren, die folgende Voraussetzung
erfiillen:

Grundprinzip 4.2 (NOpSTR 7>é0) Im Markt {Ein-
heits-Bankguthaben, Aktie} existieren keine risi-
kolosen Gewinnchance-Strategien.

Dieses Okonomische Grundprinzip filhrt zu noch
starkeren Einschrankungen an die stochastische
Aktienkurs-Modellierung als NO_oSTR>o bzw.
NOosTR>02
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Theorem 4.3 Es gilt folgende Aquivalenz:

(@) NOgSTR309 <= () d<(1+p)" <u.

Im Gegensatz zu Theorem 3.3 muss hier der Kapi-
talverdnderungsfaktor der sicheren Anlagemdoglich-
keit Bankguthaben stets strikt zwischen den bei-
den moglichen Kapitalverdanderungsfaktoren der un-
sicheren Anlagemoglichkeit Aktie liegen.

BEWEIS: Man zeigt —(a) <= —(b).

I. =(b) = —(a):

Man kann vollig analog zum Teil |1 des Beweises
von Theorem 3.3 vorgehen, mit dem einzigen Unter-

schied dass man | = k = 1 setzt (und man natdrlich™

durch — ersetzt).

Il. =(a) = —(b):

Auch hier wéhlen wir eine Vorgehensweise, die sehr
ghnlich zu derjenigen des Teils 11 des Beweises von
Theorem 3.3 ist, nur im Detail etwas differenzier-
ter. Es sei also angenommen, dass eine oSTR > o—
Strategie {X,y} existiere. Die Bedingung (i) der De-
finition 4.1 ist &quivalent zur Gleichung

X = —VAp. (8)

Dies impliziert jedoch — unter Zuhilfenahme der
Bedingung (iii) der Definition 4.1 — dass y # 0
ist. Durch explizites Einsetzen der Beziehungen
At (1) =UAg, At(wyp)=dApund (8) in die Bedin-
gung (ii) der Definition 4.1 erhalt man auRerdem die
beiden Ungleichungen

0 < Vr(w) = YA {u—(1+p)"} (9
und 0 < Vr(wp) = YAs {d—(1+p)"}. (10)

Des Weiteren folgt aus der Bedingung (iii) der De-
finition 4.1, dass mindestens eine der beiden Unglei-
chungen (9) und (10) mit < anstatt < gelten muss.
Wir unterscheiden wiederum:

Fall (l1a): y > 0:
Aus (10) ergibt sich d > (1+p)" sowie — wegen der
Grundannahme 0 < d < u — die Giiltigkeit von (9)
mit < anstatt <.

Fall (11b): y < O:

Aus (9) folgt u < (1+p)" sowie —wegen der Grund-
annahme 0 < d < u — die Giltigkeit von (10) mit <
anstatt <.

Insgesamt haben wir also aus der Existenz einer
oSTR;o—Strategie die Gultigkeit der Bedingung
—(b) verifiziert. [

5 Conclusio

Aufgrund von (mathematisch artikulierten) funda-
mentalen dkonomischen Betrachtungen ergibt sich
folgende wichtige Botschaft (die analogerweise auch
fur kompliziertere Aktienkurs-Modelle gilt) :

Die stochastische Modellierung des Aktienkurses
At zum zukinftigen Zeitpunkt T darf nicht belie-
big (im Sinne des vorletzten Absatzes der Einlei-
tung) sein! Man braucht (weitere) mathematische
Einschrankungen.
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