Vorbemerkungen zum folgenden Aufsatz von Kay Rottmann

HEINZ ALTHOFF, BIELEFELD

Zu den Themen der Wiederholung der Stochastik
fiir die Abiturpriifung meines LK 2001 gehorte
auch das Geburtstagsproblem. In diesem Rahmen
bat ich K. R., seinen Mitschiilern den Inhalt des
Aufsatzes 'Ein Geburtstagsproblem" von G. SCHRA-
GE (aus Stochastik in der Schule, Heft 2/1992)
darzustellen, in dem es um die Wahrscheinlichkeit
fiir das Zusammentreffen dreier Geburtstage bei 15
Personen geht. K. R. iiberraschte mich dann damit,
dass er im zweiten Teil seines Vortrags das
Problem auf “"mindestens k gemeinsame
Geburtstage bei n Personen" erweiterte. Ich

ermunterte ihn daraufhin, den folgenden Aufsatz
fiir unsere Zeitschrift auszuarbeiten. Lehrerinnen
und Lehrer sollten den Aufsatz vor allem als anre-
gendes Beispiel dafiir betrachten, hinreichend be-
gabte Schiiler zu motivieren, eine (nicht zu umfang-
reiche) mathematische Abhandlung anderen ver-
stindlich darzustellen, ja sie vielleicht sogar (wie
hier geschehen) zu einer eigenen wissenschaftli-
chen Auseinandersetzung mit einem mathemati-
schen Problem zu "verfiihren". Kann der Aufsatz
von K. R. eventuell eine Kettenreaktion fiir so et-
was auslésen?
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Lésung des Geburtstagsproblems fiir den Fall, dass k von n
Personen am gleichen Tag Geburtstag haben

KAY ROTTMANN, Steinhagen

Zusammenfassung: In , Stochastik in der Schule
2/1992° beschreibt Georg SCHRAGE, wie man die
Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet, dass genau
drei Personen aus einer Gruppe von n Personen am
gleichen Tag Geburtstag feiern. Die dort entwickel-
te Rekursionsformel soll hier nun so erweitert wer-
den, dass man eine Formel erhdlt, mit der die
Wahrscheinlichkeit berechnet werden kann, dass k
Personen am gleichen Tag Geburtstag haben. Des
weiteren ist es mit der Formel dann sogar méglich,
die Wahrscheinlichkeiten fiir weitere Konstellatio-
nen von Geburtstagen zu berechnen.

Zunéichst sei hier noch einmal die Formel von Ge-
org SCHRAGE hergeleitet. Er benutzt dafiir folgen-
den Ansatz:

W(n, e, z) sei die Wahrscheinlichkeit, dass an z
Tagen jeweils genau zwei Personen Geburtstag
haben und an e Tagen eine Person;
n=e+2 -z gibt dabei die Gesamtzahl der be-
trachteten Personen an.

Fiir W(n, e, z) gelten die folgenden Randbedingun-
gen:
M Wle,z)=W({Q,1,0)=1

365—(e—1)
2) W(n,n,0)=W(n-1,n-1,0)- ————
@ Wm0 =W(n-1n-1,0)-——2

wn-11z-1)

BG)YW(n0,z2)=

365
Zusitzlich gibt es noch die rekursive Beziehung:
366—¢-z
Wne,z)=W(n-1, e-1,z) ————+
365
@ e+1
Wn-lLe+l,z-1)-—
365

Da n in jedem Rekursionsschritt um eins erniedrigt
wird, ist das Verfahren zur Berechnung von

W(n, e, z) endlich, und die Rekursion endet stets bei
der Wahrscheinlichkeit W1, 1, 0)=1.

Zur Erlduterung der Rekursion: liegt bei # Personen
eine Geburtstagsverteilung vom Typ (7, e, z) mit
z>0 und e>0 vor, so lag bei der Verteilung der ers-
ten n-/ Geburtstage entweder eine Geburtstagsver-
teilung vom Typ (n-1, e-1, z) vor, dann fillt der n-te
Geburtstag auf einen der

365-(e—-1)—z=366—€e—z noch freien Tage,
oder es lag eine Geburtstagsverteilung vom Typ
(n—1,e+1,z—1) vor, dann fillt der n-te Ge-
burtstag auf einen der e+1 Tage, an denen bereits
eine Person Geburtstag hat. Wenn man ausgehend
von diesen beiden Moglichkeiten auf die Verteilung
(n, e, z) kommen mdchte, so ergibt sich fiir die erste
Mboglichkeit die Wahrscheinlichkeit

366 -¢ -~
Wn-1,e-1,2)- 2007€72 \ind fiir die zweite
die Wahrscheinlichkeit

W(n-1e+1,z-1)- 51
365
Daraus erhdit man die in (4) stehende rekursive

Beziehung.

Nach der Festlegung, dass Wn, e, z)=0 fiir z<0
oder e<0 gelten soll, kénnen die Bedingungen zu-
sammengefasst werden zu:

GyW(n, e z)=

( 0,fallsz <0Oodere <0
Lfallsn=1lunde =1

) W(mn-le—-1,z)366-z-¢)

365
+W(n-lLe+lz-1)e+1)

L 365 )
Fir die Wahrscheinlichkeit von E,- mindestens

drei Personen haben am gleichen Tag Geburtstag -
gilt unter Zuhilfenahme der Formel (5):

B

P(E))=1-) W(n,n-2i,i).
i=0

'

Nun soll gezeigt werden, wie die Formel so erwei-
tert werden kann, dass sie auf jedes beliebige Ge-
burtstagsproblem anwendbar ist.

W(n,a,,a,,...,a,)sei die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass von n Personen an @, Tagen genau eine
Geburtstag hat, an a, Tagen genau zwei Personen

usw.
Auch hier bleibt weiterhin der Zusammenhang:

30

Stochastik in der Schule 2 (2002) S. 30 - 32



k
n=Zi-ai.
i=]

Fir W(n, a,, a,, ..., a, ) gelten nun folgende

Randbedingungen:
6 w(1,1,0,...,0)=1
(7 W(n,a,...,a,...,a,)=0 fira, <0

Zusitzlich gibt es wieder folgende rekursive Bezie-
hung:
®YW(n,a,....,a,)=

k
365—(a, -1+ a,)

Wn-l,a, ~1,...,a,)- =2
Hn-ta-lna) T
a_, +1
+) Wn-la,...,a,-1,..., i
Z; ( : 27363

Erlduterung der Rekursion: Wieder wird die Wahr-
scheinlichkeit einer Situation als Resultat der vo-
rangegangenen Situationen betrachtet. Wenn also
die Wahrscheinlichkeit einer Geburtstagsverteilung

vom Typ (n, a,,...,a,) mit g, 20 und a, 20...
und a, = 0 ermittelt werden soll, bedient man sich

der Tatsache, dass diese Geburtstagsverteilung aus
einem der folgenden Typen hervorging:

(A) die n-te Person hat an einem Tag Ge-
burtstag, an dem noch kein anderer Ge-
burtstag hat. Also lag zuvor eine Ge-
burtstagsverteilung vom Typ
(n-1,4,-1,a,,...,a,) vor und von die-

ser ausgehend gibt es dann

k
365—(a, -1+ Y_a,) Moglichkeiten, um
=2
zu der Endsituation zu kommen.

(B) die n-te Person hat an einem Tag Ge-
burtstag, an dem mindestens eine andere
Person Geburtstag hat. Also lag zuvor eine
Geburtstagsverteilung vom Typ

(n-La,..,a_,+la -1,..,a,) vor
und von dieser gibt es dann a, , +1 Mog-

lichkeiten, um zu der Endsituation zu
kommen.

Nach Division der Anzahl ,,glinstiger* Tage (um zu
der Endsituation zu kommen) durch die Anzahl
aller moglichen Tage (365) liegen die Wahrschein-
lichkeiten vor, um von einer Geburtstagsverteilung
fir n-1 Personen zur Geburtstagsverteilung fiir »
Personen zu kommen.
Wie oben gilt wieder, dass durch das Vermindern

. meinsam

von n in jedem Rekursionsschritt das Verfahren
endlich ist und damit immer eine Losung liefert.

Also gilt:
OYW(n,a,,..

5 Qyyeeny Q) =
( 0,fallsa, <Ofir1<i<k

Lfallsn=1a =1,a, =0flir2<i<k
1

365

A

Wn-1l,a,-1a,,...,a,) r
k

(365~ (a, ~1+Y.a))+
=2

kW(n-1,aq,,.

Z (@ +1)

i=2

.»a_ +lLa -1,...,a,)-

, sonst

Mit der Formel (9) existiert nun ein Mittel, das
einem erlaubt, die Wahrscheinlichkeit fiir allgemei-
ne Konstellationen von Geburtstagen zu berechnen.
So kann durch Festlegen der Anzahl Tage, an denen
eine, zwei, ..., k Personen Geburtstag haben, nach
Einsetzen in die Formel, natiirlich auch hier wieder

k
unter der Bedingung: n= Zi -a,, die Wahr-

i=1
scheinlichkeit fiir solche Konstellationen berechnet
werden. Um jedoch die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis E,.|, mindestens k+/ Personen haben am
selben Tag Geburtstag, zu berechnen, geht man
zweckmifig wieder iiber das Gegenereignis: es gibt
keinen Tag, an dem k+1 oder mehr Personen ge-
Geburtstag feiern.
Werden nun die Wahrscheinlichkeiten all dieser
Konstellationen addiert, dann hat man die Wabhr-
scheinlichkeit fiir das Gegenereig-

nis:

(10) P(E,,))=1- D W(na,a,,...,a)

Naa,-:ii-a,-:n
mit:
(6) wi,1,0,...,0)=1
M Wn,a,...,a,...,a,)=0 fira, <0.

Als schwierig erweist sich die Umsetzung der Er-
gebnisse in die Praxis. Es ist zwar relativ leicht, ein
Computerprogramm fiir das Problem zu schreiben,
allerdings stoBt ein solches schnell an seine Leis-
tungsgrenzen. Die Rekursionen haben zwar hdchs-
tens die Tiefe n, jedoch stellt nicht die ,, Tiefe* der
Rekursionen das Problem dar, sondern die Anzahl
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der zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten, die
durch einen Rekursionsschritt hinzukommen. Diese
Anzahl ist gleich der Summe der Tage, an denen
mindestens eine Person Geburtstag hat, also die

Anzahl a,, fur die gilt: a, > 0. Dieser Zusammen-

hang fiihrt auf ein exponentielles Wachstum der zu
berechnenden Wahrscheinlichkeiten und macht
damit eine Berechnung leicht zu einer Aufgabe die
selbst mit den schnellsten Computern nicht effektiv
losbar ist.

Im Folgenden soll nun noch ein Beispiel die An-
wendung der oben beschriebenen Formel zeigen:

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer
Gruppe von 5 Menschen genau 3 am gleichen Tag
Geburtstag haben und die verbleibenden 2 an unter-
schiedlichen Tagen.

Es ist also die folgende Wahrscheinlichkeit ge-
sucht: W (5;2;0;1)

1
=—(W(41;,0;1)-363+W(4;2;1;0
3o5 7 (4101363 + ))_y
,(363-364-W(3;0;0;1)
1
={—1| | +2-363-W(3;;1,0
(365) ( )
+3W (3;3;0;0)
363364 -W(2;0;1;0)

1y 364 - W (2;0:1,0)

=|—|+2-363.

365 +W(2;2;0;0) -2

+2-3-W(2:2,0,0)
4

(L (7-364-363+6-364)

365
~52.107°

Da dieses Verfahren bereits bei leicht groBeren
Zahlen zu groBem Rechenaufwand fithrt, diirfte
eine Simulation in der Praxis deutlich effektiver
sein.
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