Grundschiiler beurteilen ein Wiirfelspiel — Ein Erfahrungsbericht

BERND NEUBERT, GIEBEN

Zusammenfassung: Zufallsphdnomene kommen
sehr hdufig in unserem Leben vor. Auch Grund-
schulkinder werden auferhalb der Schule schon
friih damit konfrontiert. Deshalb wird in verschie-
denen Verdffentlichungen (vgl. u. a.  Miil-
ler/Wittmann 1977, Griinewald 1991, Kiitting 1994)
die Forderung erhoben, stochastische Aufgaben
schon in den Unterricht der Grundschule zu integ-
rieren. Als Argumente dafiir werden meist neben
der bereits erwdhnten frithen Begegnung mit Zufdl-

len und Wahrscheinlichkeiten angefiihrt, dass voll-
standiges Verstehen des Wahrscheinlichkeitsbegrif-
fes Zeit braucht und eine kontinuierliche Beschiifti-
gung mit diesem im Sinne des Spiralprinzips erfor-
dert, und einfache Begriffe und Aussagen der
Wahrscheinlichkeit besonders in jiingeren Schul-
klassen gut spielerisch-experimentell erschlossen
werden konnen.
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Im Folgenden soll iiber einen Unterrichtsversuch
berichtet werden, bei der das Verhalten von Schii-
lern einer 4. Klasse bei einer Aufgabe zur Beurtei-
lung der Gewinnchancen bei einem Wiirfelspiel
untersucht wurde. Dabei bewerteten diese vorgege-
bene alternative Spielregeln und formulierten auch
selbst solche und probierten sie aus. Die Schiiler
hatten keine Vorerfahrungen im Umgang mit sto-
chastischen Aufgaben.

Als Spiel wurde ,,.Das Wurmspiel“ gewihlt, ein
Spiel mit 7 Feldern, bei dem mit zwei Wiirfeln ge-
wiirfelt wird. Zur Einstimmung auf die spéter fol-
genden Aufgaben spielten die Kinder das Spiel
zunéchst nach folgender Regel: Spieler 1 darf seine
Spielfigur immer dann ein Feld vorriicken, wenn
die Summe der beiden Wiirfel 6 ist, Spieler 2 bei
der Summe 9.

Eine fiir die Kinder wichtige Entscheidung zu Be-
ginn des Spiels war, ob der jeweilige Spieler seine
Spielfigur nur dann um ein Feld vorriicken darf,
wenn er selbst die festlegte Summe wiirfelt oder
auch dann, wenn dies sein Gegner tut. Die meisten
Spielerpaare einigten sich auf die Regel, dass die
Spielfigur dann gesetzt werden darf, wenn die je-
weilige Summe gewlirfelt wird, unabhingig von
welchem Spieler. Es wurden jeweils drei Runden so
lange gespielt, bis der erste Spieler am Kopf des
Wurmes angekommen war. Durch dabei auftreten-
de unterschiedliche Spielausgéinge waren die Kin-
der gut auf das Bearbeiten der folgenden Aufgaben
eingestimmt, die auf einem Arbeitsblatt formuliert
waren.

Fiir das Spiel gibt es noch drei andere Spielregeln:

1. Spieler 1 darf seine Spielfigur immer dann ein
Feld vorriicken, wenn die Summe der beiden
Wiirfel 7 ist, Spieler 2 bei der Summe 3.

2. Spieler 1 darf seine Spielfigur immer dann ein
Feld vorriicken, wenn die Summe der beiden
Wiirfel 12 ist, Spieler 2 bei der Summe 8.

3. Spieler 1 darf seine Spielfigur immer dann ein
Feld vorriicken, wenn die Summe der beiden
Wiirfel 4 ist, Spieler 2 bei der Summe 10.

a) Bewertet die drei Spielregeln hinsichtlich der
Gewinnchancen der beiden Spieler. Welche
Spielregel ist flir Spieler 1 die giinstigste, wel-
che fiir Spieler 2?

Begriindet Eure Antwort!

b) Formuliert eine Spielregel, bei der Thr die groB-
ten Gewinnchancen habt!

¢) Formuliert eine Spielregel, bei der beide Spie-
ler gleich groe Gewinnchancen haben und es
ein faires Spiel ist!

Gibt es verschiedene Moglichkeiten?

Uns interessierte vor allem, ob die Schiiler iiber-
haupt in der Lage waren, sich mit diesen Aufgaben
auseinander zu setzen und welche Vorgehenswei-
sen sie fiir die Bearbeitung wahlten. An der Unter-
suchung nahmen 22 Schiiler einer vierten Klasse
teil, die in 11 Zweiergruppen arbeiteten.

1 Schiilerlosungen der Aufgaben

Bewertung von Spielregeln

Bei der Bewertung der drei Spielregeln hinsichtlich
der Gewinnchancen der beiden Spieler haben alle
elf Gruppen bei der ersten Spielregel die Wiirfel-
summe 7 als wahrscheinlicher als die Wiirfelsum-
me 3 bewertet.

Bei der zweiten Spielregel wurde von zehn Grup-
pen die Wiirfelsumme 8 als wahrscheinlicher als
die Wiirfelsumme 12 angesehen. Eine Gruppe be-
wertete diese Wiirfelsummen als gleich giinstig fiir
beide Spieler.

Die dritte Spielregel wurde von sieben Gruppen als
gleich giinstig fiir beide Spieler, von zwei Gruppen
als glinstiger fiir den ersten Spieler und von zwei
Gruppen als giinstiger fiir den zweiten Spieler be-
wertet.

Formulieren einer giinstigen Spielregel

Alle elf Gruppen haben die Aufgabe, bei der nach
einer Spielregel gefragt war, bei der sie selbst die
grofften Gewinnchancen haben, in dem Sinne bear-
beitet, dass sie die Grundregeln des Wurmspieles
iibernommen und nur die Wiirfelsummen veréndert
haben, um so ihre eigenen Gewinnchancen so grof3
wie moglich zu gestalten.

Nachdem Versténdnisprobleme geklirt waren, ha-
ben alle elf Gruppen eine Spielregel formuliert, bei
der sie ihrer Meinung nach die grofiten Gewinn-
chancen haben. Neun der elf Gruppen haben dabei
sich selbst und ihrem Gegner jeweils eine unter-
schiedliche Wiirfelsumme zugewiesen. Nur zwei
Gruppen haben bei dieser Aufgabe mit mehreren
Wirfelsummen gearbeitet, wobei die eine Gruppe
beiden Spielern mehrere Wiirfelsummen zugeord-
net hat, die andere dagegen nur ihrem Gegner. Alle
elf Gruppen sind jedoch der Meinung gewesen,
dass die Wiirfelsumme bzw. Wiirfelsummen, die
sie sich selbst zugeordnet haben, héufiger fallen als
die ihres Gegners.
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Am hiufigsten (6 von 11 Gruppen) wurde die Re-
gel Spieler 1 erhdlt Wiirfelsumme 7 und Spieler 2
die Wiirfelsumme 2 genannt. Auffallend ist jedoch,
dass keine der Gruppen ihrem Gegner die Wiirfel-
summe 12 zugewiesen hat. Als weitere Regeln
wurden genannt:

Spieler 1 Spieler 2

Wiirfelsumme 7 Wiirfelsumme 3

Wiirfelsumme 8 Wiirfelsumme 2

Wiirfelsumme 6 Wiirfelsumme 2

Augenzahlen beider
Wiirfel miissen addiert
oder subtrahiert 2 erge-
ben

Pasch

Wiirfelsumme 7

Gerade Wiirfelsummen

Finden einer fairen Spielregel

Bei der Aufgabe zum Finden einer fairen Spielregel
musste zundchst der Begriff ,,Faires Spiel” geklart
werden. Alle elf Gruppen verstanden unter einer
fairen Spielregel eine solche, bei der beiden Spie-
lern Wiirfelsummen zugewiesen sind, die ihnen
gleiche Gewinnchancen einrdumen. Der Grund fiir
die unterschiedlichen Antworten der Gruppen zu
dieser Aufgabe liegt also nicht in einem falschen
Verstindnis von einem fairen Spiel, sondern in den
verschiedenen Bewertungen der Wiirfelsummen.
Insgesamt wurden 25 verschiedene Spielregeln
angegeben. Unter diesen waren die folgenden, die
beiden Spielern die gleichen Chancen einrdumen:

Regel g\gnizn(;lit?
Spieler 1 Spieler 2
Wiirfelsumme 2 | Wirfelsumme 12 3x
Wiirfelsumme 3 | Wiirfelsumme 11 2x
Wiirfelsumme 4 | Wiirfelsumme 10 4x
Wiirfelsumme 5 | Wiirfelsumme 9 1x
Wiirfelsumme 6 | Wiirfelsumme 8 5x
Gleiche Wiirfelsummen 4x

Zu dieser Tabelle ist anzumerken, dass die Aufgabe
auch zulieB, dass eine Gruppe mehrere ,,faire Re-
geln nennen konnte. So fand eine Gruppe sechs
,faire Regeln®, wihrend es drei Gruppen nicht ge-
lang, auch nur eine einzige ,,faire Regel“ zu finden.
Neben weiteren konkreten Wiirfelsummen, die den

Spielern unterschiedliche Chancen ermdglichen,
wurde auch die Regel: ,,Spieler 1 — Gerade Zahl als
Summe und Spieler 2 - Ungerade Zahl als Summe*
genannt.

2 Begriindungen und Strategien

Wir liefen in unserer Untersuchung nicht nur die
Losungen der Aufgaben von den Schiilern angeben,
sondern diese auch begriinden bzw. wir beobachte-
ten die Uberlegungen der Schiiler beim Finden der
Ergebnisse.

Alle elf Gruppen haben bereits wéhrend des Spiels
bemerkt, dass bestimmte Wiirfelsummen haufiger
als andere vorkommen. Vor allem fiel den Kindern
das hédufige Wiirfeln der ,,Summe 7 auf. Zur Be-
griindung wurden aber unterschiedliche Argumente
gewihlt. Drei Varianten der Begriindung dominier-
ten. Drei Gruppen haben ausschlielich mit eigenen
Wurfergebnissen argumentiert, drei Gruppen haben
mit der Feststellung gearbeitet, dass mittlere Wiir-
felsummen hdufiger als zu hohe und zu niedrige
Wiirfelsummen fallen, und fiinf Gruppen haben die
Zerlegungsmaoglichkeiten der einzelnen Wiirfel-
summen als Begriindung fiir ihre Bewertung der
Spielregeln genutzt. Mitunter waren auch Misch-
formen aus diesen Vorgehensweisen zu beobach-
ten.

Von den drei Gruppen, die zur Begriindung ihrer
Bewertung der drei Spielregeln eigene Wurfergeb-
nisse heranzogen, nutzten zwei ausschlieBlich ihre
eigenen Wurfergebnisse wihrend der vorangegan-
genen Spielphase. Allerdings konnten sie keinen
Grund fiir das hédufige Fallen bestimmter Wiirfel-
summen nennen. Diese Kinder haben sich bei allen
drei Aufgaben ausschlieBlich an diesen Ergebnissen
orientiert und keinerlei weitere Uberlegungen ange-
stellt, warum bestimmte Wiirfelsummen héufiger
fallen als andere. Sie bearbeiteten die drei Aufga-
ben nacheinander, versuchten sich dabei zu erin-
nern, welche Wiirfelsummen sie selbst hiufig ge-
wiirfelt hatten, und trafen daraufthin eine Entschei-
dung fiir bestimmte Summen.

Die dritte dieser Gruppen bezog sich fiir die Be-
antwortung der drei Aufgaben nicht auf ihre Wurf-
ergebnisse aus der vorangegangenen Spielphase.
Statt dessen griffen Angelina und Sonja wéhrend
der Bearbeitung der ersten Aufgabe erneut zu den
zwei Wirfeln, wirfelten dreiffigmal und hielten
ihre Ergebnisse in einer Strichliste fest. In dieser
Liste vermerkten sie aber nur die Haufigkeiten fiir
die sechs Wiirfelsummen, die in den drei Spielre-
geln der Aufgaben des Arbeitsblatts vorkamen. Mit
Hilfe dieser Liste haben die beiden nicht nur die
Spielregeln aus Aufgabe a bewertet, sondern auch
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die zwei folgenden Aufgaben geldst. Bei Aufgabe b
haben sie sich selbst diejenige Wiirfelsumme zu-
gewiesen, die bei ihren dreiBig Wiirfen am haufigs-
ten gefallen ist. Fiir ihren Gegner haben sie sich fiir
die Wiirfelsumme 2 entschieden, ,,da man fiir diese
einen ,,Pasch* benétigt”. Fiir die Formulierung ei-
ner fairen Spielregel verwendeten die Madchen die
zwel meist gewlirfelten Summen (Spieler 1- Wiir-
felsumme &, Spieler 2 — Wiirfelsumme 6). Die Tat-
sache, dass bei ihren dreiig Wiirfen keine zwei
Wiirfelsummen gleich hiufig gefallen sind, haben
sie als nicht entscheidend bewertet. Sie haben auch
nicht bemerkt, dass sie in ihrer Strichliste nur sechs
der elf moglichen Wiirfelsummen festgehalten ha-
ben und damit eine Einschrinkung des Ergebnis-
raumes vornahmen. AnschlieBend hat diese Grup-
pe, ausgehend von ihren eigenen Wurfergebnissen
Aussagen liber die Stellung der verschiedenen Wiir-
felsummen in einer ,,Wahrscheinlichkeitsordnung*
hergeleitet und bei der Bewertung der Spielregeln
angewendet.

Bei der Begriindung mit Hilfe der Feststellung, dass
mittlere Wiirfelsummen hdufiger als zu hohe und zu
niedrige Wiirfelsummen fallen, trat das Problem
auf, was eine niedrige, mittlere bzw. hohe Wiirfel-
summe ist. Wahrend zwei der Gruppen die Wiirfel-
summen 4 und 10 nicht mehr zu den mittleren Wiir-
felsummen gezahlt haben, hat die dritte Gruppe die
Wiirfelsumme 4 als sehr giinstig bewertet. Thre De-
finition von mittleren Wiirfelsummen umfasste die
Wiirfelsummen 4 bis 8. Diese Gruppe hat aulerdem
die Begriindung geliefert, dass das Werfen be-
stimmter Wiirfelsummen abhéngig von der Be-
schaffenheit der Wiirfel sei. Schwere, langsam rol-
lende Wiirfel wiirden nur schwer niedrige Wiirfel-
summen erzeugen. Erklarungen dieser Art nahmen
teilweise auch andere Gruppen vor.

Obwohl alle drei Gruppen vereinzelte Zerlegungen
bestimmter Wiirfelsummen genannt hatten, haben
sie die groBere Wahrscheinlichkeit mittlerer Wiir-
felsummen nicht explizit mit der groferen Anzahl
von Zerlegungsmoglichkeiten dieser Wiirfelsum-
men begriinden konnen. Nur eine Gruppe hat be-
merkt, dass es fiir die Wiirfelsumme 7 mehr Mog-
lichkeiten als fiir die Wiirfelsumme 12 gibt, jedoch
nicht deren genaue Anzahl bestimmt.

Fiinf Gruppen haben ihre Bewertung der drei Spiel-
regeln mit Hilfe der Zerlegungsmdglichkeiten be-
griindet, die sie fiir die verschiedenen Wiirfelsum-
men gefunden hatten. Durch das Vergleichen der
pro Wiirfelsumme moglichen Anordnungen haben
diese Gruppen Riickschliisse auf die Gewinnchan-
cen jeder Wiirfelsumme gezogen.

Drei dieser Gruppen haben allerdings nicht be-
merkt, dass die Wiirfelsummen durch die geordne-
ten Paare der gewlirfelten Zahlen charakterisiert
werden und haben daher nicht alle moglichen An-
ordnungen fiir die sechs vorkommenden Wiirfel-
summen gefunden.

Zwei Gruppen haben alle pro Wiirfelsumme mogli-
chen Anordnungen gefunden. Besonders fiel dabei
das Vorgehen von Nadja und Dominik beim Ldsen
der Aufgaben auf. Nadja deutete bei der Bewertung
der ersten Spielregel, vermutlich, weil diese beim
Spielen haufig vorkam, auf die ,,Wiirfelsumme 7
als giinstig flir Spieler 1. Dominik bestdtigte dies
und begann alle moglichen Zerlegungen der Zahl 7
aufzuzdhlen. Die Argumentation iiber die Anzahl
der moglichen Zerlegungen der jeweiligen Wiirfel-
summe machte er zur Grundlage fiir seine weiteren
Uberlegungen. Als er die gleiche Anzahl von Mog-
lichkeiten fiir die Wiirfelsummen 4 und 10 und die
daraus folgende Chancengleichheit fiir beide Spie-
ler bei Spielregel 3 herausgefunden hatte, driickte
er dies durch Aufsagen des Abzéhlreims ,,Ene mene
muh und raus bist du“ aus und meinte: ,,Ich nehme
die 10“. Auf Nachfragen bestitigte er, dass beide
Spieler gleiche Chancen haben. Beim Festlegen der
fiir seine Gruppe giinstigsten Regel (Aufgabe b)
entschied er sich fiir die Wiirfelsumme 7: ,,Die Sie-
ben ist immer am giinstigsten.” Auf die Frage, wel-
che Wiirfelsumme er ihrem Gegner zuweist, schlug
Dominik Nadja die Wiirfelsumme 4 vor mit den
Worten: ,,Wir wollen nicht zu unfair sein.* Thm war
sicher bewusst, dass dies nicht die ungiinstigste
Regel fiir seinen Gegenspieler war. Auf den Hin-
weis der Versuchsleiterin, die Regel so unfair wie
moglich festzulegen, schlugen Nadja und Dominik
fast gleichzeitig die ,,Eins* vor. Sie erkannten aber
sehr schnell, dass die Summe 1 niemals gewiirfelt
werden kann und einigten sich auf die Summe 2 fiir
ihren Gegenspieler. Bei der Suche nach einer fairen
Spielregel (Aufgabe c¢) suchte Dominik zunéchst
nach einer Spielregel, in der die Wiirfelsumme 7
vorkommt. Er bemerkte rasch, dass dies nicht geht.
Da er mittlerweile alle moglichen Zerlegungen der
einzelnen Wiirfelsummen notiert hatte, konnte er
schnell diejenigen Wiirfelsummen fiir eine Spielre-
gel nutzen, die gleich viele Zerlegungen haben.
Zum Abschluss seiner Uberlegungen betonte er
nochmals, dass es fiir die ,,Wirfelsumme Sieben‘
die meisten Zerlegungen gibt und sagte: ,,.Die Sie-
ben ist alleine. Ubrigens warf Dominik wihrend
des ersten Spieldurchgangs die Frage auf: ,,Was hat
das mit Mathe zu tun?*“. Diese konnte er nun sehr
gut selbst beantworten.
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Wihrend Dominik und Nadja ausschlieBlich die
Zerlegungsmoglichkeiten als Grundlage fiir die
Bewertung bzw. Suche der Spielregeln nutzten, war
dieses Vorgehen bei den anderen Gruppen nicht mit
gleicher Konsequenz zu beobachten. Haufig wurde
der Fehler gemacht, die beiden Zerlegungen einer
Zahl aus den gleichen Summanden nur als eine zu
betrachten. Diese Schiiler fanden zum Beispiel fiir
die Zahlen 7 und 8 gleich viele Zerlegungen. Auch
herrschte mitunter Unsicherheit hinsichtlich der
Aussagekraft der Argumentation mit Hilfe der Zer-
legungen. Dies fiel besonders bei Michael und To-
bias auf. Die Jungen bewerteten die dritte Spielre-
gel als giinstiger fiir den zweiten Spieler, obwohl
sie sowohl fiir die Wiirfelsumme 4 als auch fiir die
Wiirfelsumme 10 drei Zerlegungsmoglichkeiten
gefunden hatten. Als Begriindung verwiesen sie
darauf, dass die Wiirfelsumme 10 bei ihren eigenen
Spielen haufiger gefallen sei. Sie schenkten ihren
eigenen Erfahrungen also mehr Gewicht als den
theoretischen Uberlegungen, um eine definitive
Aussage iiber die Wahrscheinlichkeiten treffen zu
konnen.

3 Schlussfolgerungen aus der Unter-
suchung

Die Ergebnisse unseres Versuchs lassen den
Schluss zu, dass ein Wiirfelspiel ein geeigneter In-
halt ist, um Schiiler der 4. Klasse an Fragen der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung heranzufiihren. Sie
haben Begeisterung am Spielen und sind auch in
der Lage, sich Gedanken iiber mogliche Gewinn-
chancen zu machen. Begriindungen fiir die Uberle-
gungen sind aber nur teilweise vollstindig. Argu-
mente aus der Wabhrscheinlichkeitsrechnung und
Kombinatorik sind iiberlagert mit Gedanken, die
auf einem ganz anderen Hintergrund basieren. Da
diese auch leicht zu Fehlvorstellungen fithren kon-
nen, erscheint es sinnvoll, auch schon zu einem
solch frithen Zeitpunkt mit der Behandlung der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung zu beginnen (vgl.
dazu Miiller / Wittmann 1977, S. 238)

Besonders auffallig erschien uns, dass zur Begriin-
dung sowohl , klassisch-kombinatorische Argumen-
te* (Argumentation mit Zerlegungsmoglichkeiten
fiir einzelne Wiirfelsummen) als auch ,,empirisch-
statistische Argumente* (Argumentation mit auftre-
tenden Haufigkeiten bestimmter Summen beim
eigenen Wiirfeln) verwendet wurden.

Fir die Behandlung im Unterricht sollten deshalb
die intuitiven Vorkenntnisse der Schiiler Ausgangs-
punkt sein. Es gibt unseres Erachtens keinen Grund,
Schiilern ein fertiges Modell vorzusetzen, wenn sie
selbst in der Lage sind, ein solches zu gewinnen.
Auf Grund der unterschiedlichen Argumentationen
der Schiiler erscheint es weiterhin sinnvoll, Kinder
sowohl auf dem empirisch-statistischen als auch
den klassisch-kombinatorischen Weg an den Wahr-
scheinlichkeitsbegriff heranzufiihren.

Anmerkung: Mein Dank gilt Frau Anne Weil, die
die empirische Untersuchung im Rahmen ihrer
Wissenschaftlichen Hausarbeit zur Ersten Staats-
priifung fiir das Lehramt an Grundschulen durchge-
fiihrt hat.
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