Vorwort des Herausgebers

MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT

Lieber Leser, liebe Leserin!

Wir hétten Ihnen gerne das erste Heft dieses Jahr-
gangs mit den Ostereiern versteckt. So aber konnen
Sie sich hoffentlich vor einem launischen Aprilwet-
ter schiltzen und in den Angeboten schmokern. Der
Reigen der Artikel ist weit gesteckt, diesmal sind nur
deutsche Originalarbeiten enthalten. Alle Aufsdtze
nehmen Bezug auf den Unterricht: Einige themati-
sieren durchaus wichtige mathematische Beziehun-
gen. Daten explorieren kommt genauso vor wie auch
der Querbezug zu kausalem Denken und wissen-
schaftlicher Argumentation. Die Bibliographie mit
der Besprechung von Neuerscheinungen rundet wie
immer das Heft ab.

Geniessen Sie die Ideen, die Thnen die Autoren an-
bieten, probieren Sie das eine oder andere im Unter-
richt selbst aus und geben Sie uns gelegentlich auch
Rickmeldungen. Was immer Sie thematisieren, es
kann unsere Zeitschrift lebendiger machen.

Mit RUNS den Zufall besser verstehen

PETER EICHELSBACHER, BOCHUM

Esgrufit Sielhr

Zusammenfassung: Wir diskutieren ein interessan-
tes Lehrexperiment im Rahmen des Modells des n-
fachen unabhangigen Miunzwurfs. Die Anzahl von
Erfolgsstrahnen ist dabei das entscheidende Mafd
fur den Zufall. Das Experiment geht zuriick auf
Rényi. Es ermoglicht eine Vertiefung der Intuition
zum Minzwurfexperiment und kann als eine sinn-
volle Erganzung zum schwachen Gesetz der grof3en
Zahlen gesehen werden.

1 Einleitung

Das klassische Experiment im Stochastikunterricht
ist der n-fache Munzwurf. Werden die beiden mogli-
chen Ausgange eines einzelnen Wurfs mit 1 fur Kopf
und O fir Zahl bezeichnet, so erzeugen wir eine Lis-
te von n Zahlen (wa,...,w,) € {0,1}". Man mochte

bekanntlich Gesetzmaliigkeiten dieser Listen studie-
ren. So bestimmt man zum Beispiel die relative An-
zahl der 1'sen in Bezug auf die Gesamtzahl der
Munzwirfe. Bei einer fairen Minze erwartet man
einen Wert, der nicht weit von 1/2 entfernt ist, und
man erwartet diesen Wert nahe 1/2 umso eher, je
grofRer nist. Unsere Erwartung entspricht dem 1789
von Jakob Bernoulli formulierten und bewiesenen
schwachen Gesetz der grofien Zahlen. Wir rufen es
weiter unten in formaler Sprache in Erinnerung.

Inwieweit gibt uns das schwache Gesetz Auskunft
Uber den Verlauf des n-fachen Miunzwurfs? Nun, zu-
mindest erhalten wir - bei einer fair angenomme-
nen Miinze - Auskunft Uber die zu erwartende An-
zahl von 0’en und 1'sen. Eine genauere Analyse des
schwachen Gesetzes ermoglicht sehr prazise Aus-
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sagen Uber die Wahrscheinlichkeit sehr untypischer
Listen aus {0,1}", siehe z. B. [1]. Doch wird diefol-
gende Frage nicht erfaldt: Ist fur n= 12

010011011010 oder 000011111001

typischer? Wie sieht eine durch einen Minzwurf er-
zeugte Liste aus? Wie sieht eine zufdllige 0-1-Liste
der Lange n des Munzwurfes aus? Um die Frage zu
prazisieren, konfrontiere man eine Schulklasse mit
dem folgenden Experiment:

2 DasLehrexperiment

Man teile die Klasse in zwei gleichgrof3e Gruppen.
In der einen Gruppe wird jeder gebeten, eine Minze
200 mal zu werfen und die 0-1-Sequenz zu notie-
ren. In der zweiten Gruppe wird jeder gebeten, eine
zuféllige 0-1-Folge der Lange 200 zu notieren, as
komme sie von einem Minzwurf. Die Minze soll
aber nicht geworfen werden. Die Zettel werden ein-
gesammelt und die Frage ist nun, ob man die Ergeb-
nisse so auswerten kann, dald man beinahe jeden Zet-
tel der richtigen Gruppe zuordnen kann. Wichtig ist,
dieses Ziel erst dann zu verraten, wenn die Schuler
die Aufgabe bereits ausgefiihrt haben!

Sicher ist es nun interessant, die Schiller zu fragen,
was sie erwarten. Sehen die Munzwurf-Listen der
ersten Gruppe denen der zufallig gedachten Listen
ahnlich? Kann man durch Diskussion ein Kriterium
erarbeiten, nach dem man die Listen untersucht? Ich
stelle die Behauptung auf, dass das schwache Gesetz
der grof3en Zahlen hier nicht helfen wird.

Eine nicht nachweisbare These ist: die Intuition von
zufdliger Liste aus {0,1}" 143 die Mitglieder der
zweiten Gruppe in der Regel eine Liste notieren,
die beinahe 50% 1’sen und somit beinahe 50% 0’ en
enthdt. Diese Intuition ist vermutlich auch dann
stark ausgepragt, wenn man das schwache Gesetz der
grof3en Zahlen noch nicht kennt. Ich gehe noch einen
Schritt weiter: die genannte Intuition wird vermutlich
bei beinahe allen Teilnehmern der zweiten Gruppe
dazu fuhren, dass die 0'en und 1'sen in recht geord-
neter Abwechslung auftreten. Vermutlich wird man
selten viele 0'en oder 1'sen aufeinander folgen las-
sen. Also eher wird man

100100110111001101
notieren anstatt
000001111110001111

Dader Munzwurf das Zufallsexperiment ist, fuhrt die
gleiche Intuition dazu, auch hier eher eine Liste der

1. Form als Ergebnis zu erwarten. Tatsachlich ist aber
die Lange von Gliucksstrahnen (mehrere 1'sen hin-
tereinander) bzw. von Pechstrahnen (mehrere 0’en
hintereinander) ein Aspekt, dessen Analyse zu einer
Uberraschung fiihrt. Bevor man die Uberraschung
aufdeckt, sollte man die Schiler ihre 0-1-Liste un-
tersuchen lassen. Sehr genau, aber auch aufwendig,
ware die Auszahlung von Glicksstréhnen und Pech-
strahnen (wir haben ja Listen der Lange 200 erstel-
len lassen). Im obigem Beispiel haben wir in Bezug
auf die 1’en in der 1. Liste eine Sequenz 111, zwei
Sequenzen 11; inder 2. Listeeine Sequenz 111111
undeine1111. Alsdann sollte man an der Tafel eine
Liste erstellen, die fur beide Gruppen getrennt Aus-
kunft Uber die Haufigkeit von Gliicksstrahnen der
Lange k € N gibt. Nun wird der Gruppe ein Unter-
schied auffallen! Alternativ verrdt man zunachst die
Ubersicht ilber die Glucksstrahnenlangen und ihre
Haufigkeiten noch nicht, sondern nimmt die Zettel,
mischt sie, sortiert sie nach einem geheimen Kriteri-
um und ordnet die Zettel damit den Gruppen zu. Die
Uberraschung wird perfekt sein, denn der Leiter wird
in“fast alen” Falen die Zettel der jeweilig richtigen
Gruppe zuordnen konnen! Ist dies geschehen, soll-
te ein Blick auf die Ubersicht an der Tafel folgen.
Die Diskussion kann beginnen, was fur ein Entschei-
dungskriterium der Leiter verwendet haben konnte.
Und nun kann man die Katze aus dem Sack |assen:

Der Lehrer weil3, und dies wollen wir in diesem
Aufsatz darstellen, dass in einer Minzwurfserie der
Lange 200 Glicksstrahnen der Lange 7 vorkommen
(nicht sicher, aber eher haufig). Ein Schiler, der von
Hand eine zufallige Serie notiert, scheut es - in der
Regel - , mehr as 4 mal hintereinander das gleiche
Symbol zu notieren. Der Lehrer wahlt das folgende
Kriterium:

Sind Glicksstrahnen der Lange grofer 5 vorhanden,
ordnet er den Zettel der Gruppe zu, die die Miinze
200 mal geworfen hat. Er liegt fast immer richtig. Die
beschriebene Haufigkeitsiibersicht an der Tafel wird
dies vermutlich als ein “sinnvolles’ Kriterium er-
scheinen lassen. Die Diskussion mit der Klasse sollte
auch ergeben, dass die im folgenden zu begriindende
Zahl 7 natrlich mit der Anzahl der Experimente, es
war 200, zusammenhangt.

Wir kommen nun zur mathematischen Analyse die-
ses Lehrexperiments:




3 EineHeuristik

Gegeben sei der Ereignisraum Q = {0,1}". Fir ein
w € Q bezeichne X;(w) = wy den Ausgang des i’ten
Teilexperiments. Setzen wir p(w) = p¢(1— p)" mit
0< p< 1, wennkdie Anzahl der 1'enin w bezeich-
net, so ist

P(%=1) =

und P(X = 0) = 1— p. Die ZufalsgroRen X, ..., X,
beschreiben also die n Ausgange des Minzwurf-
experiments. Wir untersuchen nun das Auftreten von
Runs. Hierbei ist formal jede maximale Teilfolge von
einander benachbarten gleichen Symbolen ein Run.
So sind zum Beispiel in

1011110000001001
4 1-Runs, einer der Lange 4 und drei der Lange 1.

Eine Aneinanderreihung von m Einsen (an einer be-
liebigen Position startend) tritt mit Wahrscheinlich-
keit p™ auf. Es kdnnen den m Einsen natiirlich ohne
Unterbrechung noch weitere Einsen folgen. Eine sol-
che Aneinanderreihung ist also immer eine von min-
destens m Einsen. Wir bezeichnen siein der Folge as
m-Folge. Wir betrachten ein heuristisches Argument:
Ein Aneinanderreihung von m Eisen kann an Position
1, an Position 2,..., an Position n— m+ 1 beginnen.
Esgibt asoin (wy,...,w,) n—m+ 1 mogliche Posi-
tionen, jede so positionierte m-Folge von Einsen tritt
mit Wahrscheinlichkeit p™ auf. Es bezeichne Y, die
Anzahl der m-Folgen in (wy,...,w,). Wir erwarten
“im Mittel” (n—m+ 1) p™ viele solcher m-Folgen.
Wenn wir m fixieren und uns n grof3 denken, ist der
Erwartungswert von Y, approximativ np™ (wir be-
rechen den Erwartungswert von Y, weiter unten ge-
nau). Es bezeichne nun R, (w) die Lange deslangsten
1-Runsfir jedes w € Q. R, ist naturlich eine Zufalls-
grofle. R, entspricht der langsten vorkommenden An-
einanderreihung von Einsen. Im Mittel gibt es somit
~ np™ langste 1-Runs. Wenn wir nun - im Rahmen
dieser Heuristik - annehmen, dass es im Mittel nur
genau einen langsten 1-Run gibt, so erfullt R, unter
dieser Annahme angenahert

1~np™.
Denken wir uns das = als Gleichung, so konnen wir
nach R, aufldosen:
__ logn
“logl1/p’

wobel wir ohne Einschrankung den Logarithmus na-
turais (Basis €) nehmen. Wenn wir in der obigen

logl=logn+R,logp oder R,

Heuristik keinen Fehler gemacht haben, so haben wir
angendhert eine Auskunft Uber die Grofe von R, her-
geleitet. Werfen wir nun wie im Lehrexperiment 200
mal diefaire Miinze (n =200, p =1/2), so folgt

NIogZOON7
207 Tlog2 ~ "

Der langste Run in einem 200-fachen Munzwurf ist
also eine ZufalsgrofRe, die in einem zu klarenden
Sinn typischerweise Werte bei 7 annimmt. Somit ha
ben wir Uber einen einfachen Gedankenweg die ei-
gentliche Idee fir das Kriterium bereits dargestellt.
Im Nachhinein verstehen wir nun auch, warum das
Experiment 200 Munfwirfe vorsieht. Dazu ein paar

Vergleichswerte fir I;S%;‘p fir festes p= 3
n="50 logn/log2 = 5.64
n= 100 logn/log2 =~ 6.64
n= 150 logn/log2 ~ 7.23
n = 200 logn/log2 ~ 7.64
n = 300 logn/log2 ~ 8.23

Sicher ist das Nachvollziehen der Heuristik schon ein
wesentlicher Schritt, um das L ehrexperiment zu ver-
stehen. Doch sollte man nach der experimentellen
und der heuristischen Phase nun dazu Ubergeghen,
formal mit m-Folgen und mit 1-Runs zu rechnen.

4 DieAussagen in der
Stochastik-Sprache

Dazu berechnen wir den Erwartungswert von Y, (die
Anzahl der Positionen, an denen mindestens m Ein-
sen in Folge folgen) genau und schlielen zur Ubung
noch an, die Zufallsgrofie Z, der Anzahl aller Runsin
n Wirfen zu untersuchen. Dann wollen wir die Aus-
sage
Rn N 1
logn ~ log1/p

mathematisch prazise fassen. Es wird sich ein neues
schwaches Gesetz der grof3en Zahlen ergeben.

Essei Y™ := ("M LX) = XX 1+ Xim 1. Diese
kompliziert anmutende Zufallsgrofie nimmt nur zwei
Werte an: den Wert 1 nur in dem Fal, in dem alle
Xi, Xit1,---,X+m-1 den Wert 1 annehmen, also den
Wert 1, wenn eine m Folge in Position i startet, also
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ein 1-Run der Lange > m - in Position i startend -

vorliegt. Wir betrachten nun
n—m+1
Zx Y
Nun ist der Erwartungswert linear:
n—m+1
Z E(Y,

und nach Definition des Erwartungswerts ist

EY™) =1.PY™ =1)+0-PY™ =0
= p(y™ = 1)
P(Xl_l XH-l_ ) "aXi-H'n—l:l):pm
furallei=1,...,n—m+1 Alsoist E(Y;) = (n—

m+ 1) p™, wie oben bereits behauptet. Fir m= 7 ist
imFall n=200und p= 2 ist E(Ya00) ~200(2)7 > 1.

Sel Z, die Anzahl aller Runs in n Wirfen. Wir wol-
len E(Z,) bestimmen. Eine sehr lehrreiche Darstel-
lung von Z, ist die folgende: in Q = {0, 1}" betrach-
te A ={w=(w,...,tn) €Q:wy=1},1<i<n.

Dannist P(A)) = pund Ay,...,A, sind unabhangige
Ereignisse. Sei nun
Bj = (Al_1NAS U (AS_;NA)

fur2<j<n. Aj,mA‘J? ist das Ereignis, dass an Po-
sition j — 1 eine 1 und an Position j eine O realisiert
wurde, A‘J?_lmAj das Ereignis, an Position j — 1 &i-
ne 0 und an Position j eine 1 redlisiert zu haben. B;
beschreibt also das Ereignis zwischen Position j — 1
und j einen Wechsel des Wertes vorliegen zu haben.
Nunist die Anzahl der Wechsel zwischen den Werten
Ound 1 bei n Wirfen gleich Z, — 1, aso gilt

n
Zn:1+ 1B'7
;21

1 weB;,
1g (@) = {0 sonst.

wobei

Alsoist E(Zy) =1+ 3, E(1g,). Nunist E(1g) =
1-P(Bj) +0-P(Bf), wobei Bf = Q\B; bezeichne.
Also ist E(1g) = P(Bj) = p(1— p) + (1 p)p =
2p(1— p). Wir erhalten somit

E(Zy) =1+ izp(l— p)=1+2(n—1)p(l—p).

Fur p= 3 und n= 200 ist E(Zx0) = 142-199- % ~
100. Eine etwas kompliziertere Aufgabe ist die Be-
stimmung der Varianz von Z,. Die Berechnung ver-
langt die Kenntnis von Kovarianzen und wird hier
nicht vorgefuhrt. Es gilt

V(Zn) = (4n—6)p(1— p) +4(5-3n)P*(1 - p)?,
wobel V(Z,) die Varianz bezeichne.

Wir haben nun ein paar Erkenntnisse Uber Erwar-
tungswerte fur Runs gesasmmelt und fragen nun, in-
wieweit unsere Heuristik

logn

R~ Tog1/p

mathematisch prazisiert werden kann. Dazu erinnern
wir zunachst an das gewohnliche schwache Gesetz
der groRen Zahlen: Essal §,:= Xy + -+ + Xp, S0 ist
E(S) =npund E(2) = pund esgilt fir jedese > 0:

n—oo

IimP(‘%—p‘>s>:O. D

Die mathematische Prazisierung unserer Uberlegun-
gen mundet nun ebenfalls in eine Formulierung wie
unter (1). Tatséchlich gilt:

Theorem 2 (Erdos, Rényi; 1970) Fir jedese > 0
gilt beim n-fachen unabhangigen Munzwurf mit Er-
folgswahrscheinlichkeit 0 < p < 1:

. Rn 1
A52P<15§ﬁ_lmﬂJp‘>s>"0
Dieses Gesetz wird in der Originalarbeit [2] aus dem
Jahre 1970 “a new law of large numbers’, ein neu-
es Gesetz der grofien Zahlen, genannt. R,/log n ist
mit grof3er Wahrscheinlichkeit in der Nahe des Wer-
tes (log(1/p)) L. In der Arbeit von Erdos und Rényi
wird indirekt ein starkes Gesetz der grof3en Zahlen
hergeleitet. Genauer besagt dies, dass R,/log n fast
sicher gegen (log(1/p))~t konvergiert. Wir fuhren
dies hier nicht weiter aus, da der Begriff der fast si-
cheren Konvergenz in der Schule keine Rolle spielt.
Weiter ist zu bemerken, dass in der Arbeit 1970
tatsachlich mehr gezeigt wurde. Dort betrachtet man
die Summe von Bernoulli-verteilten Zufallsgrof3en
Uber einen Fensterbereich der Grofenordnung log, n,
der richtig skaliert noch ein starkes Gesetz liefert.

Auch diesen Teil groRRerer Abstraktion fuhren wir
hier nicht weiter aus.

Fir eine Unterrichtsreihe sollte man nun an den Be-
weis von (1) erinnern und daraufhinweisen, dass
R,, die Lange des langsten Runs, eine komplizier-
tere Darstellung hat als z. B. §, = X1 + - + X,.
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Das ist quasi das Hauptproblem! Es gibt keine ge-
schlossene Darstellung z. B. als Summe von einfa-
cheren Zufallsgrofzen und somit ist die Berechnung
der Varianz von R,, die nach der Tschebyschev-
Ungleichung gebraucht wird, unklar. (Wir haben bis-
her noch nicht einmal E(R,) explizit bestimmt!) Wir
geben im Anhang einen wesentlichen Beweisschritt
an und daruiberhinausgehende Literatur und empfeh-
len das Studium des Anhangs zum Beispiel auch dem
Schiller oder der Schilerin, der/die sich im Rahmen
einer Facharbeit mit dem Thema Runs beschaftigen
konnte.

Zusammenfassend empfehle ich obiges Lehrexperi-
ment zur Scharfung von Intuition und der Kenntnis
von Gesetzmaliigkeiten beim n-fachen Minzwurf.

5 Kombinatorisches

In diesem Abschnitt betrachten wir die Frage, wie
grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, bel sagen wir 17 Ein-
sen und 11 Nullen genau 7 1-Runsund 5 O-Runs vor-
zufinden. Diesist eine durchaus knifflige kombinato-
rische Aufgabe. Wir folgen den Ausfilhrungen in [3].
Zunachst bendtigt man die folgende Hilfsaussage:

Die Zahl der Mdoglichkeiten, n ununterscheidbare
Kugeln auf N Zellen so zu verteilen, dass keine Zelle
ganz leer bleibt, ist (\_7)-

Bevor wir die Hilfsaussage beweisen, betrachten wir
die Anwendung. Es liege eine Folge von d Einsen
und h Nullen vor. Dadie Einsen sowie die Nullen un-
unterscheidbar sind, gibt es (“{") Anordnungen fur
eine solche Folge. Wir wollen nun auszahlen, wie-
viele davon sagen wir r 1-Runs und s 0-Runs haben.
Es ist klar, dass nach Definition eines Runs as ei-
ner maximalen Teilfolge von einander benachbarten
gleichen Symbolen sich die 1-Runs und 0-Runs ab-
wechseln. Also ist s um 1 grof3er oder kleiner alsr
oder gleichgrof3: r —1 < s<r + 1. Man mochte nun
die vorhandenen d Einsen auf r Runs verteilen, also
in Ubersetzung der obigen Hilfsaussage auf r Zellen,
so dass keine Zelle ganz leer bleibt - aso wirklich
ein 1-Run (einer nicht bestimmten Lange) vorliegt.
Esgibt also (Y1) Moglichkeiten, die Langen der 1-
Runs festzulegen. Analog gibt es (7-1) Moglichkei-
ten die Langen der O-Runs festzulegen. Also gibt es

insgesamt
d-1\ /h—-1
r—1/\s-1
Moglichkeiten, die Langen aler Runs festzulegen.

Nun unterscheiden wir den Fall r = s+ 1, in dem der
erste Run ein 1-Run sein mul3, vom Fall r =s— 1,

in dem der erste Run ein 0-Run ist. In diesen Falen
liegt nach der Wahl der Langen aller O-Runs und 1-
Runs die ganze Folge der d + h Werte eindeutig fest.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann

(+2) (1)
(3"

Im Fall r = s wird diese Wahrscheinlichkeit mit 2
multipliziert, da man in diesem Fall mit einer 1 oder
einer O starten kann. Das abige Zahlenbeispiel liefert
(6)(3)/ (%)

Nun zum Beweis der Hilfsaussage: Ein schoner
Trick ist, die N Zellen zunachst mit je einer Ku-
gel zu fullen. Damit ist jede Zelle gefullt und es
verbleibt die Aufgabe, die Ubrigen n— N Kugeln,
die ununterscheidbar sind, auf die Zellen bei mogli-
cher Mehrfachbesetzung zu verteilen. Diese Situati-
on entspricht dem Urnenproblem, aus einer Stichpro-
be vom Umfang N (Zellen) n— N ohne Reihenfol-
ge (ununterscheidbare Kugeln) und mit Zurticklegen
(mit Mehrfachbesetzung der Zelle) zu ziehen. Dafir
gibt es bekanntlich

(N=N)+N-1\ (n-1
n—N -~ \N-1
Maoglichkeiten, was zu zeigen war.

6 Anhang

1. Wir betrachten hier zwel sich leicht unterscheiden-
de Beweise von Theorem 2. In beiden Beweisen be-
trachten wir das Ereignis

R 1
logn ~ Tog1/p ~ =

Der Fall
Rn

logn logl/p
geht analog. Es gilt

<_

Rn 1 B logn
{@1_ log1/p >€} h {R” > elogn-+ Iogl/p}'

Der langste 1-Run ist hier also grofRer oder gleich
elogn+ ég—%;]p Dadie L ange eine natiirliche Zahl ist,
konnen wir auch zur unteren Gaul3-Klammer [] Uber-
gehen. Nun teilen wir den Bereich der Lange n in

disunkte Blocke der Lange

t=|(e+(log(1/p))~*) logn| + 1.
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Dann impliziert das Ereignis, dass der langste 1-Run
groRer oder gleich elogn+ |C',;‘{/”p ist, dassin mindes-
tens einem der Blocke alle Positionen mit einer 1 be-
legt sind, was mit Wahrscheinlichkeit p' geschient.

Somit ist

"\ eaarp > ¢ <P <8
Dafur missen wir alerdings n hinreichend grof3
wahlen, damit der “ Restteil” der n Positionen bei der
Blockzerlegung in Blocke der Langet vernachlassig-
bar klein wird. Wir werden weiter unten sehen, dass
das Einsetzen der Definition von't liefert:

. t _
fimng =

Damit ist der erste Beweis vorgefuihrt. Dies ist der

typische Beweis in der Literatur, der aber den Punkt

des Restteils fir den Schulbereich etwas im Dunkeln

lasst, da hier ungewohnte Argumente auftauchen.

Der zweite Weg ist etwas umstandlicher, formal aber
klarer. Dazu formalisieren wir (zum ersten Mal) die
Zufallsgrofe

Ro=max{l —k: 0<k<l<n:§-S=I-kl.

Hierbei setzt man § = 0. Bis zum “Zeitpunkt” n tritt
also ein 1-Run der Lange r oder langer ein. Wir be-
trachten nun den ersten Zeitpunkt des Eintritts eines
1- Runsder Langer oder langer. Formalisiert ist dies

T =inf{l: §—-S%=1—-k furein 0<k<I-r}.

Tritt das Ereignisim Fall k =1 —r auf, soist T; der
kleinste Wert |, fir den § — §_; = r gilt. Denken
wir an die Definition von §,, so folgt S —§_ =
Xi_ry1+ -+ X den Wert r hat, was aber nur geht,
wenn ale X hier den Wert 1 annehmen. Istk < | —r,
liegt ein 1-Run der Lange > r vor. Somit ist {R, >
r} ={T, <n}.Nunistfurme N

{ﬂsmCT]U{S—&ﬂ—@

k=0 I=k+r

und diesist enthalten in

m-1 m

U U {8-%=I-kh

k=0 I=Kk+r

Weiter ist

SI—Sk_ . ﬁ_ _1-k
(88 1) —p(8 1) -

=~

und somit
m m—r
PM<m<my p'=mp"{ p".
' HZI' n;J

Hier ist Y5 p" endlich (geometrische Partialsum-
me).

Der wirklich aufwendige Teil des Beweises ist die
Umschreibung unseres Ereignisses mit Hilfe der Zu-
fallsgrofien T, und der Abschatzung mit Hilfe der Er-
eignisse {§ — S = | — k}, deren Wahrscheinlichkeit
wir einfach berechnen kdnnen. Tatsachlich folgt nun

|
P(Rn > elogn+ IoSi?p) = P(Tr < n) <np'c
mit r = glogn + o375 und c ist eine Konstante.

Nun ist

. -1 .
“mnpslognplogn(logl/p) = lim pslogn:o
n—oo n—oo

I

dennesist0O< p<1,&>0und
logn
logl/p

Die letzten beiden Rechenzeilen liefern fur den ers-
ten Beweisweg die Rechung nach.

. 1
=logy N sowie p'ogl/pnzﬁ.

2. Abschliessend sei eine Erweiterung zu dem 1970
von Erdos und Rényi erzielten Resultat erwahnt. Es
gibt elnen interessanten Zusammenhang zu einer ver-
besserten Tschebychev-Ungleichung, so wie sie zum
Beispiel in [Eich'99] dargestellt wurde. Dort findet
man fura >0

p@ p> 0(> <ep(-mH(a+plp) @)

mit
H(x|p) := xlogi +(1-x) Iogﬂ
p 1-p
fur x € (0,1). Die stetige Fortsetzung in x =1 lie-
fert H(1|p) = log1/p (hierbel ist 0log0 = 0). Be-

trachtet man nun zu einem Intervall J = [a,b] mit
0<a<b<1

Rﬂ:max{l—k: S::kSkeJ},

lim P(
Nn—o

so gilt

Ry

logn H;

™
~——
Il
(@]




mit Hy :=infyey H(X|p). Fur J = {1} ist diesdie Si-
tuation bei den 1-Runs. Fur den algemeineren Fall
nutzt man im Bewelis (3). In der Fachliteratur wird
ein Gesetz wie fir R, oder R} Erdos-Renyi-Gesetz
genannt. Sie bekommen zunehmend Bedeutung in
Anwendungen wie zum Beispiel der mathematischen
Biologie [4].
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Zusammenfassung: Wr diskutieren eine in der Li-
teratur fast in Vlergessenheit geratene Formel von de
Moivre zur Berechnung des absoluten Fehlers zwi-
schen der relativen Haufigkeit und dem Erwartungs-
wert in einer Bernoulli—Kette. Dabei geben wir ei-
ne historische Ubersicht ilber die Entwicklung dieser
Formel Bezug nehmend auf einen Artikel von Persi
Diaconis und Sandy Zabell in Statistical Science.

1 Einleitung

Das sicher am haufigsten im Stochastikunterricht be-
handelte Zufall sexperiment ist das des n-maligen un-
abhangigen Minzwurfs. Gegeben sei Q = {E,M},
wobei E fur Erfolg und M fur MiRerfolg steht. Die
Wahrscheinlichkeit fir Erfolg sel 0 < p < 1 (der Sto-
chastiker interessiert sich nicht fir den Fall p=10
oder p = 1). Dann setze Q, = {E,M}", die Men-
ge der E-M-Folgen der Lange n. Die Wahrschein-
lichkeit fur jedes w= (wy,...,wn) € Qn Sei gegeben
durch p(w) = p*(1— p)" ¥, wobei k die Anzahl der
E’sinder Folge wy, ..., w, bezeichnet. X sei die An-
zahl der Erfolge in der Bernoulli-Kette der Lange n
zum Parameter p. Darunter versteht man nichts an-
deres als den gerade beschriebenen Wahrscheinlich-
keitsraum (Qp, p). Setze X, = 1, falswy =1und X; =
Osonst,1<i<n,sofolgt X=Xy +Xo+---+ X, Es
gilt

Px =k = () pf(1- P K= bikinp)

fur k € {0,...,n}. Die ZufallsgrofRe mit obiger Ver-
teilung heil binomialverteilt mit Parametern n und
p. Es gilt E(X) =np und V(X) = np(1- p), wo-
bei E(X) den Erwartungswert von X bezeichnet und
V(X) die Varianz von X. Eine gute Darstellung findet
man zum Beispiel im Buch von Barth und Haller [1].
Mit diesem Modell der Bernoulli-Kette arbeitet man
auch in der Statistik, wo es darum geht, aus bekann-
tem n und einer Beobachtung von sagen wir k Erfol-
gen Ruckschlisse auf den unbekannten Parameter p
zu ziehen. Nun kann man Schilern schnell klar ma-
chen, dass die sogenannte naive Schétzung k/n (in
der Sprache der ZufallsgrofRen X /n) ein vernunftiger
Schétzer fur pist. Esgilt

E(X/n) =np/n=p.

Im Mittel kommt also bel dieser Schatzung der wah-
re Parameter raus (man nennt das in der Fachspra-
che Erwartungstreue des Schatzers X /n). Die Erwar-
tungstreue ist quasi ein erstes Indiz fir die Tauglich-
keit der Wahl X /n. Weiter kann man plausibel ma-
chen, dass der Fehler dieser Schéatzung in der Form
X/n— p dargestellt werden sollte. Da aber X/n—p
eine Zufallsgrofe ist, kann man den mittleren Fehler
bestimmen, nun gilt aber bekanntlich E(X/n—p) =
E(X/n) —p= p— p = 0. Das einfache Subtrahie-
ren liefert also immer einen “Nullfehler”. Somit ist
X/n— p kein geieigneter Kandidat fur eine Mal3zahl
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