Ordinale Assoziationskoeffizienten.

Mengenverknipfungen und Paartypen

HEINZ RENN, HAMBURG

Zusammenfassung: Gezeigt wird ein Routine-
verfahren, mit dessen Hilfe sich die Bestimmung
der Anzahl von Paartypen anhand von Mengenver-
kniipfungen auch fiir sehr grofie Mengen von Un-
tersuchungseinheiten, die gewdhnlich als Hdufig-
keiten in einer Kontingenztabelle zusammengestellt
sind, einfach durchfiihren ldfit. Bei dieser Gelegen-
heit wird auch die wirklichkeitsfremde Annahme
fallen gelassen, daf3 fiir die beiden in Beziehung ge-
setzten Merkmale jeweils eine echte Rangreihe
vorliegen muf3. Neben der Ermittlung der Anzahl
konkordanter Paare und der Anzahl diskordanter
Paare wird das vorgestellte Verfahren somit auf die
Ermittlung der Anzahl sog. ,gebundener' Paare
ausgeweitet und ein entsprechender Koeffizient
vorgestellt.

1. Einleitung und Ausgangslage

In einem Beitrag dieser Zeitschrift wird mit dem
KENDALLschen r -Koeffizienten “ein alternativer
Korrelationskoeffizent™ vorgestellt (Schiitze 1993).
Die Darstellung der Korrelationsproblematik an-
hand dieses Koeffizienten, eines Assoziations-
koeffizienten fiir ordinalskalierte Merkmale”, habe
— so die Verfasserin — didaktische Vorteile. Zwar
fiele er ,,aus dem Rahmen der in der Schule iibli-
cherweise unterrichteten Statistik™ heraus, er eigne
sich aber vorziiglich dazu ,.einen ersten anschauli-
chen Einblick in die Korrelationsrechnung zu geben
und den Schillern den Einstieg zu erleichtern®
(S. 19).

Zur Illustration wird ein einfaches Beispiel prasen-
tiert, in dem fiir sechs Schiiler einer Schulklasse die
Leistungen in Musik und Mathematik anhand der in
diesen Féchern erzielten Schulnoten verglichen
werden. Die Schulnoten werden angemessen als ei-
ne Abfolge von Ringen und nicht als eine metrisch
skalierte MeBreihe interpretiert. Zum Vergleich
derartiger ordinalskalierter MeBreihen ist der Pro-
dukt-Moment-Korrelationskoeffizient - wie die
Verfasserin zutreffend anmerkt — nicht geeignet.

In der Tat l4Bt sich anhand dieses Beispiels die Lo-
gik der Korrelationsproblematik recht gut erldutern.

Allerdings ist das Beispiel unrealistisch, insbeson-
dere wenn es darum geht, fur groBere » den 7 -
Koeffizienten zu berechnen. Gleichgiiltig, ob sog.
“Unordnungen’ (engl. ,,disarrays) auszuzihlen sind
oder beim Paarvergleich zu bestimmen ist, ob kon-
kordante oder diskordante Paare vorliegen, im Falle
von n =6 ist dies noch relativ leicht zu bewiltigen,
da nur 1n(n-1)=16(6-1)=15 mégliche Zuord-
nungen zu beurteilen bzw. Paare ihrem Typus nach
zu bestimmen sind. Bezieht man hingegen den
Vergleich schon auf eine Schulklasse normaler
GroBe mit n =25 Schiillern, so sind bereits 300
mogliche Zuordnungen zu beurteilen bzw. Paare
ihrem Typus nach zu bestimmen. Die Anwendung
des Kendallschen Koeffizienten kann nun nicht nur
auf den Vergleich von Noten zweier Facher in
Schulklassen beschrinkt werden, er wird vielfach
auch in der Analyse von Erhebungen der Umfrage-
forschung eingesetzt. Nehmen wir an, daB - wie in
unserem Beispiel, das im folgenden herangezogen
wird (vgl. Tabelle 1, S. 36) — 715 Personen befragt
werden, so sind 255.255 mégliche Zuordnungen zu
beurteilen bzw. Paare ihrem Typus nach zu be-
stimmen. Die Berechnung des Koeffizienten in der
vorgeschlagenen Art und Weise ist dann praktisch
unméglich. Durch das von der Verfasserin gewihlte
Beispiel wird so der falsche Eindruck vermittelt,
der Koeffizient lasse sich nur bei kleinen Mengen
von Untersuchungseinheiten anwenden. Dariiber
hinaus enthdlt das von der Verfasserin vorgestellte
Beispiel eine weitere realititsferne Vereinfachung,
namlich die Annahme, dafl alle Schiiler sich nach
thren Noten unterscheiden — und somit die Schiiler
in jedem der beiden miteinander verglichenen Fé-
cher jeweils in eine echte Rangreihe gebracht wer-
den konnen.

Die Realititsferne eines Beispiels hat betrachtliche
Implikationen fiir den didaktischen Erfolg: Sie sug-
geriert — zumindest implizit — auch eine Realitits-
feme des Verfahrens. Nicht nur aus dem Schulun-
terricht, sondern auch aus der universitiren Ver-
mittlung der Statistik in den anwendenden Fiachern
ist bekannt, daB der Eindruck, man kénne im nor-
malen Anwendungsfall mit einem in Frage stehen-
den Verfahren nicht viel anfangen, da die zu ma-
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chenden Annahmen in der Realitit ohnehin nicht
erfilllt seien, geradezu ‘tédlich’ fiir die Lernmoti-
vation ist.

Wir zeigen im folgenden ein Routineverfahren, mit
dessen Hilfe sich die Bestimmung der Anzahl von
Paartypen anhand von Mengenverkniipfungen auch
fiir sehr groBe Mengen von Untersuchungseinhei-
ten, die gewohnlich als Haufigkeiten in einer Kon-
tingenztabelle zusammengestellt sind, einfach
durchfithren 14B8t. Dieses Verfahren ist nicht neu, es
hat sogar in Lehrbiicher Eingang gefunden. Den-
noch scheint es allgemein nicht bekannt zu sein. Es
erscheint so gerechtfertigt, das Verfahren hier in
didaktisch aufbereiteter Darstellung zu prisentie-
ren. Dariiber hinaus werden dabei einige Formali-
sierungen eingefithrt, die iber die in der Lehr-
buchliteratur wbliche Darstellungsweise hinausge-
hen.

Bei dieser Gelegenheit wird auch die wirklichkeits-

fremde Annahme fallengelassen, daB fiir die zu
vergleichenden Merkmale jeweils eine echte Rang-

reihe vorliegen muB. Unter dieser Annahme handelt
es sich bei dem dargestellten Kendallschen 7 um
einen speziellen 7 - Koeffizienten, nimlich um den
Assoziationskoeffizienten 7,. Dieser Koeffizient
wird berechnet als die Differenz zwischen der An-
zahl der konkordanten Paare, C , und der Anzahl
der diskordanten Paare, D , bezogen auf die Anzahl
der méglichen Paare [vgl. Forme(l)] %:

C-D

T, =— 1

S G )
Der Kendallsche 7 -Koeffizient, bei dem diese An-
nahme nicht gemacht werden muB, ist der Assozia-
tionskoeffizient 7, (vgl. Kendall 1975, S. 34 - 47).
Dieser Koeffizient wird weiter unten dargestellt.
Die bei diesem Koeffizienten zu beriicksichtigen
‘Bindungen’ (engl. ‘ties’). und die Ermittlung so-
genannter ‘gebundener’ Paare werden wir ebenfalls
ausfiihrlich behandeln.

Merkmal x:
Zufriedenheit mit der Wohnung
Merkmal y:
Subjektive sehr im groBen und nicht 2
%Vmﬁgf zufrieden ganzen zufrieden zufrieden ;fu
[x] [x.] [x]
vielPlaz  [y,] 112 46 41 199
ausreichend [y, ] 61 143 60 264
beengt [»] 30 77 145 252
i i 203 266 246 715
i=l

Tabelle I: Zufriedenheit mit der Wohnung und subjektive Einschitzung der Wohnungsgrébe

2. Paarbildung durch
Mengenverkniipfungen

Nehmen wir das folgende Beispiel. In einer Unter-
suchung werden 715 Personen nach ihren Wohn-
verhéltnissen befragt. Dabei wird u. a. die subjekti-
ve Einschitzung der WohnungsgroBe und die Zu-
friedenheit mit der Wohnung erhoben. Tabelle |
enthidlt die entsprechende bivariate Haufigkeitsver-
teilung. Vermutet wird ein Zusammenhang inso-

weit, als die ,Zufriedenheit mit der Wohnung®
(Merkmal x) und die ,subjektive Einschitzung der
WohnungsgroBe® (Merkmal y) sich gegenseitig be-
dingen. Abbildung 1 (S. 37) zeigt die entsprechende
allgemeine Struktur einer Kontingenztabelle mit
Zeilen und / Spalten und den Haufigkeiten der ein-
zelnen Tabellenfelder /;, wobei i=1,....k und

j=1,...,/. Im vorliegenden Fall handelt es sich um

eine Kontingenztabelle mit k¥ = 3 Zeilen und / = 3
Spalten, somit um eine sog. 3x3-Tabelle.
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1 2 Jj -1 1 Zf,.j = f,

1 f;l le -flj fu-1 fu f1

2 Ja Jn fz; Saim fz: fz_

Yy I Ja Jiz e Iy e Jia Ja VA
k-1 f;-ll fk—]z j;-lj fk—ll—l fk-u fk—].

k Ja Je2 fg fu—l Ju L.

Sre=f,| H K e Sy e Fu S S Sf =N

Abbildung I: Allgemeine Struktur einer Kontingenztabelle

Nicht erforderlich ist, daB — wie im vorliegenden
Beispiel — die Anzahl der Zeilen und die der Spal-
ten iibereinstimmen, d.h. k =/ ist. Das im weiteren
Dargestellte gilt auch firr Tabellen mit nicht iiber-
einstimmender Anzahl der Zeilen und der Spalten,
d.h. auch fiir Tabellen mit k =/ *.

Zur Emmittlung der Art eines Paares von Untersu-
chungseinheiten kénnen wir nun beispielsweise ei-
nen Befragten A aus der Menge der 112 Befragten
im Tabellenfeld [x,y,] (‘sehr zufrieden’/*viel
Platz’) mit einem Befragten B aus der Menge der
143 Befragten im Tabellenfeld [x,y,](‘im groBen
und ganzen zufrieden’/‘ausreichend’) hinsichtlich
der jeweiligen Ordnung beurteilen, in die dieses
Paar A/B bezogen auf die beiden in Frage stehen-
den Merkmale gebracht wird. Fiir das Paar A/B
trifft bezogen auf die Ausprigungen der beiden
Merkmale folgendes zu. Fir das Merkmal x ‘Zu-
friedenheit mit der Wohnung’ gilt:

o A ist ‘sehr zufrieden’ [x,]> B ist ‘im groBen
und ganzen zufrieden’ [x, |.

Zugleich gilt fiir das Merkmal y ‘Subjektive Ein-
schatzung der WohnungsgréBe©:

e A hat beziiglich der WohnungsgréBe die sub-
jektive Einschitzung ‘viel Platz’[y,] > B hat
demgegeniiber die subjektive Einschiatzung
‘ausreichend’ [y, .

Hieraus ergibt sich:

* A besitzt mit [xI] ‘sehr zufrieden’ bezogen auf
das Merkmal x einen héheren Rang als B mit
[x,] ‘im groBen und ganzen zufrieden’ und zu-
gleich gilt, daB

o A mit [y,] ‘viel Platz’ bezogen auf das Merk-

mal y ebenfalls einen héheren Rang als B mit
[v,] ‘ausreichend’ einnimmt.

Das Paar A/B ist somit ein konkordantes Paar:

(& >x2) A (1 > 52).

Dieses Ergebnis gilt nicht allein fiir das Paar A/B,
sondern auch fiir alle anderen Paare von Untersu-
chungseinheiten, die man zwischen Untersuchungs-
einheiten dieser beiden Tabellenfelder, [x,y,] und

[x,,], bilden kann. Alle diese Paare haben in der

Tabelle eine dquivalente Lage und sind daher - wie
das Paar A/B - konkordante Paare:
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(x, > x,) A (¥ > »,) . Insgesamt sind dies

Sir forp =112:143=16.016
Paare. Wir sind somit in der Lage mit einer einzi-
gen Paarbewertung eine groBe Anzahl von Paaren

einem bestimmten Paartyp zuzuordnen. Allgemein
gilt fiir konkordante Paare:

(xj >x;‘)"\ o> y).

Bezeichnen wir die einzelnen Untersuchungsein-
heiten, die sich im Tabellenfeld [x,,] befinden,

mit XY, und deren Menge mit F;, sowie die ein-
zelnen Untersuchungseinheiten, die sich im Tabel-
lenfeld [x,y,] befinden, mit X,¥, und deren Men-
ge mit F,,, so erhalten wir durch die Verkniipfung
dieser beiden Teilmengen die Menge der konkor-
danten Paare, die bezogen auf die entsprechenden
Untersuchungseinheiten gebildet werden konnen.
Es handelt sich bei dieser Mengenoperation um ei-
ne zweistellige Verkniipfung der beiden Teilmen-
gen, um deren Produktmenge bzw. ihr Kreuzpro-
dukt (auch kartesisches Produkt genannt):

FuxFy ={(X1Y|:X2Y2)1X1Y1 € F,und XY, EFzz}

Die 9 Tabellenfelder kénnen in di€ser Weise je-
weils paarweise zueinander in Beziehung gesetzt
werden. Dabei geht es zunichst darum, die Art des
Paartyps zu bestimmen, um sodann die Anzahl zu
berechnen, mit der der jeweilige Paartyp vor-
kommt. Die entsprechenden Kreuzprodukte lauten
allgemein:

Fy xFpee =
{x,Y,,x,.Y,.)|X,Y,eF, und X,...Y, € F,.,.}

In Abbildung 2 werden allgemeine Definitionen der
Paartypen gegeben. Diese Definitionen werden in
den folgenden Abschnitten im einzelnen erlautert.

3. Anzahl konkordanter Paare (C)

Gehen wir aus von der Begriffsbestimmung eines
konkordanten Paares [vgl Abbildung 2, Zeile (1),
Spalte (1)]. Zwei aquivalente Definitionen liegen
vor. Die zuerst genannte: (x; > x.)A (v, > y.) ist
diejenige, die bereits in Abschnitt 2 verwendet wur-
de. Kennzeichnend ist, daB sowohl beim Merkmal x
als auch beim Merkmal y von der Auspragung mit
dem hoheren Rang ausgegangen wird, so daB die
im Vergleich verwendete Relation ‘groBer als’ (>°)
lautet, Man hatte auch umgekehrt verfahren kon-

nen: (xJ. <xJ.)A O, <y-).

Bezeichnung Definition Anzahl
des Paartyps (D @)
(1) (x, >x.) A0, > 72)
konkordant bzw. ¢
(xj <xJ-)A ()’,‘ (yl‘)
@) (e, <x2) A (> i)
diskordant bzw. D
(xj > x_,-) A 0".‘ < y:‘)
3) (e, =x,)A (> 32)
auf x bzw. 4
gebunden (xJ. = x}_) A (.V.' <ya)
4) (x’,.>x;.)/\(y,-=y,~)
auf y bzw. T,
gebunden (34:J <x J.) A (y,- = y.-)
(&)
auf x und y (szx;_);\(y,:y,.) Ty
gebunden

Abbildung 2: Allgemeine Definition der Paartypen

Kennzeichnend fiir diese Definition ist, daB sowohl
beim Merkmal x als auch beim Merkmal y nunmehr
von der Ausprigung mit dem niedrigeren Rang
ausgegangen wird, so daB die im Vergleich ver-
wendete Relation ‘kleiner als’ (‘<) lautet. Beide
Definition sind gleichwertig. Im folgenden wird die
zuerst angefiihrte Definition verwendet.

In Abbildung 3 (S. 39) wird - unserem Beispiel
gemiB — eine 3x3-Tabelle in allgemeiner Form pri-
sentiert. Unterstellt wird, daB die Ausprigungen des
Merkmals x eine absteigende Rangfolge bilden:
X, >x, >x; (im Beispiel: ‘sehr zufrieden’ > ‘im
groBen und ganzen zufrieden’ > ‘nicht zufrieden’).
Gleiches gelte auch fir das Merkmal y:
¥, >y, >y, (im Beispiel: ‘viel Platz’ > ‘ausrei-
chend’ > ‘beengt’).

In Abbildung 3 Teil (1) ist die Bestimmung der An-
zahl der konkordanten Paare dargestellt.
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X

X, X X Es gilt:
Y Jun Jiz Jis X >X; >¥%,
y Yo | Sa | S | S ViV Yy
Vs Jai Ja2 Jas

(1) Bestimmung der Anzahl der konkordanten Paare: C

1 | Jiz2 | fis 111 f12 | [i3
c 21

o [ fel Jar | fa2
C = fulf*fos*fiat fo3)* 12 (fos % fas ¥ for (Soz + Jas ) Soz (Sf33)

(2) Bestimmung Anzahl der diskordanten Paare: D

D = fis(u*fatfu*fa)fio(+fu)rfo(fa* o) fe(fa)

3) Bestimmung der Anzahl der auf x gebundenen Paare: T,

Ji3 1 |12 | fis Ju Ji1
Z, Jos | + Sz | fos | * + | fa Jar

J3s Jo2| f33 Ja1 [
T, = Jula*f) * fu(fa) * S (St fi)t f2(fi2) + fia (s +fis)+ fos (fas)

C)) Bestimmung Anzahl der auf y gebundenen Paare: T,

. A
Ty=ﬁfﬁ2ﬁ3+ﬁ;ﬁg_ﬁ3+

Jo1 | 52| [a3 S| foz | fo3 S | foz | [os
T = fulztfi) + fiz([is) + S (St )+ o2 (Sfs) + fu (fz*fis)* fo2 (fss)

®) Bestimmung Anzahl der aufx und y gebundenen Paare: T, .

L1101 =10+ 112012 = D+ f13Uis = 1)+ L2121 = D)+ 2222 = 1)+ Fas(fas = 1)+ S51(fsr = D)+ Fa2(f32 = 1)+ F3(f35 - 1))

Abbildung 3: Bestimmung der Anzahl einzelner Paartypen in einer Kontingenztabelle am Beispiel einer 3x3-Tabelle
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Wir gehen aus vom ersten Tabellenfeld in der /in-
ken oberen Ecke [x,y,] und ‘paaren’ die in diesem
Tabellenfeld befindlichen Untersuchungseinheiten
mit den Untersuchungseinheiten, die sich in den
Tabellenfeldern befinden, die sowohl unterhalb als
auch rechts von Tabellenfeld [x, y, |liegen. Dies sind

die Tabellenfelder [Jc2 y2], [x, yz], [Jcz y,] und
[x,y,]. Die entsprechenden Paarbildungen ergeben
konkordante Paare:

[xlyl] mit [xz)"2] = (% >x)A0, > J"z)
[xlyI] mit [xsyz] - (xl > xs)"\ (,V; > y:)
[x1.}’1] mit [xzya] = (xl > xz)/\ (J"t > ya)

[e3 ] mit [x,]=> (x> ) A (4> 5,)

Die Anzahl dieser Paare kann durch Multiplikation
der Hiufigkeit des Tabellenfeldes [x,y,] mit der
Summe der Hiufigkeiten der Tabellenfelder

[Iz}’:]. [1’3)'2], [xzyj] und [x3y3] errechnet wer-
den. Es ergibt sich allgemein

Ju (G2t fos + fr2t fa3),

fiir unser Beispiel: 112 (143+60+77+145) = 47.600
Paare [vgl. Abbildung 3 (1), erstes Tabellensche-
ma]. In diesem Tabellenschema — wie auch in den
folgenden — ist das Tabellenfeld, von dem bei der
Paarbildung ausgegangen wird, schraffiert, wih-
rend die mit diesem Tabellenfeld ,verpaarten® Ta-
bellenfelder getont sind.

Es gibt jedoch noch weitere konkordante Paare.
Wir fahren deshalb fort und ‘paaren’ fiir jedes wei-
tere Tabellenfeld die in diesem befindlichen Unter-
suchungseinheiten mit den Untersuchungseinheiten,
die sich in Tabellenfeldern befinden, die sowohl
unterhalb der Zeile als auch rechts der Spalte lie-
gen, in der sich das jeweils betrachtete Tabellenfeld
befindet [vgl. Abbildung 3 (1), zweites, drittes und
viertes Tabellenschema). Weitere konkordante Paa-
re gibt es nicht, da den jeweils letzten Tabellenfel-
demn einer Zeile sowie allen Tabellenfeldern der
letzten Zeile keine zur Bildung konkordanter Paare
geeignete Tabellenfelder entsprechen. Die Anzahl
der konkordanten Paare ist

C = fulfz+fos+ foz+fas It fr2 (fos + fis)
+fa (f2+ fas )+ o2 (fis)
Fiir unser Beispiel:
& 112(143+60+77+145) + 46(60+145)
+ 61(77+145) + 143(145)
91.307

konkordante Paare.

Das hier am Beispiel der 3x3-Tabelle vorgestellte
Berechnungsverfahren ist in analoger Weise auf
Kontingenztabellen jeder anderen GroBe anzuwen-
den. Bezogen auf die in Abbildung 2 dargestellte
allgemeine Struktur einer Kontingenztabelle mit k&
Zeilen und / Spalten ergibt sich die allgemeine
Formel fiir die Anzahl der konkordanten Paare [vgl.
Formel (2)]:

Z[f Z ifnl @

s=i+lr=j+1

C=

k-1

i=l j=1

4. Anzahl diskordanter Paare (D)

Wir gehen jetzt aus von der Begriffsbestimmung
eines diskordanten Paares [vgl. Abbildung 2, Zeile
(2), Spaite (1)]. Diskordanz ist gegeniiber der Kon-
kordanz dadurch definiert, daB die Rangrelationen,
nach denen die beiden Untersuchungseinheiten ei-
nes Paares in Bezichung stehen, gegenldufig sind.
Zwei dquivalente Definitionen sind dabei méglich:

(xj {x_;‘) A (yi > }’,-) und (x;' > x,:‘) A (yi % yr)-
Im weiteren wird die zuerst genannte Definition
verwendet, die beim Merkmal x von der Auspri-
gung mit dem niedrigeren, beim Merkmal y von der
Auspragung mit dem héheren Rang ausgeht.

In Abbildung 3, Teil (2), ist die Bestimmung der
Anzahl der diskordanten Paare dargestellt. Wegen
der Gegenlaufigkeit der beiden Relationen in der
Definition eines diskordanten Paares (‘<* gegen-
iiber “>‘) gehen wir jetzt aus vom ersten Feld in der
rechten oberen Ecke der Tabelle [x,y,] und ‘paa-
ren’ die in diesem Tabellenfeld befindlichen Unter-
suchungseinheiten mit den Untersuchungseinheiten,
die sich in Tabellenfeldern befinden, die sowohl
unterhalb als auch links von Tabellenfeld [x,y,]

liegen [vgl. Abbildung 3, (2), erstes Tabellensche-
ma]. Die Tabelle wird in dieser Weise weiter bear-
beitet [vgl. Abbildung 3 (2), zweites, drittes und
viertes Tabellenschema]. Die Anzahl der diskor-
danten Paare ist

D = fis(Gr+fa2+tfutfo)tfi (G +1)
+ o (fu tfo2 ) o2 (far)
Fur unser Beispiel:
D = 41(61+143+30+77) + 46(61+30)
+ 60(30+77) + 143(30)
=27.647
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diskordante Paare.
Fiir Kontingenztabellen jeder anderen GréBe lautet

die allgemeine Formel der Anzahl der diskordanten
Paare [vgl. Formel (3)]:

p-53(n350) ®

=l j=2 s=i+] r=1

5. Das Problem der ,,Bindungen*

Die Normierung von 7, erfolgt auf einen Bereich
vonz, =-1,0 bei perfektem negativen Zusammen-

hang als Untergrenze bis zu 7, =+1,0 bei perfek-
tem positiven Zusammenhang als Obergrenze:

~1,0<7, <+1,0.

Ein solcher Wertebereich fiirz, ergibt sich gemiB
Formel (1) allerdings nur dann, wenn ausschlieBlich
konkordante und diskordante Paare vorkommen.
Dies ist aber nur bei echten Rangreihen der Fall.
Echte Rangreihen liegen in vielen Fillen nicht vor.
Oft haben verschiedene Untersuchungseinheiten ein
und denselben Rang: n >k bzw. n>/. Dies gilt
insbesondere fiir Kontingenztabellen.

Es gibt somit Paare von Untersuchungseinheiten,
die sich beziiglich der Ausprigungen eines der
Merkmale oder gar beider Merkmale nicht vonein-
ander unterscheiden (vgl. Tabelle 1):

o Alle Untersuchungseinheiten, die sich in einer
bestimmten Spalte der Tabelle befinden, unter-
scheiden sich bezogen auf das Merkmal x nicht.
Beispielsweise unterscheiden sich beim Merk-
mal x ,Zufriedenheit mit der Wohnung* 203
Untersuchungseinheiten insoweit nicht, als die-
se alle mit threr Wohnung ,sehr zufrieden’ sind.

o Alle Untersuchungseinheiten, die sich in einer
bestimmten Zeile der Tabelle befinden, unter-
scheiden sich bezogen auf das Merkmal y nicht.
Beispielsweise unterscheiden sich beim Merk-
mal y ,Subjektive Einschitzung der Woh-
nungsgroBe® 199 Untersuchungseinheiten in-
soweit nicht, als diese alle der Meinung sind,
,viel Platz* in ihrer Wohnung zu haben.

o Alle Untersuchungseinheiten, die sich in einem
bestimmten Tabellenfeld befinden, unterschei-
den sich jeweils bezogen auf beide Merkmale
nicht. Sowohl beim Merkmal x als auch beim
Merkmal y unterscheiden sich z. B. 112 Unter-
suchungseinheiten insoweit nicht, als diese alle
einmal mit ithrer Wohnung ,sehr zufrieden® sind

und auch alle der Meinung sind, ,viel Platz‘ in

ithrer Wohnung zu haben.
Es liegen sog. ‘Bindungen’ (engl. ‘ties’) liegen vor.
Dies bedeutet, daB die méglichen Paare nicht mehr
ausschlieBlich als konkordant oder diskordant ein-
gestuft werden konnen. Neben den konkordanten
und diskordanten Paaren gibt es noch andere Paar-
typen, sog. gebundene Paare [vgl. Abbildung 2,
Zeilen (3), (4) und (5)]. Die Anzahl der auf x ge-
bundenen Paare bezeichnen wir allgemein mit 7,

die der auf y gebundenen Paare mit 7, und die auf

x und y gebundenen Paare mit 7, [vgl. Abbildung
2, Spalte (2)]. Die Anzahl der moéglichen Paare ist
so sie Summe der Anzahl der konkordanten, der
Anzahl der diskordanten, der Anzahl der auf x ge-
bundenen Paare, der Anzahl der auf y gebundenen
Paare und der Anzahl der auf x und y gebundenen
Paare [vgl. Formel (4)]:

C+D+T,+T,+T, =Ln(n-1) 4)

Das Vorliegen gebundener Paare hat Auswirkungen
auf die Normierung von 7, :

o Im Falle eines perfekten gleichsinnigen Zu-
sammenhangs liegen zwar keine diskordanten
Paare vor, allerdings ist das Maximum der kon-
kordanten Paare kleiner als die Anzahl der
moglichen Paare:

D=0und C<in(n-1).

e Im Falle eines perfekten gegenldufigen Zu-
sammenhangs liegen zwar keine konkordanten
Paare vor, allerdings ist das Maximum der dis-
kordanten Paare kleiner als die Anzahl der

moglichen Paare:
C=0und D<in(n-1).

Liegen gebundene Paare vor, so erreicht der
Koeffizient 7, auch bei einem perfekten gegenlau-
figen Zusammenhang nicht die Untergrenze -1,0
und bei einem perfekten gleichsinnigen Zusam-
menhang nicht die Obergrenze +1,0:

-10<7, <+1,0.

Der Koeffizient 7, unterschatzt somit abhéngig
von der Anzahl der gebundenen Paare die Stirke
des Zusammenhangs. Die Anzahl der gebundenen
Paare muB daher bei der Normierung der Differenz
der Anzahl der konkordanten und diskordanten
Paare (C - D) beriicksichtigt werden. Eine derarti-
ge Beriicksichtigung gebundener Paare fithrt zum
Koeffizienten 7, , der weiter unten ableitet wird.
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Zunichst soll die Bestimmung der jeweiligen An-
zahl der drei vorgestellten Typen gebundener Paare
dargestellt werden.

6. Gebundene Paare

Wie im Falle der konkordanten und der diskordan-
ten Paare ist die Anzahl der drei Typen gebundener
PaareT,, 7, und 7, jeweils zu bestimmen.

6.1 Anzahl auf x gebundener Paare (7.)

Wir gehen aus von der Begriffsbestimmung eines
auf x gebundenen Paares [vgl Abbildung 2, Zeile
(3), Spalte (1)]. Wiederum liegen zwei dquivalente
Definitionen vor:

(xJ. = xj‘)"\(yr > ¥,) und (x_;' =x;‘)’\(yi <yr)-

Verwendet wird im folgenden die zuerst genannte
Definition, die beim Merkmal y von der Auspra-

gung mit dem héherem Rang ausgeht.

In Abbildung 3, Teil (3) ist die Bestimmung der
Anzahl der auf x gebundenen Paare dargestellt. Da
in diesem Falle die Untersuchungsginheiten nach
dem Merkmal x sich nicht unterscheiden, wird die
Paarbildung jeweils in einer Spalte durchgefiihrt.
Wir beginnen mit der ersten Spalte der Tabelle und
‘paaren’ die in einem Tabellenfeld befindlichen
Untersuchungseinheiten mit den Untersuchungs-
einheiten, die sich in den iibrigen Tabellenfeldern
dieser Spalte befinden. [vgl. Abbildung 3, (3), er-
stes und zweites Tabellenschema). In der gleichen
Weise werden die zweite und dritte Spalte bearbei-
tet. [vgl. Abbildung 3, (3), drittes, viertes, finftes
und sechstes Tabellenschema]. Die Anzahl der auf
X gebundenen Paare ist

L = fulfu+fu)+fon (1) + 112 (o + 12)
+ o2 (f32) + fis (fos + f3) + fos (fis)
Fiir unser Beispiel ergibt sich:
T.= 112(61+30) + 61(30) +46(143+77)

+ 143(77) + 41(60+145) + 60(145)
= 50.258

auf x gebundene Paare.

Fiir Kontingenztabellen jeder anderen GroBe lautet
die allgemeine Formel der Anzahl der auf x gebun-
denen Paare [vgl. Formel (5)]:

« DIy )

Wir kénnen auch aus den Spaltensummen der Ta-
belle, f;, die Anzahl der auf x gebundenen Paa-

re, 7T, , errechnen [vgl. Formel (6)]:

1 {20
n-y3r-254) ©

j=l i=l j=1
Diese Formel ist im Falle groBer Tabellen gegen-
itber Formel (6) vorteilhafter.

6.2 Anzahl auf y gebundener Paare (Ty)

Wir gehen aus von der Begriffsbestimmung eines
auf y gebundenen Paares [vgl Abbildung 2, Zeile
(4), Spalte (1)]. Wiederum liegen zwei dquivalente
Definitionen vor:

(xj > xj,)x\ (v,=y.) und (xj < x_,..)x\ (y,. =yi.].

Verwendet wird im weiteren die zuerst genannte
Definition, die beim Merkmal x von der Auspra-
gung mit dem héherem Rang ausgeht.

In Abbildung 3, Teil (4) ist die Bestimmung der
Anzahl der auf y gebundenen Paare dargestellt. Da
in diesem Falle die Untersuchungseinheiten bezo-
gen auf das Merkmal y sich nicht unterscheiden,
wird die Paarbildung jeweils in einer Zeile durchge-
fiihrt. Wir beginnen mit ersten Zeile der Tabelle
und ‘paaren’ die in einem Tabellenfeld befindlichen
Untersuchungseinheiten mit den Untersuchungs-
einheiten, die sich in iibrigen Tabellenfeldern dieser
Zeile befinden. [vgl. Abbildung 3, (4), erstes und
zweites Tabellenschema). In der gleichen Weise
werden die zweite und dritte Zeile bearbeitet. [vgl.
Abbildung 3, (4), drittes, viertes, fiinftes und sech-
stes Tabellenschema). Die Anzahl der auf y gebun-
denen Paare ist

7.:' = fu (2t /i3) + fiz2(fi3) + Jor (foz + fos)
+ o2 (f23) + far (2 + fas ) + f2 (fas)

Fiir unser Beispiel ergibt sich:
T,= 112(46+41) +46(41) + 61(143+60)
+ 143(60) + 30(77+145) + 77(145)
=50418
auf y gebundene Paare.

Fiir Kontingenztabellen jeder anderen GréBe lautet
die allgemeine Formel der Anzahl der auf y gebun-
denen Paare [vgl. Formel (7)]:

kI-1

1
T=>D fi 21 (7)

i=l =1 r=j+1
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Wir kénnen auch aus den Zeilensummen der Ta-
belle, f, , die Anzahl der auf y gebundenen Paa-

re, T, , errechnen [vgl. Formel (8)]:

%(fo ¥y, } ®)

i=] j=1

Diese Formel ist im Falle groBer Tabellen gegen-
iiber Formel (7) vorteilhafter.

6.3 :(&nzahl auf x und y gebundener Paare
T,

xy

Wir gehen aus von der Begriffsbestimmung eines
auf x und y gebundenen Paares [vgl. Abbildung 2,
Zeile (5), Spalte (1)]. Hier liegt logischerweise nur
eine Definition vor: (x; = ijt A(y,=y.) Da die
beiden Untersuchungseinheiten eines Paares bezo-
gen auf beide Merkmale iibereinstimmen, kann die
Paarbildung nur zwischen den Untersuchungsein-
heiten innerhalb eines jeden einzelnen Tabellenfel-
des erfolgen. Die Anzahl der auf x und y gebundene
Paare betrigt z. B. fir das Tabellenfeld [x,y,]
L[ £, (f, = D). Fir jedes weitere der neun Tabellen-

felder werden in dieser Weise Paarbildungen vor-
genommen. [vgl. Abbildung 3 (5)] Die Anzahl der
auf x und y gebundenen Paare ist

Ty = % fulfu—1) + filfiz—1) + fis(fis —1)

+ fa(far =1) + foolfo2 1) + fos(fos 1)
+ folfsr =1) + faolfs2—1) + fx(fss —1)]
Fiir unser Beispiel ergibt sich:
T, = Y[112(111)+46(45)+41(40)

v
+61(60)+143(142)+60(59)
+30(29)+77(76)+ 145(144)]

=35.625

auf x und y gebundene Paare.

Fiir Kontingenztabellen jeder anderen GréBe lautet
die allgemeine Formel fiir die Anzahl der auf x und
y gebundenen Paare [vgl. Formel (9)]:

I

uy = ]?sz;.' (fy = 1) ®

i=] j=1

Anhand einer Proberechnung kann nach Formel (4)
iberpriift werden, ob die Summe der Héaufigkeiten
der einzelnen Paartypen, auch der Anzahl der mog-
lichen Paare entspricht:

C+D+T,+T,+T, =1n(n-1).

Fiir unser Beispiel:
91.307+27.647+50.258 +50.418 + 35. 625
=1.715(714)=255.255

Zur Bestimmung der Anzahl der auf x und y gebun-
denen Paare 146t sich Formel (9) in eine im Falle
groBer Tabellen vorteilhaftere Formel iiberfiihren
[vgl. Formel (10)]:

-4(3372-v) 10

i=l j=I

6.4 Beriicksichtigung der gebundenen Paare

Die Anzahl der gebundenen Paare ist zum Zwecke
der Normierung der Differenz der Anzahl der kon-
kordanten und diskordanten Paare,C - D, zu be-
riicksichtigen. Dadurch wird erreicht, daB sich ein
angemessener Assoziationskoeffizient ergibt, der
bei einem perfekten gegenldufigen Zusammenhang
die Untergrenze -1,0 und bei einem perfekten
gleichsinnigen Zusammenhang die Obergrenze
+1,0 besitzt.

Greifen wir zunachst den Kendallschen Assoziati-
onskoeffizienten 7, wieder auf. Bei diesem wird
die Differenz C—D bezogen auf die Anzahl der
moglichen Paare [vgl. Formel (1)]. Die Anzahl der
moglichen Paare gibt dabei das AusmaB der ge-
samten Varation der Untersuchungseinheiten an -
und zwar sowohl uber die Auspriagungen des
Merkmals X als auch iiber diejenigen des Merk-
mals y. Im Falle echter Rangreihen ist die Anzahl
der moglichen Paare gleich der Summe der konkor-
danten und der diskordanten Paare:

Tn(n-1)=C+D.

Eine Variation der Untersuchungseinheiten besteht
insofern nur nach in Gleichsinnigkeit und Gegen-
laufigkeit beider Merkmale und auch C + D gibt
in diesem Falle das gesamte AusmaB der Variation
an.

Dies ist allerdings nicht so, wenn verschiedene
Untersuchungseinheiten ein und denselben Rang
besitzen. Dann liegen neben konkordanten und dis-
kordanten Paaren auch gebundene Paare vor. Somit
variieren die Untersuchungseinheiten nicht allein
nach Gleichsinnigkeit und Gegenlaufigkeit beider
Merkmale, sondern zusdtzlich auch noch jeweils
nach einzelnen Merkmalen. Das Ausmal, indem
eine derartige zusitzliche Variation nach einem der
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beiden Merkmale besteht, ergibt sich aus der An-
zahl der nach dem anderen Merkmal gebundenen
Paare. Die Anzahl von gebundenen Paaren zeigt so
fiir jedes einzelne Merkmal die ihm entsprechende
zusitzliche Variation an. Wenn nun fiir ein einzel-
nes Merkmal das AusmaB der gesamten Variation
der Untersuchungseinheiten iiber die Auspriagungen
dieses Merkmals bestimmt wird, muB zur Summe
der konkordanten und der diskordanten Paa-
re,C+ D, noch die Anzahl der gebundenen Paare
hinzutreten, die die zusatzliche Variation nach die-
sem Merkmal anzeigen.

e Bestimmen wir zuerst das AusmaB der gesam-
ten Variation der Untersuchungseinheiten iiber
die Ausprigungen des Merkmals x: Hier tritt
zur Summe der konkordanten und der diskor-
danten Paare, C'+ D, noch die Anzahl der ge-
bundenen Paare hinzu, die die zuséitzliche Va-
riation nach dem Merkmal x anzeigen. Dies ist
die Anzahl der nach dem Merkmal y gebunde-

nen Paare 7, .
C+D+T, entspricht so dem Ausmal der ge-

samten Variation der Untersuchungseinheiten
iiber die Ausprigungen des Merkmals x.

o  Weiter ist das AusmaB der gesamten Variation
der Untersuchungseinheiten iber die Auspra-
gungen des Merkmals y zu ermitteln: In diesem
Falle tritt zur Summe der konkordanten und der
diskordanten Paare, C+ D, noch die Anzahl
der gebundenen Paare hinzu, die die zusatzliche
Variation nach dem Merkmal y anzeigen. Dies
ist die Anzahl der nach dem Merkmal x gebun-
denen Paare 7, .

C+D+T, entspricht so dem AusmaB der ge-

samten Variation der Untersuchungseinheiten
iiber die Auspragungen des Merkmals y.

Wir definieren nun den Assoziationskoeffizienten
7, analog dem Koeffizienten 7, :

Wie der Koeffizient 7, [vgl. Formel (1)] enthalt
der Koeffizient 7, im Zdhler die Differenz C- D,
in der das in den beiden Rangreihen vorhandene
AusmaB der Gleichsinnigkeit dem in beiden Ran-
greihen vorhandene AusmaB der Gegenlaufigkeit
gegeniibergestellt wird.

Im Nenner der Formel hingegen steht das geometn-
sche Mittel der Variation der Untersuchungsein-
heiten iiber die Auspriagungen des Merkmals x,
C+D+T,, und derjenigen uber die Auspragungen

des Merkmals y, C+ D +T,, [vgl. Formel (11)].

C=D

= 1
" J€+D+T1,)(C+D+T,) i

Der Koeffizient 7, hat die gewiinschte Ober- und
Untergrenze:

-1,0<7, <+1,0.

Anzumerken ist, daB die Anzahl der auf x und y ge-
bundenen Paare,7,,, nicht beriicksichtigt wird.

Dies ist insoweit logisch, als ein vorhandener Zu-
sammenhang zwischen Merkmalen etwas iiber das
Verhiltnis zwischen Zeilen und/oder Spalten einer
Tabelle aussagt und nichts zu tun hat mit Gegeben-
heiten innerhalb einzelner Tabellenfelder.

Fiir unser Beispiel kann nun die Stirke des Zu-
sammenhangs zwischen den beiden Merkmalen an-
hand des abgeleiteten Koeffizienten 7, bestimmt
werden. Vermutet wird, daB die ,Zufriedenheit mit
der Wohnung® (Merkmal x) und die ,subjektive
Einschitzung der WohnungsgréBe® (Merkmal y)
sich gegenseitig bedingen. Eingesetzt in die Formel
[vgl. Formel (11)] ergibt sich fiir unser Beispiel:

fb -
91.307 -27.647
(91.307 +27.647 +50.258)(91.307 + 27.647 + 50.418)

=0,376.

Es besteht somit ein, der obigen Vermutung ent-
sprechender Zusammenhang im Grade von 0,376.

Berechneten wir nun statt des angemessenen
Koeffizienten 7, den Koeffizienten 7, [vgl. Formel
(1)]. so ergibt sich ein geringerer Zusammenhang:

_ 91.307-27.647

7= = 0,249
1.715(715-1)

In dem gegeniiber dem Wert von 7, =0,376 gerin-
geren Wert von 7, = 0,249 kommt die Unterschit-

zung des Zusammenhangs durch die Nichtberiick-
sichtigung der gebundenen Paare zum Ausdruck.

7. Abschliefende Bemerkungen

Zum AbschluB soll noch auf die Aquivalenz der lo-
gischen Struktur des Koeffizienten 7, und des

Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten Ty

hingewiesen werden. Die Korrelation der Merk-
male x und y wird beim Koeffizienten 7., definiert
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als das Verhéltnis der Kovariation der Merkmale x
und y zum geometrischen Mittel der Varation des
Merkmals x und der des Merkmals y:

Z (x.‘ _f)(yl' —y)
i=]
136575 0.- 57
i=1 i=1
Zwischen den Koeffizienten 7., und 7, bestehen

beziiglich dieser Sachverhalte folgende Aquivalen-
zen:

Ty =

e Kovariation der Merkmale x und y:
3 (6,-%)(»,-F) & C-D
=1

e Variation des Merkmals x;
Z":(x,. -xf & C+D+T,

e Vanation des Merkmals y:

>(,-9) © C+D+T,

i=l
Hieraus ergibt sich hinsichtlich der Korrelation der

Merkmale x und y eine Aquivalenz beider Koeffizi-
enten.

In entsprechender Weise lassen sich analoge ordi-
nale Koeffizienten auch zu den Regressionskoeffi-
zienten, b, fiir die Regression von y auf x bzw. b,
fiir die Regression von x auf y, ableiten. Ein Re-
gressionskoeffizient ist allgemein definiert als das
Verhiltnis der Kovariation der Merkmale x und y
zur Variation des Regressors, d. h. dem Merkmal,
das als unabhingig gesetzt wird. Die entsprechen-
den &aquivalenten Koeffizienten sind somit [vgl.
Formel (12)]:

_ =D
¥ C+D+T,

C-D

S (13
¥ C+D+T. 12

Es handelt sich bei diesen Koeffizienten um die so-
genannten Somers’schen Koeffizienten, die in der
empirischen Sozialforschung inzwischen weit ver-
breitet sind.

" Zu ordinalen Assoziationskoeffizienten — wie
die Kurzbezeichnung fiir derartige Koeffizienten
lautet — siehe die klassischen Aufsitze von Leo
A. Goodman und William H. Kruskal, die im
Journal of the American Statistical Association
seit den fiinfziger Jahren erschienen sind und
spater auch in einem Sammelband verdffentlicht
wurden (Goodman; Kruskal 1979)

2 Vgl. auch Schiitze (1993), Formel (3), Seite 18,
in der die Anzahl der konkordanten Paare mit P
und die Anzahl der diskordanten Paare mit Q
bezeichnet wird.

% Eine entsprechende Spezialisierung des Ken-
dallschen 7-Koeffizienten, 7., werden wir hier

nicht behandeln, da sie im vorliegenden Zu-
sammenhang irrelevant ist.
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