Bayes-Statistik mit DERIVE

STEFAN GOTZ, WIEN

Zusammenfassung: In dieser Arbeit wird
die neben dem Schdtzen von Parametern wohl
wichtigste Thematik der beurtetlenden Statistik,
ndmlich das Testen von Hypothesen, vom Baye-
sianischen Standpunkt besprochen. Konkret wird
die Binomialverteilung als Versuchsverteilung
herangezogen. Auch ein verteilungsfreies Test-
verfahren, der Vorzeichentest, wird diskutiert.
Daber treten in natirlicher Weise verschiedene
Berechnungsprobleme auf, die mittels DERIVE
behandelt werden kénnen. Auch das Veranschau-
lichen von Funktionsgraphen gelingt mit DE-
RIVE. Gemeinsam ist diesen Einsatzmdéglichker-
ten von DERIVE, daf sie aus der statistischen
Fragestellung heraus motiviert werden und daf
die von DERIVE gelieferten Ergebnisse inter-
pretiert werden missen. Dies unterstreicht den
Werkzeugcharakter, der dem Computer(einsatz)
im Mathematikunterricht hier zugedacht wird.

Die in dieser Arbeit zu belegende These lautet
also: DERIVE unterstiitzt durch Erdffnung von
Variationsmdglichkeiten das Verstehen des Er-
kenntnisprozesses bei der Bayes-Statistik.

1 Vorbemerkung

Die grundlegende Idee der klassischen Testphilo-
sophie ist folgende:

Wir machen eine Aussage iiber eine gewisse sta-
tistische Grundgesamtheit, indem wir z. B. einen
konkreten Wert eines zur statistischen Beschrei-
bung gehérenden Parameters (z. B. des Erwar-
tungswertes p) unterstellen. Diese Annahme
nennen wir Nullhypothese Ho. Dann ziehen
wir eine Stichprobe D vom Umfang n aus die-
ser Grundgesamtheit und untersuchen die Frage,
ob diese Stichprobe mit unserer Annahme ver-
traglich ist. Dazu berechnen wir die (beding-
te) Wahrscheinlichkeit, dieses Stichprobenergeb-
nis oder ein extremeres zu erhalten unter der
Voraussetzung, dafi Hg gilt, also

P(D|Hy).

Ist diese sehr klein (kleiner als ein vorgegebener

Wert a z. B. von 0,05), dann entschlieflen wir
uns, Hy abzulehnen, andernfalls beizubehalten
(was nicht bedeuten mu8}; dafi Hy richtig ist).

Eine Alternative zu dieser Vorgehensweise finden
wir darin, dafl wir von der Tatsache ausgehen, die
Daten D (die erhobene Stichprobe) sind passiert
(,Die Welt ist das, was der Fall ist!“), und wir da-
her der Hypothese Hy aufgrund dieser Tatsache
eine (bedingte) Wahrscheinlichkeit P(Hp|D) zu-
ordnen. Dieser Ansatz liegt der Bayesianischen
Sichtweise zugrunde, denn den Zusammenhang
zwischen den genannten bedingten Wahrschein-
lichkeiten liefert gerade das Bayessche Theorem.

Im folgenden werden nun fiir konkrete Ver-
suchsverteilungen typische Beispiele vorgestelit,
deren Bearbeitung gewisse Berechnungsproble-
me in natiirlicher Weise mit sich bringt, die
mittels dem Computeralgebrasystem DERIVE
gelost werden kénnen. Auferdem werden Funk-
tionsgraphen (von Dichtefunktionen) mit DE-
RIVE zur Veranschaulichung und zum tieferen
Verstindnis der (jeweiligen) statistischen Situa-
tion geplottet.

Als Konsequenz ergibt sich aus dem Einsatz
von DERIVE ein hohes Mafl an (numerischer)
Flexibilitdt angesichts der geforderten Bayesia-
nischen Behandlung (elementarer) statistischer
Fragestellungen. Letztere wie auch die Inter-
pretationen der u. a. von DERIVE geliefer-
ten Ergebnisse miissen selbstverstindlich nach
wie vor durch Menschenhand geschehen. Dem
Computer(einsatz) wird hier nur ,Werkzeug-
charakter® in seiner urspriinglichen Form zuge-
dacht, also das bloBe Abnehmen mechanischer
Rechen- bzw. Zeichenarbeit, die im Prinzip auch
von Hand aus gemacht werden koénnte. Da-
durch ist groBtmogliche Transparenz in der Fra-
ge ,Was macht der Computer jetzt eigentlich?¢
gewihrleistet.

2 Einfiihrendes Beispiel

BEISPIEL 1: Eine Maschine produziert Werk-
stiicke mit einem gewissen AusschuBanteil p. A
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priori wissen wir, daB vier Typen M;, M;, M3
und M, unterschiedlicher Qualitit dieser Ma-
schine existieren:

nh = 0)05’
P4 = 0,2.

p2=0,1; p3=0,15;

Wie kann eine Stichprobenentnahme von produ-
zierten Werkstiicken helfen, einzuschitzen, um
welchen Typ es sich konkret handelt, wenn dies
aus gewissen Griinden nicht anders feststellbar
ist?

Lésung: A priort (i. e. vor der Stichprobenerhe-
. bung) schitzen wir

(M) = n(Mz) = n(M3) = m(My) = %

ein, die Stichprobe vom Umfang n = 100 ergebe
acht Stiick Ausschu8, das sind die Daten D.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus der A-
priori-Einschédtzung (die vor der Stichproben-
erhebung bestanden hat) unter Beriicksichtigung
der erhobenen Daten eine A-posteriori-Ein-
schitzung (also nach der Stichprobenerhebung
entstehend) zu generieren. Dazu verwenden wir
das Bayessche Theorem, welches in seiner einfa-
chen Form fiir Ereignisse bekanntlich folgender-
maSfen lautet:

P(A|B) - P(B)

P(Bl4) = =55

Zerfillt das Ereignis B in paarweise disjunkte Er-
eignisse By,..., Bn,, gilt also

BiNBr=0 Vj#k
und

B,uU---UB, = B,

so erhalten wir mit Hilfe des Satzes von der
vollstindigen Wahrscheinlichkeit
P(4) = P(A|B1)-P(By)+ -+
+P(A]Bp) - P(Bn) ,

und gelangen so zur vollen Bayesschen Formel
fiir Ereignisse:

paia - FUAIB) PG
£ ruas) pis)
Vi = 1,...,m.

Auf diese Weise kommen wir a posteriori (i. e.
nach der Stichprobenerhebung) mit Hilfe des
Bayesschen Theorems und DERIVE zu

P(D|My) -7(My) _

_ () pB-(1-p)”-g
= ” =
kE P(D|Mk) - m(M)
(100) 0 058 0 9592
= 2 =
2 () m-( —pk)”
=1
= 0,331679 ;
0,18.0, 99
*(MyD) = — =
kE P - (1 - pi)*
=1
= 0,587081 ;
n(M;]D) = 0,0782814 und
7(MyD) = 0,0029586 .

Die graphische Darstellung der Anderung der
Einschitzung zeigt eindrucksvoll den Erkennt-

niszuwachs, den die Stichprobenerhebung ge-
bracht hat:
7 (M;)
1 +4
A priori
12
|

My, M, M; M,
m(M;| D)

Maschinentyp

A posteriori

[T
3
T

!
M, M, M; M,

Maschinentyp
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Beachten wir dabei (als eine mogliche Interpre-
tation), da

m (M| D) + 7 (M.|D) 2 0,9
gilt, das heifit mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt

ein Maschinentyp besserer Qualitit vor!

Eine neuerliche Stichprobenerhebung vom Um-
fang n = 100 ergebe zehn Stiick AusschuB. Wir
haben nun zwei Méglichkeiten zur Verarbeitung
dieser zusdtzlichen Information:

e Entweder setzen wir a priori

x(M;) = 0,331679;
n(M,) = 0,587081;
7(Ms) = 0,0782814 ;
(M) 0, 0029586

(das ist die A-posteriori-Verteilung von
soeben) und berechnen daraus die A-
posteriori- Verteilung wie gehabt.

e Oder wir fassen die beiden Stichproben zu-
sammen: n = 200 und 18 Stiick AusschuS8.
A priori ist wieder

T(M) = = =7 (M) = n(Ms3) = m(My) ;

|

a posteriori ergibt sich nun mittels DERIVE

m(M|D) = 0,0641392;
n(My|D) = 0,89538 ;
7m(M3|D) = 0,0401656 ;
m(MyD) = 1,152-107".

Die graphische Darstellung spricht eine deutliche
Sprache:

(Mi| D)

! L
M, M, M; M,

Maschinentyp

Bemerkung: Beide Methoden liefern (natiirlich)
dasselbe Ergebnis, wie man leicht nachrechnen .
kann, wir wollen das fiir die Maschine M) demon-
strieren. Nach der ersten Methode ist a priori

8. 1 - 92
”(Ml) = 4p1 ( pl) y
Spd-(1-p)*
=1

die hinzukommenden Daten D™ fiihren zur A-
posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir M;:

(M| D7) =
P(D"|M,) - = (M)

kzjzl P(D*|My) - (M)

8.7 92
(100)']7110'(1—?1)90' 491 11 p1!

0
1 = pi¥{(1-pi)*

4 8(1_ 92 =
5 ()-ui0-(1 - p-ptzm
=1

10
z pi¥{1-pi)*
' (1-py)t®?

y .
kE pe1® - (1-pi)'™
=1

Die zweite Methode kennen wir bereits vom
eben gerechneten Beispiel, es ist jetzt nur
n = 200 statt n = 100 und & = 18 statt k¥ = 8 zu
verzeichnen. Analog dazu erhalten wir also auch

18 | 1 - 182
rDUDY) = Lo
k=1 PE18 - (1= pi)

dabei meint D U D~ die vereinigte, grofe Stich-
probe vom Umfang n = 200 mit k¥ = 18 Aus-
schuBstiicken.

Allgemein erkennen wir als Struktur dieser Pro-
bleme: Den (endlichen) Parameterraum © =
{61,6,,...,0n} schitzen wir a priori so ein:
m(#1),...,7(0n). Eine Stichprobe mit den Da-
ten D wird erhoben. Dies erlaubt uns, zu einer
A-posteriori-Einschdtzung zu kommen:

P(D|é;) - n(6:)
N b
> P(DI|6;) - m(6;)

=1

7(6:|D) = =1,...,N.

Bei uns heiflt das konkret: Die Stichpro-
be vom Umfang n enthalte k& ,Erfolge“ (Da-
ten D). Der (diskrete) Parameterraum
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© = {p1,..., PN} 'mit der A-priori-Einschitzung
n(p1),--.,7(pn) wird a posteriori gemif

n.ik_l_'.n—k_ ;
W(Pa’lD) - N(k) D ( y4 ) TI’(p) ;
n e
> (k) -pi*+ (1= p;)"* m(p))
=
DERIVE
i=1,...,N
bewertet. Die Summenausdriicke im Nenner

kénnen dabei sehr leicht mittels DERIVE be-
rechnet werden, da das (per Hand miihsame)
Aufsummieren der einzelnen Summanden von
DERIVE iibernommen werden kann. Auch die
Auswertung des Zihlers und somit des ganzen
Quotienten unterstiitzt DERIVE.

Als Variationsmdglichkeit dieses Beispiels bietet
sich eine Verdnderung der A-priori-Einschidtzung
an:

.

D) =

n(M) = 7(Ma) = 3 5 w(Me) = m(My) =

Die Daten D bleiben gleich: n = 100 und k = 8.
DERIVE liefert

m(My|D) =
_ (§)-0,05%-0,952 -3
(54
= 0,345722
mit
1
A = 5-(0,058.0,959'-’+0,18-0,992)+
+%-(0,158-0,8592+0,28-0,892) :

w(M,|D) = 0,611937;
m(Ms|D) = 0,0407979 und
w(My|D) = 0,0015431

bzw. fiir n = 200 und k£ = 18:

x(M,|D) 0,0654575 ;
n(Ma|D) 0,913988 ;
m(Ms|D) = 0,0204956 und
m(MyD) = 5,89-107°.

Die Betrige der Differenzen der A-posteriori-
Einschitzungen bezogen auf die beiden A-priori-
Einschédtzungen sind mit wachsendem Stich-
probenumfang n kleiner geworden:

n =100 n = 200
M; | 0,014043 0,0013183
M, | 0,024856 0,018408
Ms | 0,0374835 0,01967
M, | 1,4155-1073 | 5,63-10°

Wir sehen: mit wachsendem Stichprobenum-
fang wird der EinfluB der A-priori-Einschit-
zung zuriickgedringt. Intuitiv konnen wir das
so verstehen, daB unabhingig vom Vorwissen
(welches in die A-priori-Einschitzung einfliefit
und von Person zu Person durchaus verschie-
den sein kann) iiber die in Frage stehende Si-
tuation die immer gré8er werdende Datenmen-
ge (die stets als solche wahrgenommen wird) ei-
ne Art intersubjektive Ubereinstimmung in der
Beurteilung eben dieser Situation erzeugt. Das
Bayessche Theorem quantifiziert diesen (gemein-
samen) LernprozeB. Ein mathematisches Argu-
ment erfolgt im nédchsten Abschnitt an analoger
Stelle.!

3 Die Binomialverteilung als
Versuchsverteilung

BEISPIEL 2: Bei der letzten Wahl errang die
Partei X 40% der Stimmen. Ein Jahr da-
nach berichten die Meinungsforscher, da von
n = 100 Personen bei einer Wahl ,am nich-
sten Sonntag“ k = 50 fiir die Partei X votieren
wiirden. [...] (Aus: [RE], S. 272.)

Wie ist das Umfrageergebnis zu bewerten?

Lésung: ,,Nichtwissen“ a priori kénnen wir durch

(p)=1 Vp € [0,1]

modellieren. In Gegensatz zum vorigen Beispiel
(dort sind vier AusschuBlanteile zur Wahl gestan-
den) ist nun der in Frage stehende Parameter-
raum © = [0, 1] iiberabzdhlbar. Daher geben wir
keine A-priori-Wahrscheinlichkeiten vor, sondern
eine A-priori-Dichte fiir den Parameter p. Wir
entscheiden uns fiir die gleichmifBige Verteilung
auf [0, 1], weil wir (vorerst) keinen Grund haben,
einen Parameterwert auszuzeichnen.

'Dieser Verweis ist ein schénes Beispiel dafiir, um wie
vieles einfacher die (mathematische) Welt wird, wenn sie
kontinuierlich statt diskret betrachtet wird.
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Abbildung 1: Graph der A-posteriori-Dichtefunktion fiir n = 100 und k = 50

Dementsprechend mufi auch das Bayessche
Theorem modifiziert werden, welches nun mittels
der erhobenen Daten und der A-priori-Dichte die
A-posteriori-Dichte erzeugt: d

P(Dlp)-(p) _
P(D)
P(D|p)-r(p)
gP(DIp)-ﬂ(p) dp’

n(p|D)

Die Struktur ihnelt der vollen Bayesschen For-
mel fiir Ereignisse, die Summe dort im Nen-
ner wird — der Uberabzihlbarkeit von © Rech-
nung tragend - durch ein Integral hier ersetzt.
Tatsichlich ist durch diesen Ausdruck = (p|D) ei-
ne Dichtefunktion gegeben:

e Esist 7(p|D) >0 Vpe®O.

e Wegen 7(p|D) =0Vp ¢ [0, 1]
ist_lim m(p|D)=0.

o Schlieflich ist

/ﬂ(plD) dp=1.

(<)

A posteriori ergibt sich daraus

P(Dip) -m(p) _
P(D)

() -p*°-(1-p)*-1

1
J (&) -p°-(1-p)% - 1dp
0

m(p|D)

b

dabei ist p die Wahrscheinlichkeit, da88 eine zu-
fillig herausgegriffene Person fiir die Partei X
stimmt und D bezeichnet die Daten, da8 von 100
befragten Personen 50 fiir X gewesen sind.

j
0
berechnen wir mittels DERIVE und sehen uns

ebenfalls mit Hilfe von DERIVE n(p|D) an: Ab-
bildung 1.

Fiir n = 50 und k = 25 ergibt sich Abbildung 2.
Deutlich sehen wir im Vergleich zur A-posteriori-
Dichtefunktion, welche sich fiir n = 100 ergeben
hat (und ebenfalls in Abbildung 2 zu sehen ist,
vergleiche mit Abbildung 1), da8 die fiir n = 50
wesentlich breiter ist. Der relative Anteil der X-
Wihler und X-Wihlerinnen ist wohl in beiden
Fillen gleich zu bewerten, nicht jedoch die Si-
cherheit, mit der diese Aussagen getitigt werden
kénnen: diese wichst mit steigendem Stichpro-
benumfang, die A-posteriori-Einschitzung wird
schérfer.

Das Integral

p*°-(1-p)*dp
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Abbildung 2: Graph der A-posteriori-Dichtefunktion fiir » = 50 und & = 25

Allgemein ist a priori
m(p=1 Vpe[0,1]=6

und sind in n € N Versuchen eines Bernoulli-
Experiments ¥ € N ,Erfolge“ zu verzeichnen
(Daten D), dann folgt a posteriori

_ _(p+1)! k n—k
TeID) = mo g PR
(Dies ist die Dichte einer sogenannten Beta-
Verteilung.)

Dazu berechnen wir fiir n,m € N mittels parti-
eller Integration

1
-/z""’""l (1-z)dz=
0

m!-n!
(n+m-1)!
1

'/(In-f-m—l _zn-{-m) d.’L’ —

0
m! - n!
T (+m-1)
zn-+-m 2n+m+1 1
.[n+m_n+m+1]o_

m!-n!
(n+m-—l)!.

1 1
.(n+m_n+m+l> =
m!.n!
(n+m-1)!
n+m+l—(n+m)
‘(h+m)-(n+m+1)
n! . m! |
(n+m+1)!"'

denn das Bayessche Theorem liefert ja

SIS 20 (2000) Heft 3



pt-(1-p)"*

1 -k
JpE-(1—-p)" " dp
0

und das Integral im Nenner gilt es auszuwerten:
es ist von der Form des Integrals, welches wir
gerade berechnet haben. Damit sehen wir

1
n— kKl-(n-k)!
k- (n = k)!

(n+1)

woraus die obige Behauptung iiber die Gestalt
von = (p|D) folgt.

Bemerkungen: Die Marimumsstelle der chhte-
funktion dieser Beta-Verteilung liegt bei X vy wie
man sich leicht {iberzeugen kann.
Firl1<k<n-1list

d k n—k _
= k-pFl-(1-p)"F -
—pf-(n-k)-(1-p)" .

Nullsetzen liefert
k(l_p)=p(n_k) '

woraus wir

n-k_1-» bzw. —
k-~ p Tk P

schliefen, was uns letztlich zur behaupteten
Maximumsstelle &

n

p p—l
fiihrt.

Im Falle £ = 0 nehmen wir das Randmaximum
an der Stelle p =0 = % = 2 aus, ebenso ist fiir
k = n das Maximum von 7(p|D) am Rand des

Definitionsbereichs [0, 1] zu finden:
k n
p=l==2=2,

n n

Der Erwartungswert ergibt sich zu

1
k+1
Ep) = [ p-7(oID)dp= 2
0

wie die folgende Rechnung zeigt:

1 n+1)!
B(X) = /g'm&njmf

-Ik . (1 - I)n_k dr =
(n+1)!
k- (n—k)!

1
/.'z:k'*'1 ) kdr =

n+1)
K-(n—k)!
k+1)!-(n—Fk)! k+1
' (n + 2)! Ta42’

Interessanterweise ist dieser Wert i. allg. nicht
gleich der Stelle, an dem das Maximum der Dich-
te, nimlich %, angenommen wird (wie wir das
z. B. von der Normalverteilung gewohnt sind).
Gleichheit besteht dann und nur dann, wenn we-
gen £ = %}_—12- und daraus folgend n-k+2 -k =
n-k+mn endlich k = § gilt. Genau in diesem Fall
ist 7(p|D) symmetrisch um p = % = -f;, denn
dann ist 7(} — p|D) = 7(3 + p|D) Vp € [0, 3k

(=)o) e (o) -
= (3eae)=(3+0) (-1) "

wegen k = 5 = n -k = k und

n(p|D) x p* - (1 - p)" .

Die Varianz D?(X) berechnen wir mit Hilfe des
Verschiebungssatzes:

Es ist wieder

1
+1)!
B = [ g
0
(1-z)"Fdz =
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(n + 1)! .

1
/zk+2 _ ﬂ—k dz =

n+1) _
k!-(n—k)!
(k+2)!-(n—k)!
(n+3)! -
(k+1)-(k+2)
(n+2)-(n+3)’

woraus schlieBlich

(k+1)-(k+2) (k+1)*
(n+2)-(n+3) (mn+2)?
(k+1)-(k+2)-(n+2)
(n+3)-(n+2)?
_(k+1)° (n+3) _
(n+3)- (n+2)
(k+1)-[(k+2)-(n+2)—
(n+3)-(n+2)°
—(k+1)-(n+3)]
(n+3)-(n+2)7?
(k+1)-(k-n+2-k+2-nt
(n+3): (n+2)2
+4-k-n-n-3-k- 3)
(n+3)-(n+2)?
(k+1)-(n—k+1)
(n+3)-(n+2)?

D}(X) =

folgt. Wie wir gesehen haben, werden die A- |

posteriori-Dichten mit wachsendem Stichprobe-
numfang schmailer, das heifit unsere Beurteilung
der Situation wird praziser (Abbildung 2). Nun
kénnen wir uns davon iiberzeugen, daf8 dies so
sein muf. Ein Ma8 fiir die Breite einer (A-
posteriori-)Dichtefunktion ist die Varianz, die
hier fiir steigendes » gegen Null geht:

lim D¥(X) = lim XD (kD) _ o
n—rco n—oo (n +3)- (n + 2)

da 0 € k < n gilt und der Grad des Nenners
hoher ist als der des Zihlers. Ein altes Prinzip
der Statistik erkennen wir also auch hier wieder:
eine gréBere Datenerhebung bedeutet eine siche-
rere statistische Aussage.

DERIVE liefert Wahrscheinlichkeiten wie

0,4
P(p<0,4) = / r(plD)dp =
0

0,4 101
/5 .0' p%. (1 __p)so dp =
0 .
= 0,0208966 ;
P(0,4<p<0,6)=0,958205 =
0,6
=/7r(p|D) dp oder
0,4
1
Prp20,58)= [ =@iD)dp =
0,55
0,156244 ,

welche eine quantitative Beurteilung des Stich-
probenergebnisses (unter Beriicksichtigung der -
subjektiven — A-priori-Einschitzung) erlauben.
Die erste Wahrscheinlichkeit zeigt z. B., da8
es sehr unwahrscheinlich ist, da sich die Par-
tei X gegeniiber der letzten Wah! in der Gunst
ihrer Wihler(innen) nicht verbessert hat. Die
zweite Wahrscheinlichkeit zeigt einen Bereich, in
dem der Anteil der X-Stimmen mit hoher Wahr-
scheinlichkeit derzeit liegt usw.

Als Variationsmdglichkeit nehmen wir eine
Anderung der A-priori-Einschitzung vor:

m(0) = ;e p*-(1-p)°  Vpe(o,1]

(Abbildung 3). Diese A-priori-Dichte hat ihr
Maximum an der Stelle 0,4. Offenbar liegen nun
Informationen vor, da der gesuchte Anteil p in
der Nihe von 40% liegt (vielleicht wird das Er-
gebnis der letzten Wahl als Grundlage herge-
nommen). Natiirlich gibt es auch noch ande-
re Dichtefunktionen, die ihr Maximum an die-
ser Stelle haben, diese jedoch zeichnet sich da-
durch aus, dafi sie vom Typ her (als Dichte einer
Beta-Verteilung) ,gut“ zur Binomialverteilung
pafit, indem sie a posteriori wieder eine Dichte
einer Beta-Verteilung liefert.? (Wir sagen: Die
Beta- Verteilung ist zur Binomialverteilung kon-
Jugiert.)

*Natiirlich gibt es unendlich viele andere Beta-
Verteilungen, deren Dichten ebenfalls ihr Maximum an
der Stelle 0,4 annehmen. Es muB ja nur ﬁ- = 0,4 gelten.
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Abbildung 3: Graph der A-priori-Dichtefunktion
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Abbildung 4: Graph der A-posteriori-Dichtefunktion
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A posteriori ist ndmlich (mit den unveridnderten
Daten D: n = 100 und k = 50)

(s0) - % - (1 - p)*-
(o) - P - (1 - p)*

ag Pt (1-9)°
.41_1!.p4.(1_p)6dp

7(p|D)

Ot —

T.6!

e (1-p)%*
Jop5t- (1-p)*®dp

11 6

= sarse P (=P

(Abbildung 4 mittels DERIVE). Wir sehen,
daf sich aufgrund des Stichprobenergebnisses
unsere Einschitzung von 40% in Richtung 50%
fiir p bewegt hat.

Beachten wir dabei, daf§ ausgehend von

m(p)=1 Vpe[0,1]

eine Stichprobe mit
n=110=100+10 und k=54=50+4

auch diese A-posteriori-Dichte = (p|D) liefern
wiirde.

Wir schlieflen daraus:

Die Daten bestimmen im zunehmenden Mafe
(i. e. mit wachsendem Stichprobenumfang) die
A-posteriori-Einschitzung, der Einfluf der A-
priori-Einschdtzung wird dabei kleiner.

Jetzt berechnen wir mit DERIVFE

P(p<0,4) = 0,0260024 ;
P(0,4<p<0,6) = 0,063926
und P(p >0,55) = 0,105938,

die Werte differieren von den vorher be-
stimmten, die aus der urspriinglichen A-priori-
Einschédtzung folgen. Dies zeigt eben, daf ande-
re (Vor-)Informationen, die im mathematischen
Modell stecken, zu anderen Resultaten fiihren.
Das ist zugleich Stirke und Schwiche dieser
Methode: Es ist ja an sich positiv, Ansitze
zu kennen, die ein EinflieBen von (subjektiven)
Einschdtzungen, Informationen etc. zulassen,
der negative Aspekt der sich daraus ergeben-
den Beliebigkeit des Ergebnisses a posteriori wird
durch die eben festgestellte Tatsache, daf die
Daten mit steigender Menge die A-posteriori-
Einschitzung immer mehr bestimmen, gemil-
dert.

4 Der Vorzeichentest

BEISPIEL 3: Eine bestimmte sportliche Leistung
wird bei n = 20 Personen vor und nach Absolvie-
rung eines speziellen Erndhrungsprogramms ge-
messen. Dabei ergibt sich in k = 14 Fillen eine
Leistungssteigerung, in sechs Fillen dagegen ei-
ne Minderung dieser sportlichen Leistung. Wie
ist dieses Resultat zu beurteilen?

Bemerkung: Es handelt sich hier um einen Test
fiir rangskalierte Daten.

Losung: Die ZV X zdhle, wie oft das Ergebnis
nachher besser ist als vorher, X ist daher bino-
mialverteilt mit den Parametern » und p.

Zeigt die ,Behandlung” keine Auswirkung, so ist
p= %: Hypothese Hy.
Andernfalls ist p # % bzw. p > %: Hypothese H,.

A priori bewerten wir diese beiden Hypothe-
sen gleich, daraus ergibt sich folgende ,,A-priori-
Dichte* fiir p:

Wegen P(Ho) = P(H;) = 1 ergibt sich fiir
den Bereich von Hj, ndmlich p € (},1], die
gleichmiBige Dichte (wiederum wollen wir kei-
nen p-Wert a priori auszeichnen) auf der Hohe
1 (der Flacheninhalt unter der Dichtekurve ist
dann % ‘1= % und entspricht somit der A-priori-
Wahrscheinlichkeit fiir H,). Hp dagegen ,lebt“
nur auf dem Punkt p = %, um ihr ebenfalls
das Gewicht % zukommen zu lassen, mufl der
Funktionswert an dieser Stelle % iber alle Ma-
Ben wachsen. (Wir kénnen uns dafiir eine ,hal-
be“ Normalverteilung vorstellen, deren Varianz
gegen Null geht.) Die folgende Abbildung gibt
unsere A-priori-Einschidtzung wieder.

5

) 4o

4
3k 1
2

l L e s s as s -+
0 I | ) I 1P
0 0.2 04 0.6 0.8 1

A posteriori ist

P(k|H;) - P(H;)

P(Hilk) = ——p

(i=0,1),
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ausgeschrieben bedeutet dies

() (33 _

P(Holk)

P(k)
-0 _ 2
P(k) P(k)
und
lfl(',Z) p* (1 - p)"*-1dp-}
P(Hylk) = 2 20 =
. Zl
= Pk

Also ist konkret mittels DERIVE

20 1\ %
- A2) = d
Zo (14) (2) 0,0184822 un

1
= (20N .1 [ 4 g \64p=
zZ, = (14) 5 /p (1-p)dp=

= 0,0228767 .

[N

Wegen
P(Holk) + P(H lk) =1

ist P(k) = Zo + Z; = 0,0413589 und schliefilich
P(Holk) ~ 0,45 und P(Hilk)~0,55.

Als Variationsméglichkeit bietet sich an, andere
Stichprobenergebnisse bei konstantem Stichpro-
benumfang (hier: n = 20) zu untersuchen. Da-
bei erhalten wir mit Hilfe von DERIVE folgende
Ergebnisse:

P(Holk) | P(Halk)
k=12 0,76 0,24
k=13| 0,63 0,37
k=15| 0,24 0,76
k=16 0,09 0,91

In analoger Weise wie soeben vorgefiithrt wird
hier fiir verschiedene Stichprobenergebnisse k €
{12,13,15,16} die A-posteriori-Verteilung be-
rechnet. Dabei fillt auf, wie sehr diese Bewer-
tung (bei dem eher kleinen Stichprobenumfang)
von den erhobenen Daten abhingt: Fir k = 14

ist das Vertrauensverhiltnis in die beiden Hy-
pothesen noch mehr oder weniger ausgewogen,
schon ein Fall positiver Leistungssteigerung mehr
(k = 15) 1a8t uns H; gegeniiber Hp mit einer
Quote von ungefihr 3 : 1 bevorzugen.

5 Resiimee

Was zeichnet die Bayesianische Metho-
de auf diesem Niveau aus? Im Mittel-
punkt steht sicher die Berechnung von
P[Hypothese (iiber Parameter #)|Daten D],

also die A-posteriori-Einschitzung von 6. Dazu
bendtigen wir eine A-priori-Einschitzung von 6,
eine Stichprobenerhebung, welche die Daten D
liefert, die Versuchsverteilung, um Wahrschein-
lichkeiten P(D|#) hinschreiben zu koénnen und
natiirlich das Bayessche Theorem.

Welche Berechnungsprobleme treten dabei auf?
Ist der Parameterraum © 3 6 endlich, dann sind
Summen zu bearbeiten (siehe das einfiihrende
Beispiel), ist dagegen © iiberabzdhlbar, miissen
wir Integrale auswerten (die anderen beiden
Beispiele). Den mathematischen Kern stellt
natiirlich die Anwendung des Bayesschen Theo-
rems dar, die Auswertung der darin vorkommen-
den Ausdriicke (Integrale) kann zugunsten ei-
nes bloBen Mitteilens des Ergebnisses entfallen,
ohne die eigentliche Idee der Bayes-Statistik zu
verwissern. Fiir das Hintergrundwissen der Leh-
renden ist es allerdings meines Erachtens unver-
zichtbar, die entsprechenden Rechnungen wenig-
stens im Prinzip zu kennen, daher sind sie auch
hier ausgefiihrt worden. Ist der Stichprobenum-
fang n grof, bekommen wir auf natiirliche Weise
(z. B. durch Fakultiten) groBe Zahlen zur Ver-
arbeitung. In allen Féllen kann DERIVE weiter-
helfen.

Die Darstellung des Graphen der A-posteriori-
Dichtefunktion mittels DERIVE unterstiitzt die
Interpretation der A-posteriori-Einschitzung fir
ein gegebenes Problem. Diese kann u. a.
durch Variation der A-priori-Einschitzung oder
durch Variation der Daten verindert werden,
die jeweilige Auswirkung auf die A-posteriori-
Einschdtzung muB wieder erkannt und er-
klart werden.  SchlieBllich stellt die Berech-
nung von Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswer-
ten und Varianzen eine weitere Moglichkeit dar,
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1. Etappe:

Variation
DERIVE
| |
A-priori- Datenerhebung Bayessches | A-posteriori- |
Einschitzung Theorem: | Einschdtzung |
) [ l
V.: DERIVE “Black box” . _ _ — _ _ _ -
V.: DERIVE
2. Etappe:
r-r—-—-—=-=-"—"=-=-=-=-= "
t A-posteriori-Einschitzung |
L e - - - — J
DERIVE
Darstellung von Berechnung von
A-posteriori- Wahrscheinlichkeiten,
Dichtefunktionen Erwartungswerten
r——=—=——=-= -1
| Interpretation [
L D e - - -~ 4

die A-posteriori-Einschitzung zu bewerten. Da-

bei fillt aber auf, da diese Berechnungen zum
Teil ,zu FuBi“ erfolgen, um hier — nach Mei-
nung des Autors — das notige Hintergrundwis-
sen fiir die Lehrenden nicht aus den Augen zu
verlieren. Wo die Grenze zu ziehen ist zwischen
dem reinen zur Kenntnis Nehmen eines (vom
Computer gelieferten) Ergebnisses und dem -
in allgemeinerem Rahmen - (manuellen) Nach-
vollziehen desselben, kann generell so nicht be-
antwortet werden. Gleichwohl stellt die Beant-
wortung dieser Frage (von Fall zu Fall) mei-
nes Erachtens die Herausforderung der Lehren-
den im (computerbegleiteten) Unterricht bzw.
in der Unterrichtsvorbereitung dar. Ein bewuB-
ter Umgang mit diesem Problem ist ein Kenn-
zeichen fiir die Giite eines solchen Unterrichts.

(Dazu pafBit auch der mittels DERIVE gewonne-
ne Eindruck, dafl das Erhéhen des Stichproben-
umfangs die Einschidtzung der Lage a posterio-
ri schirfer macht, denn die A-posteriori-Dichte
wird schmiler. Dieser wird durch den nicht mit
Hilfe des Computers gefiihrten Nachweis, daf§ die
Varianz als Ma$8 fiir die Breite einer Verteilung
mit steigendem Stichprobenumfang immer klei-
ner wird, bestitigt, siche dazu auch [HU].)

In jedem Fall ist der Werkzeugcharakter des
Computereinsatzes unverkennbar: Die anstehen-
de Rechnung ergibt sich in natiirlicher Weise aus
der Aufgabenstellung.

Zwei FEtappen des Bearbeitens dieser Art von
Aufgaben kénnen wir ausmachen: Erstens ist
der Weg von der A-priori- zur A-posteriori-
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Einschitzung zuriickzulegen. Zweitens kann die
A-posteriori-Einschétzung in vielerlei Hinsicht
ausgewertet werden. Das vorstehende Diagramm
soll dies zusammenfassen: Die strichlierten Bo-
xen entziehen sich weitgehend einer Behandlung
mit DERIVE, die iibrigen kénnen durch den Ein-
satz von DERIVE wesentlich angereichert wer-
den.

Die abschlieBende These lautet:

DERIVE unterstiitzt durch Erdffnung von
Variationsméglichkeiten das Verstehen des
Erkenntnisprozesses bei der Bayes-Statistik.

Ziel dieser Arbeit ist es, durch méglichst einfa-
che (damit die zugrundeliegende Struktur sicht-
bar wird), konkrete Beispiele diese These zu bele-
gen (siehe dazu auch [ME]). Keineswegs geht es
darum, einen vollstindigen Bayesianischen Sto-
chastiklehrgang zu entwickeln, noch einen (kri-
tischen) Vergleich zum klassischen Ansatz der
(beurteilenden) Statistik zu wagen. Hiezu sei
auf [WI1] und [WI2], aber auch auf [GO1] und
[GO2] verwiesen. Dagegen ist es sehr wohl ein
Anliegen dieser Arbeit, die technischen Anfor-
derungen, die der Unterricht der Bayes-Statistik
auf diesem Niveau mit sich bringt, aufzuzeigen
und zu ihrer Bewiltigung beizutragen. Dies ge-
schieht eben zum Teil mit DERIVE, andererseits
durch theoretische Uberlegungen, die nicht un-
bedingt Themen des konkreten Mathematikun-
terrichts sein miissen (Black-Box-Prinzip). Die-
se konkreten Vorschldge, die sich unmittelbar in
der Schule umsetzen lassen (die Angaben der vor-
kommenden Beispiele stammen entweder direkt
aus Schulbiichern oder sind sinngemi8 sehr na-
he an den tatsichlich - meist wohl klassisch -
im Stochastikunterricht behandelten Aufgaben),
kénnen vielleicht dazu beitragen, daf§ die Bayes-
ianische Sichtweise in der beurteilenden Statistik
neben der klassischen den anwendungsorientier-
ten Mathematikunterricht bereichert.

Schlufbemerkung

Ein entsprechender Vortrag ist vom Verfasser
anliBlich des 8. Internationalen Symposiums zur
Didaktik der Mathematik zum Thema ,,Mathe-
matische Bildung und neue Technologien“ an
der Universitit Klagenfurt (28.09. — 02.10.1998)
ebendort gehalten worden.
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