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Weg flihrte zwar ebenfalls zum Ziel, bedurfte aber Man kann nun die Formel des Ein- und Ausschlie-
groBer Anstrengungen; deshalb wird an dieser Bens mit vollstidndiger Induktion beweisen (Treiber
Stelle auf einen Abdruck dieses relativ umfangrei- verzichtet darauf, man findet den Beweis aber z. B.

in (Henze 1997) auf S. 72) oder sie wieder auf ein

chen Beweises verzichtet.
allgemeineres Zihlprinzip, den binomischen Lehr-

Stattdessen méchte ich noch auf eine Idee in (Trei- . . .
. . . . . satz zurtickfiihren, wie es z. B. in (Danckwerts/
mbem“j’issg h‘“:’l’e(‘;e‘) a‘-u?ga"g awu“g:u:’;rnt‘:%‘;pze Vogel/Bovermann 1985) auf den Seiten 128/129
e Form - . . .
152 auch fiir LK-Schiil tin darge-
zip des Ein- und Ausschliefens zuriickfithren kann. lsjtlz:lilt i:t aue K-Schiler verstandlich darge
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Bedingte Erwartungswerte
" Hans Humenberger, Wien

Zusammenfassung: Das Thema Bedingte Erwartungswerte ist in der didaktischen Literatur nicht oft zu finden.
Es ist daher kein Wunder, daB sie in vielen Stochastikkursen fiir Schiiler (und bisweilen vielleicht auch fiir Stu-
denten) fehlen. Dies ist u.E. insbesondere dann ,,schade®, wenn in einem Stochastikkurs sowohl bedingte Wahr-
scheinlichkeiten als auch Erwartungswerte besprochen werden. Die dann noch fehlende Symbiose zum beding-
ten Erwartungswert ist nicht mehr mit viel zusitzlichem Aufwand verbunden, 6ffnet aber eine Reihe von Ein-
satz- bzw. Anwendungsmdglichkeiten (siche z.B. KILIAN 1987 oder HUMENBERGER 1998abc).

Nach einer kurzen Replik von bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten bei diskreten Zufallsvari-
ablen wird ein intuitiver Zugang zu bedingten Erwartungswerten (in Analogie zu bedingten Wahrscheinlichkei-
ten) kurz dargestellt. Die (etwas abstraktere) Definition eines bedingten Erwartungswertes ist jedoch mit dieser
der Intuition entsprechenden Sichtweise vertriglich. Es folgen in dieser Arbeit dann einige kurze Beispiele, die
das , Potential“ von bedingten Erwartungswerten illustrieren sollen.

1  Bedingte Erwartungswerte
1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Bedingte Erwartungswerte stehen zu normalen Er- Man erhiilt aus dieser Tabelle sofort fiir die einzel-
wartungswerten im selben Verhaltnis wie bedingte nen Wahrscheinlichkeiten:
Wahrscheinlichkeiten zu normalen Wahrscheinlich- 7 1 7 _ 1
keiten. Deshalb sei kurz an bedingte Wahrschein- PD)y=— =2, PH)=—=-,
lichkeiten erinnert. Meist geschieht der Zugang zu 5 9
diesen intuitiv anhand eines Beispiels wie dem fol- P(B) = e P(-B) = e
fen den. Jemand hat aus einer Person.en Eruppe, die Jemand verrit einem, daB es sich bei der gew#hlten
ich aus Damen — Herren bzw. Brillentriigern — P . . .
Nicht-Brillentrs ‘e in Tab. 1 zu lesen) zu- erson um eine .Dame handel?. Wie grof ist dann
entrigern (wie in ’ esen) die Wahrscheinlichkeit, daB diese Dame eine Bril-
sammensetzt, eine Person zufillig ausgewihit. lentrédgerin ist?
D|H Auch wenn jemand noch nichts von bedingten
B 1213 Wahrscheinlichkeiten gehort hat, so wird er argu-
~B |54 mentieren: Aufgrund der Information, die ich habe,
Tab. 1: Damen (D) — Herren (H), kommen nur mehr noch die 7 Damen in Frage
Brillentrager (B) — Nicht-Brillentrager (-B) (»Anzahl der moglichen Falle), wobei 2 von die-
sen (,,giinstige Fille*) Brillentrigerinnen sind. Der
-20 -
H. Althoff: Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen einer vollstindigen Serie
(Sammelbildproblem)

H. Humenberger: Bedingte Erwartungswerte



urspritngliche Ereignisraum Q einer Zufallswahl
(namlich die Gesamtheit aller 14 Personen) wurde
durch die Information (,Bedingung®) Dame auf 7
Personen eingeschriinkt (analog wire es, wenn man
wiilte, da} es sich bei der gewihlten Person um ei-
nen Herrn handelt).

Man sieht also auch intuitiv, da8 der Anteil ,Bril-
lentrager unter den Damen bzw. Herren sich durch
folgende Werte charakterisieren 148t:

P(BID) = —:—,P(B|110 = %

Diesem intuitiven Zugang folgt dann meist eine
Exaktifizierung (genaue Definition) und eine Zu-
sammenstellung bzw. Begriindung gewisser Rechen-
regeln bei bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Definition: Wenn 4 ein Ereignis mit positiver
Wahrscheinlichkeit ist, so definiert man die bedingte
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B (unter der
Bedingung A) durch

def PB A
P(BIA) - ‘P(’;))

Dadurch wird der Begriff (gegeniiber der intuitiven
Vorstellung) vielleicht wieder um einiges abstrakter
(und auch leistungsfihiger), aber man sollte doch
auch die einfache Vorstellung von Wahrscheinlich-
keiten in Spezialfillen bei bedingten Wahrschein-
lichkeiten bewahren: ,,P(B|D) = Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses B (Brillentriger) in jenem Spezial-
fall, wenn man schon wei, daB das Ereignis D
(Dame) eintritt bzw. bereits eingetreten ist*. Sollte
sich bei zwei Ereignissen A,B herausstellen, daf
P(A|B) = P(A) ist, so ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4 offenbar unabhingig davon, ob B ein-
getreten ist oder nicht: die Zusatzinformation, da8 B

eingetreten ist, bringt bzgl. der Wahrscheinlichkeit .

des Ereignisses A keine Verinderung. Es scheint da-
her auch anschaulich naheliegend, zu sagen bzw. zu
definieren: Zwei Ereignisse 4 und B heiflen (sto0-
chastisch) unabhdngig voneinander, wenn P(4}B) =
P(A) gilt.

Eine wichtige ,,Rechenregel” im Zusammenhang mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten ist der ,Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit“. Er dient der Be-
rechnung von ,totalen“ Wahrscheinlichkeiten durch
gewisse ,, Teilwahrscheinlichkeiten“ (dies sind eben
bedingte Wahrscheinlichkeiten). Das Ereignis B =
,»€s wird ein Brillentriger gew#hlt“ (als ,totales* Er-
eignis oder ,Gesamtereignis) hat — wie wir von
oben schon wissen — eine Wahrscheinlichkeit von

P(B) = i. Diese Wahrscheinlichkeit kann aber
14

auch durch ,,Aufspalten der totalen Wahrscheinlich-
keit in Teilwahrscheinlichkeiten, ailso durch Fallun-
terscheidung* berechnet werden, genau dies besagt —
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salopp, aber w.E. hilfreich formuliert — der Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Ist X ei-
ne diskrete Zufallsvariable und 4, (n = 1,2,...,m) eine
vollstindige Zerlegung des Ereignisraumes € [auch
vollstandiges Ereignissystem oder vollstdndige Er-
eignisdisjunktion genannt, d.h. ein Ereignissystem

m
mit | J 4, =Q,4,# D und 4, N 4; fur i # j], dann
n=l1

gilt
P(B) = P(B|A) P(4)) + ... + P(B|4m) P(Am). (D

Im Fall einer Aufteilung von Q in zwei disjunkte Er-
eignisse 4 und —4 bedeutet dies P(B) = P(B|4)-P(4)
+ P(B|—A)-P(-4). In unserem Beispiel ergibt sich
dadurch

21 31 _ 5
P(B) = P(BID)P(D) + P(BIH)P(H) = ——+—— = —.

7272 14
Bei diesem ,Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
durch Fallunterscheidung® miissen die jeweiligen
Teilwahrscheinlichkeiten (bedingte Wahrscheinlich-
keiten in gewissen Sonderfillen, hier: D bzw. H)
gewichtet werden nach der Wahrscheinlichkeit, mit
der die jeweiligen Sonderfille iiberhaupt eintreten.

So gesehen besagt der Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit nichts anderes, als daB eine Gesamt-
wahrscheinlichkeit als gewichtetes Mittel einzelner
zugehiriger Teilwahrscheinlichkeiten (Wahr-
scheinlichkeiten in Sonderfiillen, Gewichtung je
nach Wahrscheinlichkeit der Sonderfiille) berechnet
werden kann.

Diese Sichtweise hat auch eine Entsprechung im
deterministischen Bereich, bei Anteilen, Prozentsdt-
zen bzw. relativen Hdufigkeiten: Berechnen von Ge-
samt-Anteilen, Prozentsdtzen bzw. relativen Hdufig-
keiten durch Gewichtung der entsprechenden
(Teil-)Werte in den jeweiligen ,,Teilen* bzw. ,,Teil-
gruppen®; z.B. Prozentsiitze:

25% von 80/ + 50% von 120/ = 40% von 200/.

Der Gesamtprozentsatz 40 kann als gewichtetes
Mittel der Teilprozentsitze 25 und 50 aufgefaBit
werden:

25.3%,50.12% =40,

200 200
—_—
10 30

Bevor wir uns nun dem Begriff ,Bedingter Er-
wartungswert zuwenden, sei kurz auch die De-
finition des Erwartungswertes einer diskreten Zu-
fallsvariable angegeben.

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable
mit {x;, X, X3, ..., Xz, ...} als mogliche Werte. Unter
dem Erwartungswert £(X) der Zufallsvariable X ver-
steht man die Summe
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def
E(X) = zka(X=xk) s (2)
k

falls diese (méglicherweise unendliche) Reihe ab-
solut konvergiert. Andernfalls sagt man, die Zufalls-
variable X hat keinen Erwartungswert.

Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable
X ist also nichts anderes als ein (gewichteter) Mit-
telwert aller moglicher Ausprigungen x,, gewichtet
mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(X = xy),
deren Summe natiirlich 1 ergibt.

Oft ist es auch giinstig, jene Sichtweise zugrunde-
zulegen, nach der eine Zufallsvariable eine (meBba-
re) Funktion vom Ereignisraum Q2 nach R ist (X: Q
— R), und statt von den Werten x; von den (Funkti-
ons-) Werten X{@)zu sprechen. In dieser Sichtweise
kann der Erwartungswert einer diskreten Zufallsva-
riable X auch folgendermafen geschrieben bzw. de-
finiert werden (mit Q = {a, ..., @, ...}), wobei die

Aquivalenz zu obiger Definition wohl evident ist.
Falls die (moglicherweise unendliche) Reihe absolut
konvergiert, definiert man:

def
EX) = Y X(@)P({o}) = Y X(@)P({w}).|3)

w el

Beispiel: Sei X die Augenzahl beim Werfen eines
Wiirfels. Der Ereignisraum Q besteht dann aus den
moglichen Versuchsergebnissen Q = {1,2,3,4,5,6},
wobei hier die einzelnen @ gleich den einzelnen x,,
den moglichen Werten der Zufallsvariable sind. Da
die Wahrscheinlichkeit firr jeden moéglichen Ver-

suchsausgang beim Wiirfein % betrigt, ist der Er-

wartungswert von X (bekanntlich) durch E(X) = 1-%

+2,l +3.l +al +5.l +6--‘— = 3.5 gegeben.
6 6 6 6 6

1.2 ,Bedingte Erwartungswerte® — Einfiihrung und Definition fiir diskrete Zufallsvariable

Wenn in einem Stochastikkurs gewohnliche Erwar-
tungswerte und bedingte Wahrscheinlichkeiten the-
matisiert werden, dann ist es kein grofler Schritt
mehr zum Begriff des bedingten Erwartungswertes,
der auch keine groBen Verstindnisschwierigkeiten
machen sollte, zumindest dann nicht, wenn Erwar-
tungswerte und bedingte Wahrscheinlichkeiten be-
reits verstanden wurden. Es bedarf lediglich eines
Vereinens bzw. Vernetzens der gelernten Begriffe.

Beispiel: Die Zufallsvariable X stelle die Augenzahl
beim Wiirfeln dar und 4 bedeute ,.es fillt eine gera-
de Zahl“, dann wird man auch intuitiv {[wenn man
nur den Begriff Erwartungswert, nicht aber bedingte
Erwartungswerte kennt] den Erwartungswert von X,
wenn man weiff, daf eine gerade Zahl gefallen ist
(diese Information kann z.B. von einem anderen Be-
obachter stammen) durch folgende Uberlegung ge-
winnen: Durch die Information 4 = ,.es ist eine gera-
de Augenzahl gefallen“ wird der ursprimgliche Er-
eignisraum Q = {1,2.3,4,5,6} auf Q N 4 = {2,4,6}
eingeschriinkt, es kommen nur mehr noch diese in
Frage (analog zu den ,,Damen*“ bei den bedingten
Wahrscheinlichkeiten). Da keiner dieser drei noch
moglichen Ausginge des Wiirfelexperimentes durch
die gegebene Information bevorzugt wird, wird man
wohl jedem Wahrscheinlichkeit 1/3 zuordnen. Man
wird also den in Rede stehenden (bedingten) Er-
wartungswert (in diesem ,,Sonderfall®, unter dieser
,.Bedingung®) intuitiv durch gewdhnliche Erwar-
tungswertbildung unter den vermoge der Bedingung
weiterhin méglichen Werten gewinnen und ihn mit
,,E(XlA)“=2-§ +4.§ + 6-% =4

angeben (die Anfiithrungszeichen sollen andeuten,
daB an dieser Stelle der Begriff E(X]4) noch gar
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nicht definiert ist). Ganz analog wie bei bedingten
Wahrscheinlichkeiten kann dieser intuitive Zugang
(,,bedingter Erwartungswert = Erwartungswert in ei-
nem Spezial- bzw. Sonderfall“, , Einschrinkung des
Ereignisraumes Q und dann (gewichtete) Mittel-
wertbildung der verbleibenden Werte®) wieder ex-
aktifiziert werden und in einer Definition miinden
(siehe unten).

Salopp formuliert: Wenn X eine Zufallsvariable und
A ein Ereignis (mit positiver Wahrscheinlichkeit) ist,
dann ist der bedingte Erwartungswert E(X|4) der Zu-
fallsvariable X der Erwartungswert von X, wenn man
weiB, daB das Ereignis A eingetreten ist. Man be-
trachtet also nur mehr solche Fille (148t nur mehr
diese zu), die das Ereignis A realisieren, und be-
stimmt unter dieser Bedingung den Erwartungswert
der Zufallsvariablen X. Es passiert also nichts weiter,
als daB der Ereignisraum Q auf Q N A reduziert
wird, d.h. auf jene Ereignisse, die A realisieren (dann
»gewshnliche* Erwartungswertbildung).

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable
mit {x;, X5, X3, ..., Xp, ...} als mdgliche Werte und 4
ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit. Der
bedingte Erwartungswert beziiglich der Bedingung
A wird dann definiert durch

def
EXW) = Y xP(X=xl4), C))
k

falls die (moglicherweise unendliche) Reihe absolut
konvergiert. In der Definition sind also die Wahr-
scheinlichkeiten (im Vergleich zum gewdhnlichen
Erwartungswert) durch bedingte Wahrscheinlich-
keiten zu ersetzen.
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Bemerkungen:

(1) Die oben auftretenden Wahrscheinlichkeiten mit
dem Wert 1/3 sind also nichts anderes als die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten

P2l4) = § P(4l4) = % P(64) = g

(2) In der Definition des bedingten Erwartungswer-
tes wird zwar Uiber alle moglichen Ausprigungen x;
der Zufallsvariable X summiert, also in unserem
Beispiel auch iiber die Werte 1,3,5, aber die zugehs-
rigen bedingten Wahrscheinlichkeiten haben alle den
Wert 0: P(1]4) = P(3|4) = P(5|4) = 0. Der obige in-
tuitive Zugang (Einschriinkung von , dann ge-
wohnliche Erwartungswertbildung) ist also mit der
hier gegebenen Definition (4) ,,vertriglich®. Dies ist
zwar einfach einzusehen, darf aber nicht von vorn-
herein als gegeben angenommen werden; es ist eine
u beweisende Tatsache (sieche unten formulierten
Satz). Wir bedienen uns zur Erliuterung dessen je-
ner Schreibweise, bei der die Zufallsvariable X als
Funktion von Q nach R gesehen wird:

def
EXM4) = Y X(w)P(o|4), )

»el)

Die Wahrscheinlichkeit jedes Versuchsausganges
P() (fiir jedes i e {1,2,3,4,5,6}) hatte beim ur-

spriinglichen Erwartungswert jeweils den Wert L
6

Bei der Berechnung von E£(X]4) haben wir nur mehr
die geraden Zahlen 2,4,6 zugelassen und die ,,zuge-
horigen Wahrscheinlichkeiten haben sich von je-

weils 1 auf jeweils ! erhoht“, Diese VergréBerung
6 3

der ,,Gewichte™ (bei der Mittelwertbildung) um den
Faktor 2 ist zwar schon a priori recht einsichtig, da

in Summe die Gewichte natiirlich wieder 1 sein’

miissen, sich aber die Anzahl der Gewichte halbiert
hat, bedarf aber eben doch einer genaueren Begriin-
dung:

Satz: Filr den bedingten Erwartungswert E(X]4) ei-
ner diskreten Zufallsvariable unter der Bedingung 4
gilt:

EX)= 3 X(@) 2D - —— 5 X(@P((o}).-

weA P(4) P(A)a)eA

Dieser Satz besagt also genau das oben Beschriebe-
ne: die intuitive Sichtweise ist ,,vertriglich® mit der
Definition: (1) Einschrinkung in der Summe auf
we A und (2) Erhohung der zugehorigen Wahr-

scheinlichkeiten um den Faktor P—(l;) > | [d.h. wenn

A ein Drittel von © ausmacht, so werden die Ge-
wichte verdreifacht; wenn — wie oben — A die Hilfte
von QQ ausmacht, so miissen die zugehdrigen Wahr-
scheinlichkeiten (= Gewichte) verdoppelt werden].

Beweis: Nach Definition fir bedingte Wahrschein-
lichkeiten gilt

P PU@Ind) _ ﬂ‘;ﬁ, falls » e A
P(4) (0 falls o ¢ A

Laut Definition des bedingten Erwartungswertes in
der Sichtweise von (5) ist
def
EXd) - Y X(o)P(@|4),
w el
woraus sich mit obiger Darstellung der bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(w| 4) die Behauptung des

Satzes unmittelbar ergibt.

Durch die Kombination bedingte Wahrscheinlichkeit
und Erwartungswert zum bedingten Erwartungswert
wird in einem gewissen Sinn nichts geschaffen, was
neu, iiberraschend oder viel schwieriger zu verstehen
wire — es wird lediglich (wie bei bedingten Wahr-
scheinlichkeiten) der Ereignisraum eingeschrinkt.
Unter diesem Aspekt ist auch véllig klar, daBl be-
dingte Erwartungswerte alle bekannten Eigenschaf-
ten von gewdhnlichen Erwartungswerten haben, z.B.
die Linearitdt: E(aX + Y| 4) = a E(X | A+ E(Y| 4).

1.3 Der Satz vom totalen Erwartungswert

In Analogie zum Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit (1) gilt auch der

Satz vom totalen Erwartungswert: Ist X eine dis-
krete Zufallsvariable und 4, (n=1,2, ..., m) eine
vollstandige Zerlegung des Ereignisraumes €, so
gilt

E(X) = EXADP(A) + ... + EXWA) P(A,)
= Y E(X|4,)P(4,).

n=1

6

Beweis: Aufgrund des Satzes von der totalen Wahr-
scheinlichkeit gilt fir das Ereignis X = x;:

PX=x)= 2 P(X=x,|4,)P(4,)

und damit
EX)= ¥x,P(X=x,) =
k

2% L P(X=x,14,)P(4,) =

k n

2 P(A) X xkP(X =x,|4,) = 3 E(X|4p)P(4p),

n k

E(X4,)

was ja zu zeigen war. In der Schule wire es wahr-
scheinlich besser, zuerst einen entsprechenden Satz
mit einer Teilung von Q) in zwei disjunkte Ereignisse
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A; und 4, = =4, zu behandein (nicht nur formal,
sondem vor allem auch inhaltlich, um durch einfa-
che Beispiele Verstindnis und richtige Vorstellun-
gen zu generieren).

Beispiel: Sei wie oben X die Augenzah! beim Wer-
fen eines Wiirfels, 4, das Ereignis ,es erscheint eine
gerade Augenzahl“ und A4, das Ereignis ,.es erscheint
eine ungerade Augenzahl“. Dann ist der bedingte
Erwartungswert E(X]4,} =4 (siehe oben) und

EX4)=1.2+3.14 5.1 =3 Nach dem Satz vom
3 3 3

totalen Erwartungswert erhalten wir
E(X) = E(X|4) P(4)) + E(X|42)-P(4r) =
4.1 431 =35
2 2

Der Satz vom totalen Erwartungswert besagt nichts
anderes, als daB der Erwartungswert E(X) (auch)
durch ,Berechnen des Erwartungswertes durch Fall-
unterscheidung” bzw. ,Bestimmen von Erwar-
tungswerten in Sonder- bzw. Spezialfillen (Teiler-
wartungswerte)” gewonnen werden kann. Der Ge-

samterwartungswert ist, so gesehen, ein gewichtetes
Mittel aus einzelnen Erwartungswerten in Sonder-
fillen (bedingte Erwartungswerte), wobei diese
Sonderfille eben durch die Ereignisse 4, angezeigt
werden, und diese ,,Teilerwartungswerte™ nach der
Aufirittswahrscheinlichkeit der Ereignisse A; ge-
wichtet werden miissen.

Auch hier gibt es eine Analogie zum Deterministi-
schen: Berechnen von Mittelwerten durch Gewich-
tung von ,,Teilmittelwerten*: Der (Gesamt-) Mittel-
wert m der Kérpergrofien von N Personen kann auch
durch Berechnung der Teilmittelwerte m; und m, in
zwei Teilgruppen zu N, bzw. N, Personen gesche-
hen, wobei diese Teilmittelwerte mit der jeweiligen
GruppengriBe zu gewichten sind:

= M Ny =
m= m —=+m,—= Ny +N,=N.
m AT 1T 4V2
Analog bei einer Aufteilung in k£ Gruppen:

N N
m=m, .—Nl+...+mk 7" ,Ni+..+N,=N.

1.4 Anwendung:
Einfachere Herleitung des Erwartungswertes einer geometrisch verteilten Zufalisvariable: E(X) = 1/p
§

Eine besonders fruchtbare Anwendung bedingter
Erwartungswerte ist die Berechnung des Erwar-
tungswertes einer geometrisch verteilten Zufallsva-
riable, die sonst doch einigen ,,Aufwand* erfordert
(unendliche Reihen, gliedweises Differenzieren
etc.). Sei also X geometrisch verteilt mit dem Para-
meter p, d.h. X sei die Anzahl der notwendigen Ver-
suchswiederholungen eines Zufallsexperiments bis
zum ersten Eintreten eines bestimmten Ereignisses
A, das bei jeder Versuchswiederholung mit kon-
stanter Wahrscheinlichkeit p eintritt (Unabhingig-
keit der einzelnen Versuche sei vorausgesetzt —
»BERNOULLI-Experiment*). Die beiden einfachsten
und am oOftesten genannten Beispiele dazu sind
wohl: ,Werfen einer Miinze, bis zum ersten Mal
Kopf fillt oder ,,Wiirfeln, bis zum ersten Mal eine
Sechs fillt*,

Nun gilt nach obigem Satz vom totalen Erwartungs-
wert (mit A sei hier gemeint: ,,beim ersten Versuch
tritt 4 ein*)

%) E(X) = E(X|4)P(4) + E(X|~A)P(~A)
=1p+ 1+ EX)1-p)

Die hier eingegangene Identitiit E(X]—4) =1 + E(X)

ist leicht zu begrinden: Wenn beim ersten Versuch

nicht 4 (also —A4) eintritt, ist bereits ein Fehlversuch

passiert (daher ,,1 +..*) und das Spiel beginnt von

neuem (daher ,,... + E(X)*). Aus (7) folgt sofort
pE(X) =1 bzw. das endgiiltige Resultat

EX)=~. ®)

p

Im Durchschnitt (auf lange Sicht) muB man dem-
nach zweimal eine Miinze werfen, um zum ersten
Mal Kopf, bzw. sechsmal einen Wiirfel, um erstma-
lig eine Sechs zu erhalten.

Bemerkung: Die gegebene Begrindung fiir
E(X]—A) =1+ E(X) scheint uns zwar ohnehin ausrei-
chend zu sein, sie 148t sich aber auch ,.formal exakt*
durch Einsetzen in die Definition eines Erwartungs-
wertes (2) bzw. bedingten Erwartungswertes (4) be-
werkstelligen.

def <«

EX) = Yk(-p)*ip =
k=1
Lp+2(1-pp+3(1-pYp+4(1-pip+..
def o
EXl~4) = Y k(-p)*2p =
k=2

2p+3(1-pp+4(1-p)’p+5(1-pyp+..

Daraus erkennt man
EXj—-A)=EX + 1)=EX)+ 1.

2 Weitere Beispiele zum bedingten Erwartungswert

In diesem Abschnitt wird eine Reihe von Beispielen
vorgestellt, bei denen die Berechnung des totalen
Erwartungswertes im Vordergrund steht. Die dabei
aufiretenden bedingten Erwartungswerte konnen
-24-
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entweder direkt und intuitiv berechnet werden (dann
mit deren Hilfe auch der gefragte Erwartungswert),
oder durch den Satz vom totalen Erwartungswert
entsteht eine einfache Gleichung fiir den unbekann-



ten Erwartungswert. Die Existenz der jeweiligen
Erwartungswerte wird in keinem Fall thematisiert,
sondern als gegeben vorausgesetzt.

Beispiel 2.1 Bei einer Schieffbude (mit relativ wert-
vollen Gewinnen, daher sind die Kosten vergleichs-
weise etwas héher) sind die Kosten fiir die einzelnen
Schiefiversuche an einer Tafel abzulesen:

1. Versuch: 100,— DM
2. Versuch: 80—~ DM
3. Versuch: 60,— DM
4. Versuch:  40,- DM
ab 5. Versuch: 20— DM

Jemand trifft unabhdngig von den einzelnen Versu-
chen jeweils mit Wahrscheinlichkeit p (die Wahr-
def

scheinlichkeit eines Fehlschusses ist daher q =
1 —p) und schiefit solange, bis er einen Treffer er-
zielt. Was werden die mittleren Kosten einer solchen
Serie sein?

Stechastik in der Schule Band 20(1000), Heft 1

Wenn er schon beim ersten Mal trifft, so betragen
die Kosten 100 DM (die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist p), wenn er erst beim zweiten Mal trifft, so betra-
gen die Kosten 180 DM (dies ist mit Wahrschein-
lichkeit gp der Fall), wenn er erst beim dritten Ver-
such trifft (Wahrscheinlichkeit = ¢°p), so belaufen
sich die Kosten auf 240 DM und wenn er erst beim
vierten Versuch trifft (Wahrscheinlichkeit = ¢°p), so
hat er 280 DM zu bezahlen. Wenn wir wissen, dafl
der Schiitze bereits vier Fehlversuche hinter sich hat,
dann hat er schon 100 + 80 + 60 + 40 = 280, DM
bezahlt und der Erwartungswert der Anzahl der noch
nétigen Versuche betriigt (geometrische Verteilung)

i. Daher betrigt der Erwartungswert der Kosten
P

dann 280 + kel DM. Die (zugehdérige) Wahrschein-
P

lichkeit, daf er vier Fehlversuche hat, ist ¢*. Eine
iibersichtliche Zusammenstellung ist in Tab. 2 gege-
ben.

Zerlegung von Q in 4,...,4s E(Kosten|*) | Wahrscheinlichkeit
A, = Treffer beim 1. Mal: 100,— D
A, = 1. Treffer beim 2. Mal: 180,— qp
As = 1. Treffer beim 3. Mal: | 240,— 7p
A4 =1. Treffer beim 4. Mal: | 280,- qTp
As = 1, Treffer erstab 5. Mal: {280 + 2 q
P

Tab. 2: Kosten in Abhingigkeit vom 1. Treffer

Durch Aufspalten des Erwartungswertes in fiinf be-
dingte Erwartungswerte kommt man zum Ergebnis:

E(Kosten) = 100p + 180gp+ 2404°p + 2804°p
+280+ 2)4*PM.
p

®

Bemerkung: Wenn p nicht die Trefferwahrschein-

lichkeit, sondern die Wahrscheinlichkeit fir einen
FehlschuB ist, so werden durch (9) die mittleren
Kosten einer Serie bis zum ersten FehlschuB darge-
stellt.

Beispiel 2.2 Der Gewinner eines Preisausschreibens
steht vor einem Kdstchen mit vier Schubladen. Eine
Schublade enthdlt 3000 DM, eine zweite 2000 DM,
eine dritte 1000 DM und die vierte ist die , Nietenla-
de", sie enthdlt keinen Gewinn. Der Gewinner darf
nun eine Lade ziehen und den darin enthaltenen Be-
trag als Gewinn verbuchen. Nun wird erstens die
geleerte Lade wieder mit demselben Geldbetrag ge-
Sfillt und zweitens werden die Laden durch den
Quizmaster (oder durch einen Zufallsgenerator) neu
im Kdstchen verteilt, so daf der Gewinner dies nicht
sieht und er ein zweites Mal das Gliick herausfor-
dern kann (,,2. Runde“). Dies wird solange wieder-
holt, bis der Gewinner die ,, Nietenlade “ erwischt.

Wieviel muf die Lotteriegesellschaft dem Gewinner
eines solchen Preisausschreibens im Mittel bezah-
len?

Da der Gewinner bei allen Ladendffnungen keinerlei
Information hat, wihlt er bei jedem Versuch eine der
vier Laden mit Wahrscheinlichkeit 3. Wenn er beim
ersten Versuch die Lade mit 3000 DM erwischt, so
hat ihm diese Runde eben 3000 DM eingebracht und
er steht vor der gleichen Situation, vor der er ganz zu
Beginn stand. Wenn E der (unbekannte) Erwar-
tungswert des Gewinnes dieses Spiels ist, so ist dann
sein nunmehriger Erwartungswert wohl durch 3000
+ E gegeben (die zugehdrige Wahrscheinlichkeit
betréigt 1). Analoge Uberlegungen fiir die anderen
moglichen Laden bei seiner ersten Ziehung fiihren
zur Gleichung

E =1 (3000 + E) + 3 (2000+ E) +

3 (1000 + E) + 30,

woraus wir unmittelbar £ = 6000 DM erhalten. Dies
ist auch durch folgende Uberlegung plausibel: Auf
lange Sicht wird die vierte Ladentffnung erstmals
die ,Nietenlade* bringen (Erwartungswert der geo-
metrischen Verteilung!) und vorher wird jede Lade
einmal drangekommen sein: 3000 + 2000 + 1000 =
6000.
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Beispiel 2.3 Wie grop ist beim Wiirfeln die erwartete
Augensumme, bevor zum ersten Mal eine ,,6“ fdllt?

Dies ist ein vollig analoges Beispiel zu 2.2. Diesmal
wollen wir es formaler 16sen. Sei AS die Augen-
summe, bevor die erste ,,6“ fillt, 1 sei das Ereignis
»beim ersten Wurf fillt eine 1 (analog fiir 2,3,4,5,6).
Nach dem Satz vom totalen Erwartungswert erhalten

WIT':
E(48) = E(48) [1])-P(1]) + E(48)[2)-P(2]) +
E(48) (3])-P(3]) + E(48 [a])-P(4]) +
E(481[5)-P(5]) + E(48[6])-P(6)) -

Nun ist kiar, daB P(7]) = 2 fiir / = 1,...,6 und E(4S]
6

[i]) = i+ E(4S) fiir i =1,...,5 bzw. E(4S][6]) = 0 gilt.
def

Damit erhalten wir mit E = E(4S)

E=%[(1+E)+(2+E)+(3+E)+

4+ E)+(S+E),
und daraus schlieBlich E=1+2+3+4+5=15.

Beispiel 2.4 Was wdre der faire Einsatz fiir folgen-
des Spiel: In einer Ziehungstrommel befinden sich
20 Kugeln: 2 rote, 3 griine, 4 blaue und 11 weife.
Vor jeder Ziehung werden die Kugeln mittels eines
Geblases durchmischt; die gezogene Kugel wird
nach jeder Ziehung wieder ,,zuriickgelegt”, so daf
vor jeder Ziehung dieselbe Ausgangslage herrschi.
Eine rote Kugel bringt einen Gewinn von 1000 DM,
eine grine eine Gewinn von 500 DM, eine blaue
Kugel bringt 100 DM und eine weifie Kugel bringt
keinen Gewinn. Der Spieler darf solange die
Mischmaschine fiir eine neuerliche Ziehung starten,
bis er eine weifle Kugel erwischt und damit keinen
Gewinn erzielt.

Wenn man unter dem fairen Einsatz den Erwar-
tungswert £ des Gewinnes versteht, so erhilt man
mit Hilfe des Satzes vom totalen Erwartungswert fiir
E die Beziehung

E= 21000+ E) + = (500 + E) +
20 20

2 a00+E)+ Lo,
20 20

woraus sich E = 3? ~354.55 DM ergibt.

Beispiel 2.5 Ein Arbeiter bedient in einer Fabrik-
anlage n gleichartige Maschinen, die geradlinig und
dquidistant angeordnet sind (siehe Abb. 1). Der Ab-
stand je zweier benachbarter Maschinen betrage a,
die Gesamtlinge | dieser ,, Maschinenstrafe* daher
! = (n - 1)a. Die Maschinen arbeiten an sich vollig
selbstandig, nur in einem Storfall, der durch ein
Aufleuchten einer Lampe angezeigt wird, muf der
Arbeiter zur jeweiligen Maschine gehen und nach
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dem Rechten sehen. Welchen Weg muf der Arbeiter
beim Gang zu einer aufleuchtenden Maschine , im
Durchschnitt“  zuriicklegen (Erwartungswert der
Wegliinge zwischen den Maschinen)?

12 3 Kk n
)

Abb. 1: n Maschinen im Abstand a

Wir numerieren die Maschinen von links nach rechts
von 1 bis n; der Arbeiter stehe gerade bei der Ma-
schine mit Nummer k (wir bezeichnen dieses Ereig-
nis mit M,;). Da der Arbeiter keine Vorliebe fiir eine
bestimmte Maschine hat, ist die Wahrscheinlichkeit,
daB er sich gerade bei der k-ten Maschine befindet,

gleich L, also P(My) = L firl<k<n.
n n

Da alle Maschinen nach Voraussetzung von der
gleichen Art sind, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB die nichste Maschine, welche die Aufmerksam-
keit des Arbeiters erfordert, die Nummer i trigt, in

jedem Fall auch gleich 1 (1 i< n)(auch fir i = &,
n

dann hitte er gar keinen Weg zuriickzulegen). Wenn
sich also der Arbeiter bei der Maschine & befindet
und der nichste Storanfall bei der Maschine i statt-
findet, so ist die zuriickzulegende Wegstrecke WM,
(Weglinge, wenn man weiB, daBl sich der Arbeiter
bei der Maschine & befindet) gegeben durch
. -
M= { e e o
(i-k)a furi > k.
W\M, ist eine Zufallsvariable, die (bei festem k) von
i abhidngig ist. Fiir ihren Erwartungswert erhalten

wir nach Definition (der konstante Wert 1 wurde

n
bereits herausgehoben: Wahrscheinlichkeit, daf die
néchste Stérung bei der Maschine i stattfindet):

k n
E(WM,) = l(Z(k—i)a+ 3 (i—k)a]
"\i=1 i=k+1
_ a(k(k—l) ) (n—k)(n—k+l))
2 2

X

=22
» [2k 2(n+l)k+n(n+1):, .

Mit P(M,) =1 und dem Satz vom totalen Erwar-
n
n
tungswert [hier: E(W) = Y. E(W|M,)-P(M,)] er-
k=1
halten wir fiir den interessierenden Erwartungswert:

EW) -3 —‘13-[2k2—2(n+l)k+n(n+1)] :

k=12n



n
Bekanntlich ist 3"k = 2*1. (gben schon benutzt)
k=1
n
und Y K = n_(ntl:S(_Zrﬂ)_’ wodurch sich nach we-
k=1

nigen Umformungen

2
" 3n 3 M

n

ergibt (dabei bezeichnet / = (n — 1)a den Abstand
der beiden #uBersten Maschinen). Bei gleichblei-
bendem / und wachsendem » konvergiert dieser Er-

wartungswert also von / 2 (bei n = 2) streng mo-
2
noton fallend nach I-l (z.B. l-i bei n = 4, oder
3 12
11 .
[-— bei n=10).
30

Beispiel 2.6 Ein schwarzer und ein roter Wiirfel
werden geworfen. Wie grof ist der durchschnittliche
Unterschied der beiden Augenzahlen?

Sei A die Zufallsvariable, die den Unterschied der
beiden gewiirfelten Augenzahlen beschreibt. Thre
moéglichen Ausprigungen sind natiirlich {0,1,2,3.4,
5}; der gréBte Unterschied S ergibt sich bei (1,6)
bzw. (6,1), der kleinste Unterschied 0 ergibt sich bei
gleichen Augenzahlen, also bei (1,1), (2,2), (3,3),
“,4), (5,9, (6,6). Wir interessieren uns fiir den Er-
wartungswert der Zufallsvariable A.

Die vollstindige Ereignisdisjunktion nehmen wir vor
nach der vom schwarzen Wiirfel gezeigten Augen-
zahl: diese kann 1,2,3,4,5,6 sein. Sei also S, das Er-
eignis, daBl der schwarze Wiirfel £ zeigt, £ € (,...,6).

Nach dem Satz vom totalen Erwartungswert erhalten

wir zunédchst
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E(A) = E(AIS)P(S)) + .. + E(AlS6)P(Ss)
und mit P(Sy) = l fir k € {1,....6}

E(A)= —[E(AIS )+ +E(AlSs] = gz E(A]S,).
k_
Wir haben also zuniichst die einzelnen bedingten
Erwartungswerte E(A|S)) zu berechnen, d.h. die Er-
wartungswerte von A in den einzelnen (,,Son-
der-*) Fillen, daB der schwarze Wirfel k zeigt.
Wenn der schwarze Wiirfel & (fest) zeigt, so hingt A
natiirlich nur mehr vom Ergebnis des roten Wiirfels
ab. Je nachdem, ob der rote Wiirfel 1, 2, 3, 4, 5, 6

zeigt (jeweils mit Wahrscheinlichkeit %), ergeben

sich die Werte von A und damit die (bedingten) Er-
wartungswerte in diesen einzelnen Fillen:

E(A|Sl)=l ©+1+2+3+4+5=2

6
E(AISz)=%(1+0+1+2+3+4)_ -
E(A|S3)=—l:-(2+l+0+1+2+3)=%
BAIS)=2 (3 +2+1+0+1+2)=2
BAIS) =+ (4+3+2+140+1)= u

15

EQAIS)=+ (5+4+3+2+1+0)= =
6

Dadurch erhalten wir fiir den interessierenden Er-
wartungswert E(A)

EQ)= (2222
6666666

70 35 1_ ~1.94
36 18 18

Der Erwartungswert des Unterschiedes der Augen-
zahlen beim Werfen zweier Wiirfel betrigt also
knapp unter 2.

(15 11 9 9 11 15)
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