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Weg fiihrte zwar ebenfalls zum Ziel, bedurfte aber 
großer Anstrengungen; deshalb wird an dieser 
Stelle auf einen Abdruck dieses relativ wnfangrei
chen Beweises verzichtet. 

Stattdessen möchte ich noch auf eine Idee in (Trei
ber 1988) hinweisen. Dort wird verdeutlicht, wie 
man die Fonnel (6) auf das allgemeinere Zählprin
zip des Ein- undAusschließens zurückfUhren kann. 

Man kann nun die Fonnel des Ein- und Ausschlie
ßens mit vollständiger Induktion beweisen (Treiber 
verzichtet darauf, man findet den Beweis aber z. B. 
in (Henze 1997) auf S. 72) oder sie wieder auf ein 
allgemeineres Zählprinzip, den binomischen Lehr
satz zurückfUhren, wie es z. B. in (Danckwerts/ 
VogellBovermann 1985) auf den Seiten 128/129 
und 152 auch fiir LK-Schüler verständlich darge
stellt ist 
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Bedingte Erwartungswerte 

Hans Humenberger, Wien 

Zusammenfassung: Das Thema Bedingte Erwartungswerte ist in der didaktischen Literatur nicht oft zu finden. 
Es ist daher kein Wunder, daß sie in vielen Stochastikkursen für Schüler (und bisweilen vielleicht auch fiir Stu
denten) fehlen. Dies ist u.E. insbesondere dann ,,schade", wenn in einem Stochastikkurs sowohl bedingte Wahr
scheinlichkeiten als auch Erwartungswerte besprochen werden. Die dann noch fehlende Symbiose zum beding
ten Erwartungswert ist nicht mehr mit viel zusätzlichem Aufwand verbunden, öffuet aber eine Reihe von Ein
satz- bzw. Anwendungsmöglichkeiten (siehe z.B. KILIAN 1987 oder HUMENBERGER 1998abc). 

Nach einer kurzen Replik von bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten bei diskreten Zufallsvari
ablen wird ein intuitiver Zugang zu bedingten Erwartungswerten (in Analogie zu bedingten Wahrscheinlichkei
ten) kurz dargestellt. Die (etwas abstraktere) Definition eines bedingten Erwartungswertes ist jedoch mit dieser 
der Intuition entsprechenden Sichtweise verträglich. Es folgen in dieser Arbeit dann einige kurze Beispiele, die 
das ,,Potential" von bedingten Erwartungswerten illustrieren sollen. 

1 Bedingte Erwartungswerte 

1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte 

Bedingte Erwartungswerte stehen zu normalen Er
wartungswerten im selben Verhältnis wie bedingte 
Wahrscheinlichkeiten zu normalen Wahrscheinlich
keilen. Deshalb sei kurz an bedingte Wahrschein
lichkeiten erinnert. Meist geschieht der Zugang zu 
diesen intuitiv anband eines Beispiels wie dem fol
genden. Jemand hat aus einer Personengruppe, die 
sich aus Damen - Herren bzw. Brillenträgern -
Nicht-Brillenträgern (wie in Tab. 1 zu lesen) zu
sammensetzt, eine Person zufiillig ausgewählt 

D H 
I B 2 3 
I .... B 5 4 

Tab. 1: Damen (D) - Herren (ll), 
Brillenträger (B) - Nicht-Brillenträger ( -.B) 

-20 -

Man erhält aus dieser Tabelle sofort fiir die einzel
nen Wahrscheinlichkeiten: 

P(D) = 2. = ~ , P(ll) = 2. = ~ , 
14 2 14 2 

P(B) = 2. , P( -.B) = ~ . 
14 14 

Jemand verrät einem, daß es sich bei der gewählten 
Person um eine Dame handelt. Wie groß ist dann 
die Wahrscheinlichkeit, daß diese Dame eine Bril
lenträgerin ist? 

Auch wenn jemand noch nichts von bedingten 
Wahrscheinlichkeiten gehört hat, so wird er argu
mentieren: Aufgrund der Information, die ich habe, 
kommen nur mehr noch die 7 Damen in Frage 
(,,Anzahl der möglichen Fälle"), wobei 2 von die
sen ("günstige Fälle") Brillenträgerinnen sind. Der 
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ursprüngliche Ereignisraum n einer Zufallswahl 
(nämlich die Gesamtheit aller 14 Personen) wurde 
durch die Information (,;Bedingung") Dame auf 7 
Personen eingeschränkt (analog wäre es, wenn man 
wüßte, daß es sich bei der gewählten Person um ei
nen Herrn handelt). 

Man sieht also auch intuitiv, daß der Anteil ,;Bril
lenträger unter den Damen bzw. Herren" sich durch 
folgende Werte charakterisieren läßt: 

P(BID) = .:, P(BIH) = ~ . 
7 7 

Diesem intuitiven Zugang folgt dann meist eine 
Exaktifizierung (genaue Definition) und eine Zu
sammenstellung bzw. Begründung gewisser Rechen
regeln bei bedingten Wahrscheinlichkeiten. 

Definition: Wenn A ein Ereignis mit positiver 
Wahrscheinlichkeit ist, so definiert man die bedingte 
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B (unter der 
Bedingung A) durch 

def 
P(BIA) = P(BnA) 

P(A) 

Dadurch wird der Begriff (gegenüber der intuitiven 
Vorstellung) vielleicht wieder um einiges abstrakter 
(und auch leistungsfähiger), aber man sollte doch 
auch die einfache Vorstellung von Wahrscheinlich
keiten in Spezialjällen bei bedingten Wahrschein
lichkeiten bewahren: ,,P(BID) = Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses B (Brillenträger) in jenem Spezial
fall, wenn man schon weiß, daß das Ereignis D 
(Dame) eintritt bzw. bereits eingetreten ist". Sollte 
sich bei zwei Ereignissen A,B herausstellen, daß 
P(AIB) = P(A) ist, so ist die Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses A offenbar unabhängig davon, ob B ein
getreten ist oder nicht: die Zusatzinformation, daß B 
eingetreten ist, bringt bzgl. der Wahrscheinlichkeit. 
des Ereignisses A keine Veränderung. Es scheint da
her auch anschaulich naheliegend, zu sagen bzw. zu 
definieren: Zwei Ereignisse A und B heißen (sto
chastisch) unabhängig voneinander, wenn P(AIB) = 

P(A) gilt. 

Eine wichtige ,,Rechenregel" im Zusammenhang mit 
bedingten Wahrscheinlichkeiten ist der "Satz von 
der totalen Wahrscheinlichkeit". Er dient der Be
rechnung von "totalen" Wahrscheinlichkeiten durch 
gewisse "Teilwahrscheinlichkeiten" (dies sind eben 
bedingte Wahrscheinlichkeiten). Das Ereignis B = 
"es wird ein Brillenträger gewählt' (als "totales" Er
eignis oder "Gesamtereignis") hat - wie wir von 
oben schon wissen - eine Wahrscheinlichkeit von 

P(B) = ~. Diese Wahrscheinlichkeit kann aber 
14 

auch durch ,,Aufspalten der totalen Wahrscheinlich
keit in Teilwahrscheinlichkeiten, also durch Fallun
terscheidung" berechnet werden, genau dies besagt -
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salopp, aber u.E. hilfreich formuliert - der Satz von 
der totalen Wahrscheinlichkeit. 

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Ist X ei
ne diskrete Zufallsvariable und An (n = 1,2, ... ,m) eine 
vollständige Zerlegung des Ereignisraumes n [auch 
vollständiges Ereignissystem oder vol/ständige Er
eignisdisjunktion genannt, dh. ein Ereignissystem 

m 
mit U A" = n, An:cf; 0 undA; n Aj fUr i:cf; Jl, dann 

n=1 

gilt 

P(B) = P(B~J P(A 1) + ... + P(B~m) P(Am} (I) 

Im Fall einer Aufteilung von n in zwei disjunkte Er-
eignisse A und .... A bedeutet dies P(B) = P(B~)·P(A) 

+ P(BI .... A)·P( .... A). In unserem Beispiel ergibt sich 
dadurch 

2 1 3 1 5 
P(B) = P(BID)P(D) + P(BIH)P(H) = -.-+-.- = - . 

7 2 7 2 14 

Bei diesem ,;Berechnen von Wahrscheinlichkeiten 
durch Fallunterscheidung" müssen die jeweiligen 
Teilwahrscheinlichkeiten (bedingte Wahrscheinlich
keiten in gewissen Sonderfällen, hier: D bzw. H) 
gewichtet werden nach der Wahrscheinlichkeit, mit 
der die jeweiligen Sonderfälle überhaupt eintreten. 

So gesehen besagt der Satz von der totalen Wahr
scheinlichkeit nichts anderes, als daß eine Gesamt
wahrscheinlichkeit als gewichtetes Mittel einzelner 
zugehöriger Teilwahrscheinlichkeiten (Wahr
scheinlichkeiten in Sonderfällen, Gewichtung je 
nach Wahrscheinlichkeit der Sonderfälle) berechnet 
werden kann. 

Diese Sichtweise hat auch eine Entsprechung im 
deterministischen Bereich, bei Anteilen, Prozentsät
zen bzw. relativen Häufigkeiten: Berechnen von Ge
samt-Anteilen, Prozentsätzen bzw. relativen Häl{/ig
keiten durch Gewichtung der entsprechenden 
(Teil-)Werte in den jeweiligen "Teilen" bzw. "Teil
gruppen"; z.B. Prozentsätze: 

25% von 801 + 50% von 120/ = 400!o von 200/. 

Der Gesamtprozentsatz 40 kann als gewichtetes 
Mittel der Teilprozentsätze 25 und 50 aufgefaßt 
werden: 

25.~+50. 120 = 40. 
200 200 -........-..... -........-..... 

10 30 

Bevor wir uns nun dem Begriff "Bedingter Er
wartungswert" zuwenden, sei kurz auch die De
finition des Erwartungswertes einer diskreten Zu
fallsvariable angegeben. 

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable 
mit {Xl> X2, X3, ••• , Xk, ••• } als mögliche Werte. Unter 
dem Erwartungswert E(X) der Zufallsvariable X ver
steht man die Summe 
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def 
E(X) = L X/rP(X =x/r), (2) 

k 

falls diese (möglicherweise unendliche) Reihe ab
solut konvergiert. Andernfalls sagt man, die Zufalls
variable Xhat keinen Erwartungswert. 

Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable 
X ist also nichts anderes als ein (gewichteter) Mit
telwert aller möglicher A usprägoogen Xh gewichtet 
mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(X = Xt), 
deren Summe natürlich I ergibt. 

Oft ist es auch günstig, jene Sichtweise zugrunde
zulegen, nach der eine Zufallsvariable eine (meßba
re) Funktion vom Ereignisraum n nach R ist (X": n 
-+ R), Wld statt von den Werten X/r von den (Funkti
ons-) Werten X(~)zu sprechen. In dieser Sichtweise 
kann der Erwartungswert einer diskreten Zufallsva
riable X auch folgendermaßen geschrieben bzw. de
finiert werden (mit n = {lüt, ... , ~, ... }), wobei die 

Äquivalenz zu obiger Definition wohl evident ist. 
Falls die (möglicherweise unendliche) Reihe absolut 
konvergiert, definiert man: 

def 
E(X) = LX(w;)P({w;}) = L X(w)P({w}). (3) 

WEn 

Beispiel: Sei X die Augenzahl beim Werfen eines 
Würfels. Der Ereignisrawn n besteht dann aus den 
möglichen Versuchsergebnissen n = {I ,2,3,4,5,6}, 
wobei hier die einzelnen ~ gleich den einzelnen Xi, 

den möglichen Werten der Zufallsvariable sind. Da 
die Wahrscheinlichkeit für jeden möglichen Ver-

1 
suchsausgang beim Würfeln - beträgt, ist der Er-

6 

wartungswert von X (bekanntlich) durch E(X) = 1· 2. 
6 

1 1 1 1 1 
+ 2·- + 3·- + 4·- + 5·- + 6·- = 3.5 gegeben. 

6 6 6 6 6 

1.2 "Bedingte Erwartungswerte" - Einführung und Definition für diskrete ZufaUsvariable 

Wenn in einem Stochastikkurs gewöhnliche Erwar
tungswerte Wld bedingte Wahrscheinlichkeiten the
matisiert werden. dann ist es kein großer Schritt 

r 
mehr zum Begriff des bedingten Erwartungswertes, 
der auch keine großen Verständnisschwierigkeiten 
machen sollte, zumindest dann nicht, wenn Erwar
tungswerte Wld bedingte Wahrscheinlichlr:eiten be
reits verstanden wurden. Es bedarf lediglich eines 
Vereinens bzw. Vernetzens der gelernten Begriffe. 

Beispiel: Die Zufallsvariable X stelle die Augenzahl 
beim Würfeln dar Wld A bedeute "es flillt eine gera
de Zahl", dann wird man auch intuitiv [wenn man 
nur den Begriff Erwartungswert, nicht aber bedingte 
Erwartungswerte kennt] den Erwartungswert von X; 
wenn man weiß, daß eine gerade Zahl gefallen ist 
(diese Information kann z.B. von einem anderen Be
obachter stammen) durch folgende Überlegoog ge
winnen: Durch die Information A = "es ist eine gera
de Augenzahl gefallen" wird der ursprüngliche Er
eignisrawn Cl = {1,2,3,4,5,6} auf Cl nA = {2,4,6} 
eingeschränkt, es kommen nur mehr noch diese in 
Frage (analog zu den ,,Damen" bei den bedingten 
Wahrscheinlichkeiten). Da keiner dieser drei noch 
möglichen Ausgänge des Würfelexperimentes durch 
die gegebene Information bevorzugt wird, wird man 
wohl jedem Wahrscheinlichkeit 113 zuordnen. Man 
wird also den in Rede stehenden (bedingten) Er
wartungswert (in diesem "Sonderfall", Wlter dieser 
,,Bedingoog") intuitiv durch gewöhnliche Erwar
tungswertbildWlg Wlter den vermöge der Bedingoog 
weiterhin möglichen Werten gewinnen Wld ihn mit 

,,E(X]A)" = 2· 2. + 4· 2. + 6· 2. = 4 
3 3 3 

angeben (die Anfiihrungszeichen sollen andeuten, 
daß an dieser Stelle der Begriff E(X]A) noch gar 
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nicht definiert ist). Ganz analog wie bei bedingten 
Wabrscheinlichkeiten kann dieser intuitive Zugang 
("bedingter Erwartungswert = Erwartungswert in ei
nem Spezial- bzw. Sonderfall", ,,Einschränkung des 
Ereignisrawnes Cl Wld dann (gewichtete) Mittel
wertbildung der verbleibenden Werte") wieder ex
aktifiziert werden und in einer Definition münden 
(siehe Wlten). 

Salopp formuliert: Wenn X eine Zufallsvariable und 
A ein Ereignis (mit positiver Wahrscheinlichkeit) ist, 
dann ist der bedingte Erwartungswert E(X\A) der Zu
fallsvariable X der Erwartungswert von X; wenn man 
weiß, daß das Ereignis A eingetreten ist. Man be
trachtet also nur mehr solche Fälle (läßt nur mehr 
diese zu), die das Ereignis A realisieren, Wld be
stimmt unter dieser Bedingung den Erwartungswert 
der Zufallsvariablen X. Es passiert also nichts weiter, 
als daß der Ereignisraum n auf n nA reduziert 
wird, d.h. auf jene Ereignisse, die A realisieren (dann 
,,gewöhnliche" Erwartungswertbildung). 

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable 
mit {x" X2, X3, ••• , XI<> ••• } als mögliche Werte und A 
ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit. Der 
bedingte Erwartungswert bezüglich der Bedingoog 
A wird dann definiert durch 

def 

E(X]A) = LXkP(X =Xk IA), (4) 
k 

falls die (möglicherweise unendliche) Reihe absolut 
konvergiert. In der Definition sind also die Wahr
scheinlichkeiten (im Vergleich zum gewöhnlichen 
Erwartungswert) durch bedingte Wahrscheinlich
keiten zu ersetzen. 
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Bemerkungen: 

(I) Die oben auftretenden Wahrscheinlichkeiten mit 
dem Wert 1/3 sind also nichts anderes als die be
dingten Wahrscheinlichkeiten 

1 1 1 
P(21A) = -, P(41A) = -, P(61A) = -. 

3 3 3 

(2) In der Definition des bedingten Erwartungswer
tes wird zwar über alle möglichen Ausprägungen Xk 
der Zufallsvariable X summiert, also in unserem 
Beispiel auch über die Werte 1,3,5, aber die zugehö
rigen bedingten Wahrscheinlichkeiten haben alle den 
Wert 0: P(1IA) = P(31A) = P(51A) = O. Der obige in
tuitive Zugang (Einschränkung von n, dann ge
wöhnliche Erwartungswertbildung) ist also mit der 
hier gegebenen Definition (4) "verträglich". Dies ist 
zwar einfach einzusehen, darf aber nicht von vorn
herein als gegeben angenommen werden; es ist eine 
zu beweisende Tatsache (siehe unten formulierten 
Satz). Wir bedienen uns zur Erläuterung dessen je
ner Schreibweise, bei der die Zufallsvariable X als 
Funktion von n nach R gesehen wird: 

def 
E(XIA) = L X(m)P(mIA), (5) 

IDEQ 

Die Wahrscheinlichkeit jedes Versuchsausganges 
P(i) (fiir jedes i E {1,2,3,4,5,6}) hatte beim ur-

sprünglichen Erwartungswert jeweils den Wert 2.. 
6 

Bei der Berechnung von E(XIA) haben wir nur mehr 
die geraden Zahlen 2,4,6 zugelassen und die ,,zuge
hörigen Wahrscheinlichkeiten haben sich von je-

weils 2. auf jeweils 2. erhöht". Diese Vergrößerung 
6 3 

der "Gewichte" (bei der Mittelwertbildung) um den 
Faktor 2 ist zwar schon apriori recht einsichtig, da 
in Summe die Gewichte natürlich wieder I sein· 
müssen, sich aber die Anzahl der Gewichte halbiert 
hat, bedarf aber eben doch einer genaueren Begrün
dung: 

Satz: Für den bedingten Erwartungswert E(XIA) ei
ner diskreten Zufallsvariable unter der Bedingung A 
gilt: 

E(XIA)= L X(m) P({w}) = _1_ L X(m)P({m}). 
weA P(A) P(A) weA 

Dieser Satz besagt also genau das oben Beschriebe
ne: die intuitive Sichtweise ist "verträglich" mit der 
Definition: (I) Einschränkung in der Summe auf 
mE A und (2) Erhöhung der zugehörigen Wahr-

scheinlichkeiten um den Faktor _1_ > I [d.h. wenn 
P(A) 

A ein Drittel von n ausmacht, so werden die Ge
wichte verdreifacht; wenn - wie oben - A die Hälfte 
von n ausmacht, so müssen die zugehörigen Wahr
scheinlichkeiten (= Gewichte) verdoppelt werden]. 

Beweis: Nach Definition fiir bedingte Wahrschein
lichkeiten gilt 

def P({m}nA) _jP({m}), faUs (J) E A 
P(mlA) = - P(A) . 

P( A) 0, falls (J) ~ A 

Laut Definition des bedingten Erwartungswertes in 
der Sichtweise von (5) ist 

def 
E(XIA) = L X(m)P(mIA) , 

wen 
woraus sich mit obiger Darstellung der bedingten 
Wahrscheinlichkeiten P(m I A) die Behauptung des 
Satzes unmittelbar ergibt. 

Durch die Kombination bedingte Wahrscheinlichkeit 
und Erwartungswert zum bedingten Erwartungswert 
wird in einem gewissen Sinn nichts geschaffen, was 
neu, überraschend oder viel schwieriger zu verstehen 
wäre - es wird lediglich (wie bei bedingten Wahr
scheinlichkeiten) der Ereignisraum eingeschränkt. 
Unter diesem Aspekt ist auch völlig klar, daß be
dingte Erwartungswerte alle bekannten Eigenschaf
ten von gewöhnlichen Erwartungswerten haben, z.B. 
die Linearität: E(aX + YI A) = a E(XI A)+ E(YI A). 

1.3 Der Satz vom totalen Erwartungswert 

In Analogie zum Satz von der totalen Wahr
scheinlichkeit (I) gilt auch der 

Satz vom totalen Erwartungswert: Ist X eine dis
krete Zufallsvariable und An (n = 1,2, ... , m) eine 
vollständige Zer/egung des Ereignisraumes n, so 
gilt 

(6) m 

= L E(XIA,,)P(A,,). 
n=1 

Beweis: Aufgrund des Satzes von der totalen Wahr
scheinlichkeit gilt fiir das Ereignis X = Xk: 

P(X= Xk) = LP(X =xk IA,,)P(A,,) 

und damit 
n 

E(X)= LXkP(X=Xk ) = 
k 

LXkLP(X=xklA,,)P(A,,) = 
k n 

LP(A,,)LXkP(X=xklA,,) = LE(XIAn)P(An), 
n ,k n 

E(XIAn ) 

was ja zu zeigen war. In der Schule wäre es wahr
scheinlich besser, zuerst einen entsprechenden Satz 
mit einer Teilung von n in zwei disjunkte Ereignisse 
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Al Wld A2 = -,AI zu behandeln (nicht nur formal, 
sondern vor allem auch inhaltlich, um durch einfa
che Beispiele Verständnis Wld richtige VorstellWl
gen zu generieren). 

Beispiel: Sei wie oben X die Augenzahl beim Wer
fen eines Würfels, A I das Ereignis "es erscheint eine 
gerade Augenzahl" WldA2 das Ereignis "es erscheint 
eine Wlgerade Augenzahl". Dann ist der bedingte 
ErwartWlgswert E(XlAI} = 4 (siehe oben) Wld 

I I I 
E(X]A2) = 1· - + 3· - + 5· - = 3. Nach dem Satz vom 

3 3 3 

totalen ErwartWlgswert erhalten wir 

E(X) = E(X]A}P(A I ) + E(X]A2)·P(A2) = 

4.~ + 3.~ = 3.5 
2 2 

Der Satz vom totalen Erwartungswert besagt nichts 
anderes, als daß der Erwartungswert E(X) (auch) 
durch ,,Berechnen des Erwartungswertes durch Fall
WlterscheidWlg" bzw. ,,Bestimmen von Erwar
tWlgswerten in Sonder- bzw. Spezialfällen (Teiler
wartungswerte )" gewonnen werden kann. Der Ge-

sarnterwartWlgswert ist, so gesehen, ein gewichtetes 
Mittel aus einzelnen Erwartungswerten in Sonder
fällen (bedingte Erwartungswerte), wobei diese 
Sonderfälle eben durch die Ereignisse Ai angezeigt 
werden, Wld diese "Teilerwartungswerte" nach der 
Auftrittswahrscheinlichkeit der Ereignisse Ai ge
wichtet werden müssen. 

Auch hier gibt es eine Analogie zum Deterministi
schen: Berechnen von Mittelwerten durch Gewich
tWlg von "Teilrnittelwerten": Der (Gesamt-) Mittel
wert m der Körpergrößen von N Personen kann auch 
durch BerechnWlg der Teilrnittelwerte ml Wld m2 in 
zwei Teilgruppen zu NI bzw. N2 Personen gesche
hen, wobei diese TeiImittelwerte mit der jeweiligen 
Gruppengröße zu gewichten sind: 

NI N2 m= ~.-+m2·- ,NI +N2 =N 
N N 

Analog bei einer AufteilWlg in k Gruppen: 
_ NI Nk _ 

m- ~.-+ ... +mk·- ,NI + ... +Nk-N. 
N N 

1.4 Anwendung: 
Einfachere Herleitung des Erwartungswertes einer geometrisch verteBten Zufallsvariable: E(X) = IIp 

f 

Eine besonders fruchtbare AnwendWlg bedingter 
Erwarbmgswerte ist die BerechnWlg des Erwar
tWlgswertes einer geometrisch verteilten Zufallsva
riable, die sonst doch einigen ,,Aufwand" erfordert 
(Wlendliche Reihen, gliedweises Differenzieren 
etc.). Sei also X geometrisch verteilt mit dem Para
meter p, d.h. X sei die Anzahl der notwendigen Ver
suchswiederholWlgen eines Zufallsexperiments bis 
zum ersten Eintreten eines bestimmten Ereignisses 
A, das bei jeder VersuchswiederholWlg mit kon
stanter Wahrscheinlichkeit p eintritt (Unabhängig
keit der einzelnen Versuche sei vorausgesetzt -
,,BERNoULLI-Experiment"). Die beiden einfachsten 
Wld am öftesten genannten Beispiele dazu sind 
wohl: "Werfen einer Münze, bis zum ersten Mal 
Kop/filllt" oder "Würfeln, bis zum ersten Mal eine 
Sec hs fällt". 

NWl gilt nach obigem Satz vom totalen Erwartungs
wert (mit A sei hier gemeint: "beim ersten Versuch 
tritt A ein") 

(7) E(X) = E(XlA)P(A) + E(X]-,A)P(-,A) 
= l-p + (l + E(X»(I-p). 

Die hier eingegangene Identität E(X]-,A) = 1 + E(X) 
ist leicht zu begründen: Wenn beim ersten Versuch 
nicht A (also -,A) eintritt, ist bereits ein Feh/versuch 
passiert (daher "I + ... ") Wld das Spiel beginnt von 

neuem (daher " ... + E(X)"). Aus (7) folgt 
pE(X) = 1 bzw. das endgültige Resultat 

sofort 

1 E(X)= ;·1 (8) 

Im Durchschnitt (auf lange Sicht) muß man dem
nach zweimal eine Münze werfen, um zum ersten 
Mal Kopf, bzw. sechsmal einen Würfel, um erstma
lig eine Sechs zu erhalten. 

Bemerkung: Die gegebene Begründung fiir 
E(X]-,A) = I + E(X) scheint WlS zwar ohnehin ausrei
chend zu sein, sie läßt sich aber auch "formal exakt" 
durch Einsetzen in die Definition eines Erwartungs
wertes (2) bzw. bedingten Erwartungswertes (4) be
werkstelligen . 

def 00 

E(X) = l:k'(l_p)k-I p = 
k=1 

l·p + 2·(1-p)p + 3·(1-p)2p + 4.(1- p)3p + ... 
def 00 

E(XI-,A) = l:k'(l_p)k-2 p = 

k=2 

2·p + 3·(1 - p)p + 4·(1 - pip + 5.(1-p)3p + '" 

Daraus erkennt man 
E(X]-,A) = E(X + I) = E(X) + 1. 

2 Weitere Beispiele zum bedingten Erwartungswert 

In diesem Abschnitt wird eine Reihe von Beispielen 
vorgestellt, bei denen die BerechnWlg des totalen 
Erwammgswertes im Vordergrund steht. Die dabei 
auftretenden bedingten Erwartungswerte können 
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entweder direkt und intuitiv berechnet werden (dann 
mit deren Hilfe auch der gefragte Erwartungswert ), 
oder durch den Satz vom totalen Erwartungswert 
entsteht eine einfache Gleichung fiir den unbekann-



ten Erwartungswert. Die Existenz der jeweiligen 
Erwartungswerte wird in keinem Fall thematisiert, 
sondern als gegeben vorausgesetzt. 

Beispiel 2.1 Bei einer Schießbude (mit relativ wert
vollen Gewinnen, daher sind die Kosten vergleichs
weise etwas höher) sind die Kostenfür die einzelnen 
Schießversuche an einer Tafel abzulesen: 

1. Versuch: 
2. Versuch: 
3. Versuch: 
4. Versuch: 

ab 5. Versuch: 

100,-DM 
80,-DM 
60,-DM 
40,-DM 
20,-DM 

Jemand trifft unabhängig von den einzelnen Versu
chen jeweils mit Wahrscheinlichkeit p (die Wahr-

def 
scheinlichkeit eines Fehlschusses ist daher q = 
1 -p) und schießt solange, bis er einen Treffer er
zielt. Was werden die mittleren Kosten einer solchen 
Serie sein? 

Zerle von n inA" ... ,As 
A I ~ Treffer beim 1. Mal: 
A2 ~ 1. Treffer beim 2. Mal: 
A3 ~ 1. Treffer beim 3. Mal: 
A4 ~ 1. Treffer beim 4. Mal: 

A5 ~ 1. Treffer erst ab 5. Mal: 

+ (280 + 20 )q4 DM. 
P 

Bemerkung: Wenn p nicht die Trefferwahrschein- . 
lichkeit, sondern die Wahrscheinlichkeit fiir einen 
Fehlschuß ist, so werden durch (9) die mittleren 
Kosten einer Serie bis zwn ersten Fehlschuß darge
stellt. 

Beispiel 2.2 Der Gewinner eines Preisausschreibens 
steht vor einem Kästchen mit vier Schubladen. Eine 
Schublade enthält 3000 DM, eine zweite 2000 DM, 
eine dritte 1000 DM und die vierte ist die "Nietenla
de ", sie enthält keinen Gewinn. Der Gewinner daif 
nun eine Lade ziehen und den darin enthaltenen Be
trag als Gewinn verbuchen. Nun wird erstens die 
geleerte Lade wieder mit demselben Geldbetrag ge
füllt und zweitens werden die Laden durch den 
Quizmaster (oder durch einen Zufallsgenerator) neu 
im Kästchen verteilt, so daß der Gewinner dies nicht 
sieht und er ein zweites Mal das Glück herausfor
dern kann (,,2. Runde "). Dies wird solange wieder
holt, bis der Gewinner die "Nietenlade " erwischt. 
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Wenn er schon beim ersten Mal trifft, so betragen 
die Kosten 100 DM (die Wahrscheinlichkeit dafür 
ist p), wenn er erst beim zweiten Mal trifft, so betra
gen die Kosten 180 DM (dies ist mit Wahrschein
lichkeit qp der Fall), wenn er erst beim dritten Ver
such trifft (Wahrscheinlichkeit = c/p), so belaufen 
sich die Kosten auf 240 DM und wenn er erst beim 
vierten Versuch trifft (Wahrscheinlichkeit = lp), so 
hat er 280 DM zu bezahlen. Wenn wir wissen, daß 
der Schütze bereits vier Fehlversuche hinter sich hat, 
dann hat er schon 100 + 80 + 60 + 40 = 280,- DM 
bezahlt und der Erwartungswert der Anzahl der noch 
nötigen Versuche beträgt (geometrische Verteilung) 

I 
-. Daher beträgt der Erwartungswert der Kosten 
p 

dann 280 + 20 DM. Die (zugehörige) Wahrschein-
p 

lichkeit, daß er vier Fehlversuche hat, ist q4. Eine 
übersichtliche Zusammenstellung ist in Tab. 2 gege
ben. 

E(Kostenl*) Wahrscheinlichkeit 

100,-
180,-
240,-
280,-

280 + 20 

Da der Gewinner bei aUen Ladenöffuungen keinerlei 
Information hat, wählt er bei jedem Versuch eine der 
vier Laden mit Wahrscheinlichkeit *. Wenn er beim 
ersten Versuch die Lade mit 3000 DM erwischt, so 
hat ihm diese Runde eben 3000 DM eingebracht und 
er steht vor der gleichen Situation, vor der er ganz zu 
Beginn stand. Wenn E der (unbekannte) Erwar
tungswert des Gewinnes dieses Spiels ist, so ist dann 
sein nunmehriger Erwartungswert wohl durch 3000 
+ E gegeben (die zugehörige Wahrscheinlichkeit 
beträgt *). Analoge Überlegungen fiir die anderen 
möglichen Laden bei seiner ersten Ziehung führen 
zur Gleichung 

.-~,,--~~=--.~~--=--. 

E = * (3000 + E) + * (2000+ E) + 
* (1000 + E) + *·0, 

woraus wir unmittelbar E = 6000 DM erhalten. Dies 
ist auch durch folgende Überlegung plausibel: Auf 
lange Sicht wird die vierte Ladenöffuung erstmals 
die ,,Nietenlade" bringen (Erwartungswert der geo
metrischen Verteilung!) und vorher wird jede Lade 
einmal drangekommen sein: 3000 + 2000 + 1000 = 
6000. 
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Beispiel 2.3 Wie groß ist beim Würfeln die erwartete 
Augensumme. bevor zum ersten Mal eine .. 6 "fällt? 

Dies ist ein völlig analoges Beispiel zu 2.2. Diesmal 
wollen wir es formaler lösen. Sei AS die Augen
summe, bevor die erste ,,6" fällt, 1 sei das Ereignis 
"beim ersten Wurf fallt eine I" (analog für 2,3,4,5,6). 
Nach dem Satz vom totalen Erwartungswert erhalten 
wir: 

E(AS) = E(ASl [J).p([/) + E(ASl [Il).p@+ 
E(ASl [IJ).p@ + E(ASl [!]).p@+ 

E(ASl @]).p@ + E(ASl @]).p([[]) . 

Nun ist klar, daß P((1]) = 2. für i = 1, ... ,6 und E(ASl 
6 

ITJ) = i+ E(AS) für i = 1, ... ,5 bzw. E(ASl ffi]) = 0 gilt. 
def 

Damit erhalten wir mit E = E(AS) 

E = 2. [(1 + E) + (2 + E) + (3 + E) + 
6 

und daraus schließlich E = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15. 

Beispiel 2.4 Was wäre der faire Einsatz für folgen
des Spiel: In einer Ziehungstrommel befinden sich 
20 Kugeln: 2 rote, 3 grüne, 4 blaue und 11 weiße. 
Vor jeder Ziehung werden die Kugeln mittels eines 
Gebläses durchmischt; die gezogene Kugel wird 
nach jeder Ziehung wieder .. zurückgelegt ", so daß 
vor jeder Ziehung dieselbe Ausgangslage herrscht. 
Eine rote Kugel bringt einen Gewinn von 1000 DM, 
eine grüne eine Gewinn von 500 DM, eine blaue 
Kugel bringt 1 00 DM und eine weiße Kugel bringt 
keinen Gewinn. Der Spieler darf solange die 
Mischmaschine für eine neuerliche Ziehung starten, 
bis er eine weiße Kugel erwischt und damit keinen 
Gewinn erzielt. 

Wenn man unter dem fairen Einsatz den Erwar
tungswert E des Gewinnes versteht, so erhält man 
mit Hilfe des Satzes vom totalen Erwartungswert für 
E die Beziehung 

E = 2- (1000 + E) + 2- (500 + E) + 
20 20 

~ (100 + E) + ~ ·0, 
20 20 

. hE 3900 • woraus SIe = - "" 354.55 DM ergIbt. 
II 

Beispiel 2.5 Ein Arbeiter bedient in einer Fabrik
anlage n gleichartige Maschinen, die geradlinig und 
äquidistant angeordnet sind (siehe Abb. 1). Der Ab
stand je zweier benachbarter Maschinen betrage a, 
die Gesamtlänge I dieser .. Maschinenstraße" daher 
I = (n - l)a. Die Maschinen arbeiten an sich völlig 
selbständig, nur in einem Störfall, der durch ein 
Aufleuchten einer Lampe angezeigt wird, muß der 
Arbeiter zur jeweiligen Maschine gehen und nach 
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dem Rechten sehen. Welchen Weg muß der Arbeiter 
beim Gang zu einer aufleuchtenden Maschine .. im 
Durchschnitt" zurücklegen (Erwartungswert der 
Weglänge zwischen den Maschinen)? 

1 2 3 k n 
1:a:t e e e 9 9 e e J 
l----J~i~~l~ ____ _ 

Abb. 1: n Maschinen im Abstand a 

Wir numerieren die Maschinen von links nach rechts 
von 1 bis n; der Arbeiter stehe gerade bei der Ma
schine mit Nummer k (wir bezeichnen dieses Ereig
nis mit Mt). Da der Arbeiter keine Vorliebe für eine 
bestimmte Maschine hat, ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß er sich gerade bei der k-ten Maschine befindet, 

gleich 2. , also P(Mk) = ..!. für I ~ k ~ n. 
n n 

Da alle Maschinen nach Voraussetzung von der 
gleichen Art sind, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß die nächste Maschine, welche die Aufmerksam
keit des Arbeiters erfordert, die Nummer i trägt, in 

jedem Fall auch gleich 2. (1 ~ i ~ n) (auch für i = k, 
n 

dann hätte er gar keinen Weg zurückzulegen). Wenn 
sich also der Arbeiter bei der Maschine k befindet 
und der nächste Störanfall bei der Maschine i statt
findet, so ist die zurückzulegende Wegstrecke WlMk 

(Weglänge, wenn man weiß, daß sich der Arbeiter 
bei der Maschine k befmdet) gegeben durch 

WlM = {(k-i)a für i ~ k, 
k (i-k)a für i > k. 

WlMk ist eine Zufallsvariable, die (bei festem k) von 
i abhängig ist. Für ihren Erwartungswert erhalten 

wir nach Definition (der konstante Wert 2. wurde 
n 

bereits herausgehoben: Wahrscheinlichkeit, daß die 
nächste Störung bei der Maschine i stattfindet): 

E(WlMk) = ~(~(k-i)a+i~+\ (i-k)a) 

= !!.( k(k-l) I (n-k)(n-k+l») 
n 2 2 

= 2
aJ 2k2 -2(n+l)k+n(n+l) ] . 

Mit P(Mk) =2. und dem Satz vom totalen Erwar-
n 

n 

tungswert [hier: E(W) = L E(WIMk)-P(Mk )] er-
k=\ 

halten wir für den interessierenden Erwartungswert: 

E(W)= f~[2e-2(n+l)k+n(n+1)J. 
k=\2n 



Bekanntlich ist tk = n(n+l) (oben schon benutzt) 
2 

k=1 

n n(n+IX2n+l) . 
und L k 2 = , wodurch sich nach we-

k=1 6 

nigen Umformungen 

E(W)= a(n
2

-1) = !..(1+.!..) 
3n 3 n 

ergibt (dabei bezeichnet I = (n - l)a den Abstand 
der beiden äußersten Maschinen). Bei gleichblei
bendem I und wachsendem n konvergiert dieser Er-

wartungswert also von 1·2. (bei n = 2) streng mo-
2 

1 5 
noton fallend nach 1·- (z.B. 1·- bei n = 4, oder 

1.!.2. bei n = 10). 
30 

3 12 

Beispiel 2.6 Ein schwarzer und ein roter Würfel 
werden geworfen. Wie groß ist der durchschnittliche 
Unterschied der heiden Augenzahlen? 

Sei Ll die Zufallsvariable, die den Unterschied der 
bei den gewürfelten Augenzahlen beschreibt. Ihre 
möglichen Ausprägungen sind natürlich {O, 1 ,2,3,4, 
5}; der größte Unterschied 5 ergibt sich bei (1,6) 
bzw. (6,1), der kleinste Unterschied 0 ergibt sich bei 
gleichen Augenzahlen, also bei (1,1), (2,2), (3,3), 
(4,4), (5,5), (6,6). Wir interessieren uns fiir den Er
wartungswert der Zufallsvariable Ll. 

Die vollständige Ereignisdisjunktion nehmen wir vor 
nach der vom schwarzen Würfel gezeigten Augen
zahl: diese kann 1,2,3,4,5,6 sein. Sei also Sir: das Er
eignis, daß der schwarze Würfel k zeigt, k E (1, ... ,6). 

Nach dem Satz vom totalen Erwartungswert erhalten 
wir zunächst 
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E(Ll) = E(LlIS()P(S() + ... + E(LlIS6)P(S6) 

und mit P(S,t) = 2. fiir k E {1, ... ,6} 
6 

1 1 6 
E(Ll) = -[E(LlIS] )+ ... +E(LlIS6 ] = - L E(LlIS,t). 

6 6 k=1 

Wir haben also zunächst die einzelnen bedingten 
Erwartungswerte E(LlIS,t) zu berechnen, dh. die Er
wartungswerte von Ll in den einzelnen (,,son
der-") Fällen, daß der schwarze Würfel k zeigt. 
Wenn der schwarze Würfel k (fest) zeigt, so hängt Ll 
natürlich nur mehr vom Ergebnis des roten Würfels 
ab. Je nachdem, ob der rote Würfel 1,2, 3, 4, 5, 6 

zeigt Geweils mit Wahrscheinlichkeit 2.), ergeben 
6 

sich die Werte von Ll und damit die (bedingten) Er
wartungswerte in diesen einzelnen Fällen: 

E(LlIS() = 2. (0 + I + 2 + 3 + 4 + 5) = ~ 
6 6 

E(LlIS2) = 2. (I + 0 + 1 + 2 + 3 + 4) = ~ 
6 6 

1 9 
E(LlIS3) = - (2 + 1 + 0 + 1 + 2 + 3) = -

6 6 

1 9 
E(LlIS4) = - (3 + 2 + 1 + 0 + 1 + 2) = -

6 6 

E(LlISs) = 2. (4 + 3 + 2 + 1 + 0 + 1 ) = ~ 
6 6 

1 15 
E(LlIS6) = - (5 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0) = -

6 6 

Dadurch erhalten wir fiir den interessierenden Er
wartungswert E(Ll) 

1(15 II 9 9 1I 15) E(Ll) = - -+-+-+-+-+- = 
6666666 

70 = 35 = 1!2 ,.. 1.94 . 
36 18 18 

Der Erwartungswert des Unterschiedes der Augen
zahlen beim Werfen zweier Würfel beträgt also 
knapp unter 2. 
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