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Poisson-Approximation und Kopplung
Peter Eichelsbacher / Helene Worms, Universitit Bielefeld

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Poisson-Approxi-
mation der Binomial-Verteilung genauer zu unter-
suchen. Mit einfachen Methoden, dje in der Fach-
welt Kopplungsmethoden genannt werden, kann
man genauere Informationen iiber die Giite der
Konvergenz beim klassischen Poissonschen Grenz-
wertsatz erhalten. Wir diskutieren hier eine sehr
einfache Kopplungsmethode. Weiter wollen wir
herausarbeiten, daB gerade bei der Poisson-Appro-
Ximation eine Aussage iiber die Giite der Annihe-
rung von fundamentaler Bedeutung ist. Das bend-
tigte mathematische Handwerkzeug legt es nahe, in
einer Unterrichtseinheit eines Leistungskurses die-
se Art Giitediskussion fithren zu kénnen.

Der vielseitige Physiker und Mathematiker Si-
méon-Denis Poisson (1781-1840) leitete 1837 in
seinem Hauptwerk zur Wahrscheinlichkeitstheorie
»Recherches sur la probabilité des jugements, en
matiére criminelle et en matiére civile* im 81. Ka-
pitel den heute nach ihm benannten Grenziiber-
gang von der Binomial-Verteilung zur Poisson-
Verteilung her. (Im Hauptteil dieses Werkes fiihrt
er das erstmals so benannte ,,Gesetz der groBen
Zahlen“ ein. Es handelt sich dabei um den Grenz-
wertsatz, der als Spezialfall das von Jakob Ber-
noulli gefundene Gesetz enthilt.) Der Mathemati-
ker von Bortkiewicz machte 1898 auf die gefunde-
ne Poisson-Approximation aufmerksam und fiillte
diese Beobachtung durch eine Vielzahl von Bei-
spielen mit Leben. Sehr bekannt ist wohl das mili-
tirische Beispiel der durch Hufschlag getoteten
Soldaten, auf das wir hier aber nicht weiter einge-
hen wollen.

Es sei daran erinnert, daB eine Zufallsgréfe X mit
der Verteilung

-42.

P(X=k)=b(k; n, p)= (,’jp"q""‘

(g=1-p)furk=0,1,...,n

binomialverteilt heiit. Wenn man die Werte der
Binomial-Verteilung betrachtet, so stelit man fest,
daB bei gleichem Erwartungswert o = np die Werte
b(k; n, p) dhnlich sind und daB diese Ahnlichkeit
mit wachsendem » zunimmt. Poisson bewies, dafl
fur jeden festen Erwartungswert a eine Grenzver-
teilung existiert, der die in « iibereinstimmenden
Binomial-Verteilungen mit wachsendem » zustre-
ben. Da n wichst, entspricht dies der mathemati-
schen Forderung, daB die Folge n p(n) gegen eine
positive Zahl konvergieren méoge, also insbesonde-
re p(n) eine Nullfolge ist. Was bedeutet die Bedin-
gung, dafl mit zunechmender Stichprobenzahl die
Erfolgswahrscheinlichkeit p(n) klein wird? Beim
unabhiingigen Miinzwurf hat man Interpretations-
probleme! Anders formuliert: bei aller Schénheit
des Poissonschen Grenzwertsatzes hat man Prob-
leme, die Bedingung richtig zu verstehen. Man hat
streng genommen auch ein Problem bei der ma-
thematischen Modellierung, da man sogenannte
Dreiecksschemata einfiihren miisste. In der folgen-
den Interpretation der Binomial-Verteilung ver-
steht man die n-Abhingigkeit der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p(n) besser. Man werfe rein zufillig
ein Teilchen in ein Volumenelement ¥ und be-
trachte das Ereignis, daB das Teilchen den Teilbe-
reich v < V trifft. Bei n-fach unabhingigem Wer-
fen ist dann die Wahrscheinlichkeit, daB X = %
vol(v)
vol(V)
gegeben. Hierbei bezeichne vol(4) das Volumen

Teilchen v treffen durch b(k; n, p) mit p =
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einer Teilmenge A — R (wir beschrinken uns ge-
danklich auf Teilmengen, deren Volumen wir be-
rechnen kénnen). Wenn man nun zu einem grofien
Teilchensystem iibergehen mdéchte, wihlt man in-
tuitiv eine Folge von Volumina ¥, die gegen R®

aufstreben, so daB
n

lim
> vol(V})
gilt. Je groBer das Volumen, desto mehr Teilchen
wirft man unabhingig hinein, aber nicht uferlos
mehr Teilchen, sondern soviele mehr, dafl der rela-
tive Volumenanteil erhalten bleibt. Dann gilt

vol(v)n,

limn, p, = lim =vol(v)p .

I I VOI(L;
Die Bedingung des klassischen Grenzwertsatzes
von Poisson ist also erfiillt und kann vemniinftig in-
terpretiert werden.

Wir wollen nun aber untersuchen, wie gro der Ab-
stand der Binominalverteilung und der Poisson-
Verteilung zu festem » und p ist. Wir kliiren in ein
paar Zeilen, was wir mit einem 4bstand meinen.

Fiir eine reelle Zahl a > 0 betrachte man die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die durch

"a(k)=fk—ak,k€No,
!

definiert ist. Zunichst iiberzeugt man sich davon,
daB

o an k
Z”a(k) = e‘“zg— =e%"=1
k=0 k=0 k!

ist. Dabei mufl man sich an die Darstellung der Ex-
ponentialfunktion in ihrer Potenzreihenentwicklung
erinnern. Wir werden spiiter sehen, dal dies um-
gangen werden kann, wenn man den Grenzwertsatz
von Poisson zur Verfligung hat. =, ist also eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung.

Eine ZufallsgroBe Y mit Werten in N, und der
Verteilung m, heiBt Poisson-verteilt mit Parameter
a>0.

Wir erinnern an die Berechnung des Erwartungs-
wertes und der Varianz:

@© © k
EY) = gkna(k) = egki:—' =

k-1 ® k

-a a -a

e“a a
= (k=-1)! =0 k!

Eine Poisson-verteilte ZufallsgroBe hat also den
Erwartungswert o. Als nichstes wollen wir die Va-
rianz ausrechnen:

w® © k
EP)=Y K (k) = Y k= =
k=0 k!
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@ k+2

e’“g(k(k—1)+k)% =) 2

ko k!

+a=

o’ +a.
Somit gilt
V) =EX)—(EYV=d+a-d=a.

Erwartungswert und Varianz einer Poisson-verteil-
ten ZufallsgriBe sind also gleich dem Parameter o
Erneut haben wir die Reihe der Exponentialfunkti-
on betrachtet. Fiir das weitere Vorgehen bendétigen
wir den Erwartungswert und die Varianz einer
Poisson-Verteilung allerdings nicht explizit, so daBl
man auf die Herleitungen via der Reihendarstellung
im Unterricht zunichst vollstiindig verzichten kann.

Wir zeigen nun, daB die Poisson-Verteilung eine
Approximation der Binomial-Verteilung ist: die
Giite der Approximation wird in den Parametern n
und p beschrieben. Zunichst iiberlegt man sich, in
welcher Beziehung der Parameter o der Poisson-
Verteilung zu den Parametern n, p der Binomial-
Verteilung stehen soll. In Anlehnung an die obige
Diskussion wihlen wir a so, daB die Erwartungs-
werte Uibereinstimmen, das also o = np ist. Hier ist
es also ein Punkt guter Motivation, den Erwar-
tungswert einer Poisson-Verteiling zu kennen.
Poisson sah also, daB b(k; n, p) nahe bei (k) fiir @
= np liegt.

Um das zu priizisieren, filhren wir nun einen Ab-
standsbegriff ein. Es sei X eine binomialverteilte
ZufallsgroBe. Wir schreiben P(X € 4) D b(k; n, p)

keA
und n4) = Zﬂa (k) mit a > 0. Ein geeignetes
ked

MaB fiir den Abstand der Verteilung von X und der
Poisson-Verteilung ist der sogenannte Totalvariati-

ons-Abstand, definiert durch
A(n,p) = sup | P(X € A) -, (4)|.
AcN,

Bevor wir eine allgemeine Schranke fiir A(n, p)
herleiten, betrachten wir den Fall des einmaligen
Miinzwurfes. Hier wollen wir A(l, p) einmal expli-
zit bestimmen. Dazu verwenden wir eine alternative
Darstellung des Totalvariations-Abstandes, die wir
aber nicht beweisen wollen:

An, p) - %ZI b(k;n, p) -7, (K)].

Es gilt
201, p)= (1 ~p)~€” + [p-pe?l + ) 7, (k).

k>2
Nun ist Z 7, (k) =1 - e” — pe”. Weiter gilt
k22
p = pe?. Wir verwenden nun noch die Ungleichung
l-e*<xfiirx>0, womit j(1-p)—e?|=eP+p-1
folgt. Damit folgt
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2A(1, p)=ef+p~1+p-pef+1—e? - pe?
=2p(1 —e?) < 2p?,
wobei wir emeut die Ungleichung 1 — p < e ver-
wendet haben. Wir erhalten also A(1, p) = p(1 — €7)
< p* beim einmaligen Miinzwurf. Kann man nun
beim n-maligen unabhidngigen Miinzwurf eine
Schranke der Form np? erwarten?

Zunichst begriinden wir, warum 1 —x < €™ fiir x >
0 gilt: Wir wissen, daB ¢* > 0 fir jedes x und mit-
tels der zweiten Ableitung, daB e™ strikt linksge-
krimmt ist. Damit liegt aber der Graph jeder Tan-
gente der Funktion unterhalb des Graphen der
Funktion. 1 — x ist Tangente im Punkt (0, 1), womit
die Ungleichung (zumindest sehr anschaulich!) be-
wiesen ist.

Tatsdchlich stellen wir ein allgemeineres Resultat
vor, welches in dieser Form in einer Arbeit von
Hodges und Le Cam 1960 erstmals bewiesen wur-
de. Das dort vorgefiihrte Kopplungsargument findet
man in einigen Lehrbiichern in modifizierter Form
wieder. Wir arbeiten eine Modifikation in Anleh-
nung an Krengel {7] aus. Die Arbeit von Hodges
und Le Cam gilt als Pionierarbeit fir eine grofle
Anzahl von wissenschaftlichen Arbeiten zum Be-
reich der Poisson-Approximation uhd der Anwen-
dung von Kopplungsmethoden. Viele dieser Arbei-
ten verbessern das hier vorgestellte Resultat sogar
fiir den aus wissenschaftlicher Sicht sehr einfachen
Fall des n-maligen unabhingigen Miinzwurfes.
Stellvertretend seien hier Arbeiten von Serfling
[10], Deheuvels und Pfeifer [4], Witte [12] und
Barbour und Hall [2] genannt. Unter den Monogra-
phien zum Thema Poisson-Approximation und
Kopplung seien Barbour, Holst und Janson [1] so-
wie Lindvall [9] und Thorrison [11] genannt.

Satz 1. Es seien X,....X,, unabhiingige Zufallsvari-
ablen, definiert auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum, mit P(X; = 1) = p; und P(X; =
O=1-pmit0<p;,<lifirallei=1,..n SeiX =
Xy + ...+ X,und A= p, + p,, dann gilt:

sup | P(X e A)-7,(A)| < ). p*i.
AcN, i=]

Esfolgtalsoim Fallp =p,=...=p,:

Satz 2.
Fiir alle n € N und p € (0, 1) gilt A(n, p) < np”.

Bevor wir Satz 1 beweisen, einige Kommentare:
Der Beweis wird zeigen, daB die allgemeinere Ver-
sion, also Satz 1, bei dem Erfolgswahrscheinlich-
keiten zugelassen sind, die in ihrer Gr68e vom je-
weiligen Wurf abhéngen diirfen, keine zusitzliche
Schwierigkeit mit sich bringen. Die Arbeit von
Barbour und Hall [2] zeigt mit Hilfe der sogenann-
ten Steinschen Methode, daB man sogar A(n, p) < p
zeigen kann. Dies ist technisch sehr elegant be-
weisbar, aber fiir eine Einfihrung im Schulbereich
-44 -

nicht geeignet. Das Uberraschende an diesem Re-
sultat ist, daB die gesuchte Schranke von der An-
zahl n der Experimente unabhingig ist!

Die Schranke in Satz | ist nur fiir kleine p; interes-
sant. Man kann daraus Grenzwertaussagen ableiten.
Wir lassen dabei (im Falle p = p;) p von n abhiingen
(® =p,) und n nach unendlich streben. Falls

limnp: = 0 gilt, so folgt aus Satz 2, daB
lim A(n, p,,) = 0 gilt. Insbesondere folgt der soge-

nannte Poissonsche Grenzwertsatz, der von Poisson
im Jahre 1832 entdeckt wurde.

Satz 3 (Grenzwertsatz von Poisson). Ist a > 0 und
gilt np, > a > 0 fiir n - o, so gilt fiir jedes & €
N():

lim b(k; n, p,) = nLk).

Satz 3 folgt sofort aus Satz 2: Aus np, > «a folgt p,

— 0 fir n - o und nprzl -> 0. Ferner ist

% | b(k;m, p) - 7, (k)| < Aln,p) fiir jedes k € No.

Demzufolge gilt
lim | b(k; 1, Py) ~ Ty, ()| = 0.

Wegen 7, (k) — z{k) folgt der Satz.

Die Aussage von Satz 2 ist auch im Fall, wo np,2,

—> 0, aber np, — o gelten, von Interesse (z. B. p, =
1/n”). Wir haben also nicht nur eine schone Infor-
mation iiber den Abstand der Verteilungen gefun-
den, sondern auch die Aussage des klassischen
Grenzwertsatzes von Poisson verallgemeinert.

Der wichtigste Vorzug der Sitze 1 und 2 im Ver-
gleich zu Satz 3 ist jedoch, daB eine ganz konkrete
Approximationsschranke vorliegt. Satz 1 st
schwieriger zu beweisen als Satz 3. Obwohl — wie
oben gesehen — letzterer eine unmittelbare Folge
von Satz 2 ist, skizzieren wir den tiblichen ,,Stan-
dardbeweis®, der sehr kurz ist:

Beweis von Satz 3.
Setze a, = np,. Nach Voraussetzung gilt o, — a.

b(k:n,p,) = b[k;n,fn"-) - (:)(%n)" (1-07»-)"‘* _

1|
n(n-1)...(n—-k+1) a,lf n -
k! nk [1 o

-zn
n

@ 1 . (1—;11)(1—%)x...x(l—k;—])(l—%)n.

"=z

Wegen o, — o folgt a,/n —» 0. Weiter hat die
Funktion log x an der Stelle 1 den Ableitungswert 1,

P. Eichelsbacher / Helene Worms: Poisson-Approximation und Kopplung



also gilt log(1 — h) = -k + hA(K) mit A(h) — 0 fir A
— 0. Es folgt

(1—%)n _ exp(” (_ f’_:’. + QT" A (‘%"))) — exp(-a).

Wir erhalten also insgesamt

k "k
'{lgb(hn,PnF %}‘g(l—%) =e aak—!- 0

Es sei bemerkt, daB dieser Beweis mit Sorgfalt ge-
fiihrt werden sollte. Hiufig findet man in Schulbii-
chern einen ungenauen Umgang mit der Tatsache,
daB «, sich auch mit n verindert. Man bezieht sich
in den Herleitungen des Grenzwertsatzes bewufit
auf den Fall der konstanten Wahl von a = np.

Die untenstehende Tabelle gibt einige numerisch
ermittelte Anbaltspunkte fir den Vergleich zwi-
schen Binomial- und Poisson-Verteilung (p = 0,1).
Man vergleiche den absoluten Fehler

|z, (k) —b(k;n, p) |
mit der in Satz 2 gefundenen Schranke.

k| ms(k) b(k; 5,0.1)
0[0.6065 0.5905
110.3033 0.3281
210.0768 0.0729
3{0.0126 0.0081
4
5

0.00158 0.00045
0.00016 0.00001

(k) B(k; 20, 0.1)
0.1353 _ 0.1216
02707  0.2702
02707  0.2852
0.1804  0.1901
0.0361  0.0319
10(0.000038  0.000052

Wir geben nun einen Beweis, dal z, eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist, ohne die Reihendar-
stellung der Exponentialverteilung verwenden zu
miissen. Dies ist ein wahrscheinlichkeitstheoreti-
scher Beweis einer rein analytischen Aussage und
ist daher vielleicht eine kleine Besonderheit, die in
der Schule eine ganz neue Erkenntnis iiber Zusam-
menhiinge einzelner mathematischer Bereiche bei
Schiilerinnen und Schiilern hervorrufen kann.

Wir bezeichnen mit S, eine binomialverteilte Zu-
fallsgroBe. Fiir jedes ¢ > 0 gilt immer

1= P(S, <c)+ P(S, = ¢).
Nach der Markov-Ungleichung gilt

W - O

3

2
ELS _ 2 2
P(S,20) < (zn)z npi-p)+np

2
C

denn ¥(S,) = E(S2) — E(S,)’, also hier E(S’) =
np(1 - p) + r*p*. Somit gilt fiir jedes ¢ > 0:

Stochastik in der Schulé Band 20(2000), Heft 1

2 2 2 c-1
1- l’ﬂ#’.— SP(S,,<C)= zb(k,n,P) <l
¢ k=0

Wihlen wir nun p = p, wie in Satz 2, so folgt
lim np, = a und lim np’zl = 0 (denn p, ist eine
n—wo

n—-w
Nullfolge). Also folgt im Limes aus obiger Unglei-
chung fiir jedes ¢ > 0:

c-1

2 c-1

1-2*& <% lim b(k;n, p,) = .7, (k) <1.
c k=077 k=0

Im Limes ¢ — w folgt | = Z;ra(k), was wir zei-

£20

gen wollten.

Bevor wir den Beweis von Satz 1 geben, stellen wir

einen wichtigen Aspekt der Poisson-Verteilung be-

reit:

Sind X und Y unabhingig und Poisson-verteilt mit

Parametern A beziehungsweise x> 0, so ist X + ¥

Poisson-verteilt mit Parameter A + 4 Der Beweis

dazu geht so:

Beweis. Fiir n € IN, gilt:

PX+Y=m=) PX=kY=n-k) =
k=0

Z": P(X = k)P(Y = n—k) (Unabhingigkeit)

k=0

n k n-k

= A__/I_'e—le—'u
= k! (n-k)!
- 1 -
_ }7[ 2 (”)/lk#n—k)e G o Lyt
n\ g-o\k n!

= M1 AN). O

Per Induktion folgt sofort, dal die Summe von
endlich vielen unabhiingigen Poisson-verteilten Zu-
fallsgroBen wieder Poisson-verteilt ist, wobei der
Parameter sich als Summe der Einzelparameter er-
gibt.

Der Beweis von Satz 1 verwendet eine Technik, die
man Kopplung (coupling) nennt. Sehr elementar ist
dabei die folgende, sehr grundlegende Doeblin-
Ungleichung herleitbar:

Es seien X und Y zwei Zufallsgrofien mit Werten in
Ny. Dann gilt immer fiir 4 c N,
PXeA)—P(Ye A)<PX=Y).

Der Beweis ist sehr elementar: Es gilt
PXed)-PYed)<
PXeAd,YeAd)+PXed Yed)-P(Y €A

und weiter ist die rechte Seite kleiner gleich

PXed YeAd)+PXecA, YeA)-PXeAd Yed)
=PX e A Ye A

Da aber {X € A}n{Y € A"} ¢ {X = I} gilt, folgt

die behauptete Doeblin-Ungleichung. Vertauschen

wir nun noch die Rollen von X und Y und verwen-

den {X# ¥} = {V+ X}, erhalten wir insgesamt

- 45 -
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IPX € A)-P(Y € A)| < P(X=7Y),
also als einfache Folgerung
sup |P(X € A)- P(Y € 4)|< P(X #Y).
AcNy
In der Anwendung dieser einfachen Beobachtung
wollen wir zeigen, dafl
sup [P(X € A)- P(¥ € 4)|
AcNg
klein ist. Wir werden dies tun, indem wir Zufalls-
grofen X, Y auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum Q konstruieren, die die gewiinschten
Verteilungen haben (Binomialverteilung und Pois-
son-Verteilung), und die moglichst weitgehend
Uibereinstimmen.
Wir wenden nun dieses Kopplungsargument an, um
Satz 1 zu beweisen. Der Hauptteil des Beweises be-
steht in einer geeigneten Wahl des zugrundeliegen-
den Wahrscheinlichkeitsraumes. Da wir nur die
Verteilung von X berechnen miissen, ist es quasi
egal, auf welchem Wahrscheinlichkeitsraum die
ZufallsgroBen X; definiert werden. Es ist fiir uns nur
wichtig, daB die Zufallsgrofen unabhingig sind und
P(X; = 1) = p; sowie P(X; = 0) = 1 - p; gilt. Diese
Freiheit nutzen wir fiir eine Wahl derart, daB eine
Poisson-verteilte ZufallsgroBe zum Parameter A
moglichst weitgehend mit X in Verteilung iiberein-
stimmt. Dazusei Q, = {-1,0, 1,2,... ), P(0)=1-p;

-5,
und P(k) = ek' pf fir k 2 1 sowie P(- 1) =

1-P(0)- Y P(k) = e ” —(1-p) Wir nchmen
k21

bei 0 den kieineren Wert (nach 1 —p, < e ¥ ist dies

die Miinzwurf-Wahrscheinlichkeit), fiir alle £ > 1

wihlen wir das Poissongewicht 77, (k). Um insge-

samt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erhal-
ten, transportieren wir die Differenzen zum Ge-
samtgewicht 1 auf einen neu geschaffenen freien
Platz, hier -1. Die Wah! der einzelnen Wahrschein-
lichkeiten wird durch das Bild unten veranschau-

licht.
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Betrachte den Produktraum (Q, P) der (€2;, P)). Also
A =Q = Q;x..xQ, und zu einem @ = (@,..., @) €
Q setzen wir

P(@) = P\(@)P@,)-..Po(an).
Wir setzen fiir ® € Q

0, fallsw =0,
Xi@) = {1 sonst ’ und
_ ik, falseo =k k2],
Y(@): {0, sonst .

Nach Definition haben die ZufallsgréBen X; die ge-
forderte Verteilung: P(X; = 1) = p; und P(X; = 0) =
! — p; Weiterhin sind sie nach Definition des Pro-
duktraumes unabhingig. Dies ist ein Phinomen,
was man im klassischen Schulunterricht vermutlich
fiir die Bernoulli-Kette genau modelliert. Bei einer
geeigneten Wahl fur die Definition der stochasti-
schen Unabhi#ingigkeit von n Ereignissen kann man
schnell sehen, da3 Ereignisse, die sich jeweils nur
auf eine Komponente des Produkts Q beziehen,
stochastisch unabhingig sind. Wir empfehlen zum
Beispiel die Definition 156.1 aus Barth/Haller, aus
der das Verlangte unmittelbar folgt.

Die Y; sind nach Definition Poisson-verteilt zum
Parameter p; und ebenfalls unabhiingig. Also folgt,
daB Y = Y, + ... + Y, Poisson-verteilt ist zum Para-
meter L. Nun stimmen die Zufallsgréfien in den
Werten 0 und ! iiberein, und es ist

PX, =Y)=P(0) +P(1)=(1-p)+ e " p,,
und somit

P, #Y) =p(1-e")s pl,

wobei wir wieder 1 — ¢* < x fiilr x > 0 verwendet
haben. Unter Zuhilfenahme von

P(X =Y) sP(O{X,. # Y,.}) < iP(X, £Y)
i=1 i=1

folgt nun mit der Doeblin-Ungleichung

sup |P(X € A) -7, (4)| <PX=V)< Y pl.
AcNy =1

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Wir betrachten abschlieBend noch ein paar Bei-
spiele.

(1): Gegeben seien 10* Sicke mit Korn. Es sei be-
kannt, daB sich in diesen Sicken 5000 markierte
Korner befinden. Wie groB ist die Wahrscheinlich-
keit, daB in irgendeinem fixierten Sack wenigstens
ein markiertes Korn ist? Es ist p = —% und n =
10

5000 (Korner zufillig auf Sicke verteilen). Also ist
np = 0.5. Setze [, = 1, wenn das k-te Korn in dem
ausgewiesenen Sack ist. Dann ist
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also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit ~ 1 — ¢>. berechne approximativ die Wahrscheinlichkeit, dal

. . . 5000 _ o qas Z mehr als 2 Teilchen registriert. Nach der Poisson-
Der Fehler ist klem,er oder gleich ==~ =5-107. Approximation ist die Zahl X der registrierten Teil-

(2): Ein Geiger-Miiller Zihirohr Zl(:m d eine radio- chen approxix_nativ Poisson-verteilt zum Parameter
aktive Quelle Q seien so positioniert, daB ein Teil- @ = 3. Daher st

chen, das von Q emittiert wird, von Z mit Wahr- PX>2)~1-e>(1+ 3+ 9/2).
scheinlichkeit 10 registriert wird. Wihrend der
Beobachtungszeit emittiert Q 30000 Teilchen. Man
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