43

Berechnung von Binomialwahrscheinlichkeiten mit Hilfe des Computers
von Helmut Wirths, Oldenburg

Zusammenfassung

Es werden Probleme diskutiert, die bei der Berechnung von Bereichwahrscheinlichkeiten im Modell der
Binomialverteilung auftreten, wenn die betrachteten Bemoulli-Ketten besonders lang sind. Berichtet wird
iiber Erfahrungen mit der expliziten und der rekursiven Gleichung zur Berechnung von Einzelwahr-
scheinlichkeiten und von Bereichswahrscheinlichkeiten beim Einsatz unterschiedlicher Hard- und Soft-
ware. Ausfiihrlich wird ein Algorithmus eridutert, der {iber die Grenzen der expliziten wie der rekursiven
Gleichung hinaus Berechnungen ermdglicht. Den AbschiuB bilden didaktische Reflexionen zum Com-
putereinsatz im Stochastikunterricht, vor allem unter der didaktischen Vorgabe, motivierende und praxis-
nahe Fragesteliungen bereits im Modell der Binomialverteilung zu behandeln.

1. Eine erste Problemsteilung

In einem Grundkurs habe ich unmittelbar nach dem Erarbeiten einiger Eigenschaften
der Binomialverteilung (explizite Darstellung, Erwartungswert, Histogramm) folgenden
Sachverhalt (nach Krolt (1985), S. 60) vorgestelit : ,Beim Bau eines Hauses werden
3000 Steine zum Verklinkern bendtigt. Erfahrungsgemat sind 1 % der Steine nicht ge-
eignet.” Im folgenden Unterrichtsgesprach entwickelte sich als Leitfrage : ,Konnen wir
einen mathematisch begriindeten Rat geben, wie viele Steine bestellt werden sollen ?*

1.1 Zwei Modelle

Wie fest deterministisches Denken in den Kopfen meiner Schalerinnnen und Schaler
noch verankert war, wurde mir klar, als folgende Ansétze genannt wurden : Wir suchen
die Lésung von 0,99-n = 3000 oder die kleinste naturliche Zahl n, die die Ungleichung
0,99-n > 3000 lost. Als Losung der Ungleichung wurde n > 3031 mitgenannt. Anstatt
diesen Ansatz gleich zu verdammen und abzuwerten, sollte man ruhig etwas warten
und darauf vertrauen, dafd sich im Unterrichisgesprach langsam eine andere Interpreta-
tion herausschalt. Sind beide Interpretationen ausdiskutiert, kdnnen die Lernenden
selbstandig argumentieren, vergleichen und werten.

Vielleicht haben Sie auch Lernende, die nach anfanglichem Schweigen nun anfangen
zu reden : Ich stelle mir diesen groRRen Berg Steine vor. Ich nehme den ersten Stein in
die Hand und muB® mich entscheiden : Ist der Stein geeignet oder nicht ? Und so geht
es Stein fir Stein weiter.* Schnell greifen andere diesen Impuls auf, es wird lebhaft
weiter diskutiert. Nach diesen ersten Worten liegt ein Baumdiagramm zur Darstellung
nahe. Aber 23000 Wegsticke bei 3000 Steinen in der letzten Stufe des Baumdia-
gramms, eine solche GréBenordnung erschreckt. Wenn wir mehr Steine bestellen,
missen wir mit entsprechend mehr Wegsticken rechnen, die zugehtrigen Anzahlen
wachsen rasant. Wenn wir uns die GroRenordnung von 23000 auch nicht mehr vor-
stellen kdnnen, denken konnen wir ung das Baumdiagramm schon. In jeder Stufe geht
es um 2 Méglichkeiten : geeignet - nicht geeignet. Damit auch eine Bemoulli-Kette
vorliegt, fehit noch eine Wahrscheinlichkeit p, die in jeder Stufe gieich bleibt. Das Wort
~erfahrungsgemaf” habe ich ganz bewuBt in die Sachbeschreibung mit eingebaut. Es
gibt AnlaB, dariber zu sprechen, wie Erfahrung zustande kommen kann. Man solite
sich an die ersten Stunden in Stochastik erinnern, als es um den Zusammenhang
zwischen relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit ging.

Am Ende schalt sich folgende stochastische Modellierung heraus : Es sollen n Steine
(n > 3000) bestelit werden. Die Wahrscheinlichkeit, einen geeigneten Stein zu erhal-
ten, betragt fur jeden Stein immer 0,99.
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In dieser Modellierung wird schnell deutlich, daB8 wir bei jeder Bestellmenge geniigend
Steine oder sogar mehr als wir brauchen bekommen konnen, aber auch das Risiko ein-
gehen, nicht genug brauchbare Steine zu erhalten. Dieses Risiko besteht immer. Wir
kénnen es zwar dadurch kieiner machen, dal wir mehr Steine bestellen, es ganz elimi-
nieren konnen wir nicht. Wesentlich zur Charakterisierung im stochastischen Modell ist
also die Wahrscheinlichkeit fur die Sicherheit unserer Entscheidung, die wir Sicher-
heitswahrscheinlichkeit nennen wollen.

Interessante Nebenfragen, die Lernende immer wieder stellen, bereichern den Unter-
richt : K6nnen wir 23000 als Zah! Gberhaupt konkret hinschreiben ? Wie viele Ziffern hat
die Zahl ? Welches ist die letzte oder die vorletzte Ziffer ?

Typische Unterschiede der beiden Losungsmodelle seien kurz zusammengestelit :

a. Im ersten, dem deterministischen Modell gilt :
Von den gelieferten Steinen sind immer 1 % unbrauchbar. Kauft man 3031 Steine
ein, dann hat man immer 3000 brauchbare.

b. Im zweitem, dem stochastischen Modell gilt :
Von den gelieferten Steinen sind im Mittel 1 % unbrauchbar. Oder : Fur jeden ge-
kauften Stein betragt die Wahrscheintichkeit, unbrauchbar zu sein, 1 %. Kauft man
3031 Steine ein, dann hat man im Mittel 3000 brauchbare. Im Mittel bedeutet aber
auch, daf es mal weniger als 3000 brauchbare Steine, ein andermal aber auch mehr
sein kénnen. Daher ist es in diesem Modell wichtig, die Wahrscheinlichkeit zu ken-
nen, beim Einkauf von n Steinen genigend brauchbare, also mindestens 3000 zu
bekommen. Diese Sicherheitswahrscheinlichkeit informiert uns, wie héufig wir bei
sehr vielen Kaufen unter den gegebenen Bedingungen erwarten dirfen, genigend
Steine einzukaufen.

1.3 Weitere Uberlegungen

Es durfte einleuchten, daB sich Lernende auch fir die Sicherheitswahrscheinlichkeit far
den Einkauf von 3031 Steinen, der Losung im deterministischen Modell, interessieren.
Es gilt : P(X > 3000) ~ 0,6 mit n = 3031 und p = 0,99. In der Regel wird man diese
Sicherheitswahrscheinlichkeit for zu kiein halten und mehr Steine einkaufen. Auch
wenn Steine im Baustoffhandel meist nur in Vielfachen von 50 oder sogar von 100
Stiick verkauft werden, es finden sich immer wieder Lemnende, die sich selbsténdig
eine konkrete Sicherheitswahrscheinlichkeit vorgeben und genau die Anzahl an Stei-
nen wissen wolien, die sie bestellen missen, damit diese Sicherheitswahrscheinlichkeit
mindestens eingehalten wird. Diese typische stochastische Fragestellung und die da-
mit verbundene wiinschenswerte Aktivitat mochte ich nicht mit Hinweis auf die Usancen
im Baustoffhandel unterbinden oder abwerten. Wichtig erscheint mir, dai8 immer dar-
tber diskutiert wird, da Modellbildung unter anderem auch Idealisierung oder Einen-
gung beinhaltet, und dariiber nachzudenken, worin dies in den konkreten Modelien tat-
sachlich besteht.

Der hier kurz angerissene. Unterrichtsgang miindet in eine Phase, in der das schnelle
Berechnen von Bereichswahrscheinlichkeiten wichtig ist. In den folgenden Abschnitten
mochte icht Giber die Planung einer Unterrichtseinheit berichten, die mit der hier vorge-
steliten Einstiegsaufgabe beginnt. Die wesentlichen Aufgabentypen dieser Einheit wer-
den in Wirths (1996) beschrieben und analysiert. Ich mochte darstellen, welche Pro-
bleme ich im Hinblick auf die derzeit an meiner Schule vorhandene Hard- und Software
beim Einsatz eines Computers oder eines Graphik-Taschenrechners erwarten muB8. ich
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sell_:er setze einen Pentium-75-Rechner mit 8 MB Speicher und Windows 3.11 ein.
Mein Computer zahit zwar nicht mehr zu den schnelisten, ist aber immer noch schnelier
als viele der derzeit in Schulen noch anzutreffenden Rechner.

2. Einige Erfahrungen mit der expliziten Darstellung zur Berechnung von *
Binomialwahrscheinlichkeiten

2.1 Die explizite Darstellung

Die Gleichung zur expliziten Berechnung der Wahrscheinlichkeiten B(n,p,k) lautet :
n
B(n, p, k) = (k) -p¥ - q™*. n bedeutet hier die Anzahl aller Versuche, p die in jeder

Stufe gleiche Wahrscheinlichkeit, daR das Ergebnis (z. B. ,Der Stein ist brauchbar*)
eintritt, q die zugehdrige Gegenwahrscheinlicheit (im Beispiel ,Der Stein ist unbrauch-
bar*) mit q = 1 - p, wahrend k die Anzahl aller Ergebnisse z&hit, die mit der Wahr-
scheintichkeit p eintreten. So bedeutet im Beispiel k = 3000 : ,Es sind 3000 der bestell-
ten n Steine brauchbar.*

Ein .Arbeiten mit der expliziten Darsteliung fithrt zur direkten Ubersetzung der mathe-
matischen Terme und ist fur Lernende leicht nachvollziehbar und zu verfolgen. Diesem
Vorteil stehen jedoch Nachteile entgegen :

n
- Im Produkt (k) -pk . gk gibt es zwei entgegengesetzte Tendenzen : Wahrend fiir

grofle n und k der Binomialkoeffizient (D leicht zu einem Rechner-,Overflow” fihit,

weil die Darstellungskapzitat des Rechners Uberschritten wird, besteht bei den bei-
den Potenzen p* sowie g™k die Gefahr, daB sie bei groen Exponenten so kiein wer-
den, daB der Rechner sie nur noch als 0 darstellen kann. Wie man beide Tendenzen
geschickt kombinieren kann, wird in Abschnitt 4 beschrieben.

- Die Berechnung von Binomialkoeffizienten und von Potenzen dauert langer als das
Ausfuhren von Grundrechenarten. Beim Berechnen von Bereichswahrscheinlichkei-
ten, wo eine Reihe von Einzelwahrscheinlichkeiten ermittelt und dann aufsummiert
werden mussen, kann das zu einer l&ngeren - je nach Hardwareausstattung und be-
nutzter Software unterschiedlichen - Rechenzeit fuhren.

2.2 Einige Erfahrungen

Bei der Berechnung von Bereichswahrscheinlichkeiten bei der Einstiegsaufgabe unter

Benutzung der expliziten Gleichung mache ich u. a. folgende Beobachtungen :

- Bei vielen Taschenrechnern kann man Gber ,(n Cr k) * pk * (1 - p)n - ¥ Binomialwahr-
scheinlichkeiten direkt berechnen. Dem Einsatz des Taschenrechners werden durch
die Grenzen der nCr-Taste (bei meinem SHARP EL-531 O < k < 69) jedoch viel zu
enge Grenzen gesetzt. Daher verzichte ich im folgenden auf die Einbeziehung des
einfachen Taschenrechners in die weiteren Uberlegungen. ’

- Exemplarisch fur programmierbare Rechner soll hier der TI-82 betrachtet werden.
Auch er bistet die nCr-Option. Uber ein kieines Programm koénnen einzelne Binomi-
alwahrscheinlichkeiten und auch Bereichswahrscheinlichkeiten als Summen von Bi-
nomialwahrscheinlichkeiten berechnet werden. Auf P(X > 3000) mit p = 0,99 oder
P(Y < 31), wobei Y die Zahl der unbrauchbaren Steine z&hit, mit p =
0,01 fur z. B. n = 3031 brauche ich nicht lange zu warten. Wenn ich P(X < 3000)
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jedoch direkt ausrechnen und nicht aus 1 - P(X > 3000) ermitteln lassen méchte,
dann beendet die Abschaltautomatik des T1-82 den Berechnungsversuch.
- Bei Derive kann man sowohl Binomiatwahrscheinlichkeiten z. B. tber ,B(n, p, k) :=

Comb(n, k) » pk # (1 - p)>* einzeln als auch kumuliert Gber ,Summe(n, p, a, ) :
e

Y. B(n,p,k)" fur alle k aus einem zusammenhangenden Intervall [a;e] berechnen
k=a

lassen. P(X > 3000) und P(Y < 31) erhalte ich unmittelbar nach Eingabe, wahrend
ich die direkte Berechnung von P(X < 3000) nach mehr als einer Schulstunde
Rechenzeit abgebrochen habe, ohne da bis dahin ein Ergebnis vorhanden war.

Fazit . Taschenrechner mit nCr-Taste kdnnen bei Wahrscheinlichkeiten im Modell der
Binomialverteilung nur bei Problemen mit nicht zu groRem n und k benutzt werden.
Beim T1-82 wie bei Derive zeigen sich bei der Einstiegsaufgabe deutlich Grenzen.
Kann man diese Aufgabe oder eine vergleichbare in einer Klausur oder sogar im Abitur
stellen, wenn der Priifling Modellierungen wahlen kann, in denen Berechnungen in an-
gemessener Zeit nicht gelingen ? Eine Schulung der Lemenden im zumindest groben
Abschétzen von zu erwartenden Laufzeiten erscheint mir unumgéanglich. AuBerdem ist
es wichtig, die Strategie, eine Wahrscheinlichkeit Uber die des Gegenereignisses zu
berechnen, friihzeitig in den Kdpfen der Lernenden zu verankern.

Letztlich kann ich auch bei nicht zu grolem n mit Hilfe der expliziten Darstellung schul-
relevante Probleme bearbeiten. Die entsprechenden kurzen Programme kdnnen die
Lernenden selbstiandig entwickein. Fiir welche Aufgaben man noch Ergebnisse in ak-
zeptablen Laufzeiten erhalt, hangt unter anderem auch von der vorhandenen Hardware
und der benutzten Software ab. Daher muB der Computereinsatz in jedem Einzeifall
vorher in der Unterrichtsvorbereitung sorgféitig erprobt werden.

3. Einige Erfahrungen mit der rekursiven Darstellung zur Berechnung von
Binomialwahrscheinlichkeiten

3.1 Die rekursive Darsteliung

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, Binomialwahrscheinlichkeiten und damit auch
Bereichswahrscheinlichkeiten zu berechnen. Sie kann guten Stochastikblichern ent-
B(n, p, k)
B(n,p,k-1)'
B(n, p, k - 1) der jewsils zugehtrige Term der expliziten Darstellung aus Abschnitt 2 mit
1 < k < n eingesetzt wird, und karzt diesen Quotienten so weit wie maglich, erhalt man
die rekursive Darstellung (*) : B(n, p, k) = n—+k1~k-1—9-p~B(n, p, k - 1). Startet man mit
B(n, p, 0) = g" = (1 - p)", dann kann man alle Wahrscheinlichkeiten B(n, p, k) der
Reihe nach (rekursiv) mit Hilfe von Gleichung () berechnen. Falls die Wahrscheinlich-
keit p groBer als 0,5 ist, also p > q gilt, lohnt es sich, mit B(n, p, n) = p" zu starten und
alle Wahrscheinlichkeiten B(n, p, 1) der Reihe nach zu emmitteln, in diesem Fall in um-

gekehrter Reihenfolge ais oben beschrieben.

nommen werden. Bildet man den Quotienten wobei far B(n, p, k) und

Beim Berechnen von Binomialwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Gleichung (+) werden
nur Grundrechenarten benutzt, die vom Computer besonders schnell abgearbeitet wer-
den konnen. Aulerdem erhalt man die nachste Wahrscheinlichkeit unter direkter Nut-
zung aller vorigen Ergebnisse. Diesen Vorteilen stehen allerdings auch Nachteile ge-
geniber. Man beginnt mit P(X = 0) oder P(X = n), also mit den kieinsten Wahrschein-
lichkeiten einer Binomialverteilung, und berechnet auf dieser Basis alle weiteren Wahr-

|
{
|
( ermittelten Mittelwert fiur Madchengeburten p = 0,486 ausgehen. Denn in diesem Fall
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scheinlichkeiten. Wenn die gewahlte Startwahrscheinlichkeit so klein ist, dal sie der
Rechner nur noch als ,0° ausgeben kann, dann werden alle anderen Wahrscheinlich-
keiten ebenfalls als ,0° errechnet. Der TI-82 macht schon sehr frih dieses Problem
deutlich, Turbo-Pascal-Programme und Rechenblatter bleiben davon auch .nicht ver-
schont. Man kann versuchen, das Eintreten dieses Falls etwas hinauszuzégem und mit
der groBeren der beiden Zahien q" oder p" zu starten, jedoch hat man bei p = q = 0,5
keine Wahl. Bei Aufgaben mit p = 0,5 macht sich das Abrunden zu ,0* bei groBer
werdendem n zuerst bemerkbar.

3.2 Einige Erfahrungen

Beim Losen der Einstiegsaufgabe unter Benutzung der rekursiven Darstellung kénnen

wir u. a. folgende Beobachtungen machen :

- Ich habe ein kieines Programm geschrieben, mit dem der TI-82 Bereichswahrschein-
lichkeiten berechnet. Er berechnet anstandslos P(Y < 31) fir p = 0,01 und n = 3031.
Jedoch erscheint fur P(X < 3000) mit p = 0,99 und n = 3031 der Wert 0. Schon die
erste Wahrscheinlichkeit 0,013031 wird als 0 ausgegeben. Dies ist dann bereits das
Endergebnis. Denn die Multiplikationen in allen weiteren lterationen andem diesen
Wert nicht mehr. Es sieht also nach Vorteilen fiir die Gegenereignis-Strategie aus.
Man solite aber auch die Grenzen der Gegenereignis-Strategie vorfihren. Dies ist
beim Ti-82 schon bei relativ kleinen Werten von n méglich. Ich formuliere eine der
Kapazitat des TI-82 angepalite Aufgabe 2 :

.In einem Krankenhaus werden in einem Monat 343 Kinder geboren. Wie groR ist
die Wahrscheinlichkeit, dal héchstens 171 davon Madchen sind ?*

Zur Losung bendtigen wir keinen Rechner. Auch das soll mit dieser Aufgabe demon-
striert werden. Es ist aber immer wieder erstaunlich, wie selbstverstandlich Lernende
beginnen; zu rechnen und ein Computerprogramm einzusetzen anstatt erst nachzu-
denken. Verfolgen wir, was sie dann erleben. Die Zufallsgr6Re X zahle die Anzahi
der Madchengeburten, Y die der Jungengeburten und vereinfachend nehmen wir
zunachst einmal p = 0,5 an. Ich erhalte mit dem TI-82 : P(X < 171) = 0, aber auch
P(Y < 171) = 0. Ein neues Paradoxon ? Wir erwarten doch eigentlich als Summe der
beiden Wahrscheinlichkeiten 1 sowie P(X < 171) = P(X 2 172) = 0,5 fiir p = 0,5. Beim
TI-82 erscheint als Ergebnis fur 0,543, und damit fur die Startwahrscheinlichkeit, O.
Jeder Leser kann diese Aufgabe seiner Hard- oder Software anpassen.

Man konnte Aufgabe 2 auch fur das Werfen einer Laplace-Minze formulieren. Wenn
aber die Aufgabe deutlich auf die Grenzen des in diesem Abschnitt betrachteten
Algorithmus aufmerksam machen und auBerdem die Frage nach einem neuen,
besseren Algorithmus provozieren soll, dann solite man Aufgabe 2 noch einmal
stellen und in der neuen Fassung von dem aus langjahrigen Beobachtungen

haben wir zwar die Vorstellung, daf die uns interessierenden Wahrscheinlichkeiten
in der Nahe von 0,5 liegen, kdnnen sie aber mit der hier vorgesteliten rekursiven
Vorgehensweise mit dem TI-82 nicht ausrechnen; denn er liefert sowohl fir die
Anfangswahrscheinlichkeit 0,514343 als auch fiir 0,486343 das Ergebnis 0.

Derive liefert eine elegante Maglichkeit, rekursives Vorgehen direkt nachzubilden.
(—p—:-:::lz-%a-&ek(n, p, k- 1))" 148t sich
Ubersichtlich und fir Lernende nachvoliziehbar die Rekursion darstellen. Es kdnnen
damit Einzelwahrscheinlichkeiten berechnet werden. Leider mifilingt mir zum Bei-

Mit .Brek(n, p, k) ;== IF{ k= 0, (1 - p)",



48

spiel die Berechnung von Brek(3031, 0,99, 3000), da mein Rechner nicht genugend
Speicherplatz dafir aufweist, so dal ich erst gar nicht versuche, auch Bereichswahr-
scheinlichkeiten ber diese Méglichkeit auszurechnen. Beschrénkt man sich auf Auf-
gaben mit kleineren Werten von n, dann gelingt diese Art rekursiver Berechnung.

Derive bietet eine weitere Moglichkeit, die rekursive Darstellung (*) einzusetzen.
Man erhalt einen guten Zugang zu dieser Moglichkeit, wenn man eine Tabelle far
alle Wahrscheinlichkeiten P(X = k) = B(n, p, k) erstellen will. In der ersten Spalte
dieser Tabelle soll die Anzahl der Erfolge k mit 0 < k < n dargestellt werden, in der
zweiten Spalte die zu k gehtrige Wahrscheinlichkeit P(X = k) = B(n, p, k) und in der

k

dritten Spalte die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X < k) = Z B(n,p,i). Eine solche

-0
Tabelle erhalt man mit der ITERATES-Funktion, die eine Matrix mit 3 Spalten und
n+1 Zeilen (fir die Variable k mussen nacheinander alle natirlichen Zahlen zwi-
schen 0 und n eingesetzt werden) erzeugt. Jede einzelne Zeile dieser Matrix kann
als Zeilenvektor v mit den drei Koordinaten v,, v, und v; angesehen werden. Die
erste Koordinate vy mul bei jedem Werationsschritt um 1 erhoht werden. Bei der

zweiten Koordinate v, muB der in (*) beschriebene lterationsschritt vorgenommen

werden. Mit 7= Y1 v; To pp -v, wird der neue Wert von v, berechnet, wobei ich darauf
v,+1 1-

achten muf3, daB ich hier anstelle von k in (*) k + 1 einsetzen muB. Zu der dritten

Koordinate v; muB die als zweite Koordinate v, berechnete Wahrscheinlichkeit hin-

zuaddiert werden. Nun durfte der folgende ITERATES-Befehl verstandlich sein, der

eine volistandige Tabelle fir die Binomialwahrscheinlichkeiten B(n, p, k) generiert.

BinTabelle(n, p) := ITERATES([v,+ 1, ~—Y1._P Ve, Py 4y, w0,

v,+1 1-p 2 v,+1 1-p

{(1-p)", (1-p)" ], n ). Wenn ich nur den Zeilenvektor fir k Erfolge erzeugen und mit
seinen drei Koordinaten anzeigen lassen will, dann kann ich das mit

- = n-v P L Ll L -
.BinSumme(n, p, k) := ITERATE([ v, + 1, viil 1-p Va, V3 v.i11-p vol v,

{0, (1-p)", (1-p)"], k) erreichen.

Die bei der Einstiegsaufgabe interessierende Wahrscheinlichkeit P(Y < 31) kann
durch Eingabe von ,BinSumme(3031, 0.01, 31)" auf zwei Arten bestimmt werden : Im
Exakt-Modus, bei dem Ergebnisse als ganze Zahlen oder als Briiche ausgegeben
werden, oder im Naherungsmodus, bei dem Ergebnisse als Dezimalzahien mit vor-
einstelibarer Genauigkeit dargestellt werden. Im Exact-Modus dauert die Berech-
nung fur das Beispiel ca. 6 Minuten, in Naherungsmodus erhait man sofort das
Ergebnis. Nach diesen beiden erfolgreichen Rechnungen interessiert mich natur-
lich, wie Derive dieses Mal mit der Wahrscheinlichkeit P(X < 2999) fertig wird, bei
der 3000 Einzelwahrscheinlichkeiten ausgerechnet und aufaddiert werden mussen.
‘Nach Eingabe von .BinSumme(3031, 0.99, 2999)" wird im Naherungsmodus diese
Bereichswahrscheinlichkeit in ca. 26 Minuten ermittelt, was fir den Unterricht viel-
leicht noch tolerierbar ist, in einer Prifung jedoch immer noch zu lange dauert.

Die rekursive Darstellung nach () eignet sich auch hervorragend zur Program-
mierung in Rechenblattern. Zuerst gibt man die Startzeile mit q" = (1 - p)" oder pn
ein, je nach Wahl der Laufrichtung, dann in der folgenden Zeile die Rekursionsvor-
schrift (+). Nun kann man diese Rekursionsvorschrift so oft in die folgenden Zeilen
kopieren, wie Ergebnisse benttigt werden. Dies ist sehr bequem, schnell zu pro-
grammieren, von den Lemenden leicht nachzuvoliziehen und auch selbstandig
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durchzufihren. Es solite allerdings immer vorher getestet werden, ob die Anfangs-
wahrscheinlichkeit nicht bereits als 0 dusgegeben wird.

Fazit : Derive kann bei vielen Problemen eingesetzt werden. Mit akzeptablen Laufzei-
ten ist aber nur dann zu rechnen, wenn die Stichprobenanzah! n und auch die Anzahl
der zu berechenden und aufzusummierenden Wahrscheinlichkeiten nicht zu gro sind.
Wegen der besonders einfachen Programmierung eignet sich die rekursive Darstellung
vor allem gut fir Rechenblatter, wobei die schnell abrufbaren graphischen Fahigkeiten
der Tabellenkatkulationsprogramme zusétzlich hervorragende Visualisierungen liefern.
Alies das sind Grunde, die fur den Unterrichtseinsatz von Rechenblattern sprechen.
Bei sehr kleinen Werten von g oder p, die an der unteren Grenze der Darsteliungs-
mdglichkeit fir Dezimalzahlen der benutzten Software liegen, kdnnen Rundungsfehler
auftreten. Daher sollte in solchen Fallen auf die Iteration verzichtet werden.

4. Einige Erfahrungen mit einem weitereren Algorithmus

4.1 Ein neuer Algorithmus

Der in Abschnitt 3 beschriebene Algorithmus beginnt mit der Berechnung der kleinsten
Wahrscheinlichkeit, die bei groRem n vom Rechner nur noch als ,0“ ausgegeben wird.
Engel (1992, S. 134-136) versucht, durch Logarithmieren diesen Algorithmus zu ver-
bessern. Hier soll der Weg von Engel nicht weiter verfolgt werden. Stattdessen wird ein
anderer Algorithmus betrachtet, der direkt mit der groBten Wahrscheinlichkeit der
interessanten Binomialverteilung beginnt, von dieser ausgehend alle anderen Wahr-
scheinlichkeiten rekursiv nach beiden Richtungen hin berechnet und rechner- oder
softwarebedingte Naherungsverfahren wie z. B. Logarithmieren vermeidet.

Die groRte Wahrscheinlichkeit liegt in der Néhe des Erwartungswerts p = n-p. Unter
den Wahrscheinlichkeiten B(n, p, k) ist die fur k = {(n+1)-p] am gréBten, wobei die ecki-
ge Klammer als GauB-Klammer aufgefasst wird. Die moglichst effektive Berechnung
dieser groten Wahrscheinlichkeit ist Kem eines Algorithmus, der hier mit seinen drei
wesentlichen Schritten kurz erlautert werden soll. Das als Anlage abgedruckte Listing
eines Programms fir den Ti-82 kann paraliel zur Darstellung der drei Schritte gelesen
werden und so eine erste Hilfe bieten. Beim ersten Lesen kann man diese Informa-
tionen Gberspringen und bei 4.2 fortfahren.

Schritt 1 : Die Berechnung der maximalen Wahrscheinlichkeit an der Stelle ka,

n!

Will man den Binomialkoeffizienten (U = —
(n-k)!-k!

kiirzen, gibt es zwei Mbglich-

keiten :
n-(n-1)-...-(n-k+1)
k-(k-1)....-1

a. Man dividiert Zahler und Nenner durch (n - k)! und erhalt

n-(n-1)-...-(k+1)

b. oder man kirzt durch ki und erhait .
(n-k)-(n-k-1)-....1

Daher gibt es fir B(n, p, k) folgende drei Darstellungen : B(n, p, k) = (:) prgik =

n-{n-1)-....(n-k+1)
ke(k-1)-...-1

n-(n-1)-...-(k+1)
(n-k)-{n-k-1)-...-1

.pk.qﬂ-k = .pk.qn-k_

Will man einen schnellen Algorithmus erhalten, versucht man mit méglichst wenig
Rechenoperationen auszukommen, die zudem méglichst auch nur Grundrechenarten
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sein sollten. Im Bruchterm auf der rechten Seite der Gleichung von B(n, p ,k) fuhrt man
im Nenner moglichst wenig Muitiplikationen aus, wenn man das Minimum von n - k und
n als gréften Faktor im Nennerprodukt nimmt. Also setzen wir k., = Min {k, n - k}. Zu

Kmin gehort im Z&hler entweder n - k (fiir k., = k) oder k (fur k,;, = n - k), in jedem Fall
also eine Zahl z, fur die z = n - kp,, gilt. Nun kann man den Binomialkoeffizienten nach

der Formel (D = %15—;—2 'kn berechnen, wobei z + ki, = n gilt. Um dies zu
min

sehen, muf} man in den Bruchtermen der obigen Gleichung von B(n, p, k) die Zahler

und die Nenner von rechts nach links lesen. Nun kommt die in Abschnitt 2 erwéhnte

Uberlegung. Berechnet man den Binomialkoeffizienten durch Ausmultiplizieren dieses

Produkts, dann besteht die Gefahr, dal s zu einem Rechner-,Overflow" kommt. Um

diese Gefahr zu vermeiden, beginnt man mit dem ersten Faktor %3 und multipliziert
diesen so oft mit p oder q, bis das Produkt kleiner als 1 ist. Nun multipliziert man dieses
mneue Produkt mit dem néachsten Faktor _z_;_g und anschlieBend wieder so oft mit p

oder q, bis das Produkt wiederum kleiner als 1 ist. Und so fahrt man mit allen weiteren
Faktoren des Binomialkoeffizienten fort. Das Produkt wird schiieBlich immer kleiner als
1, da p und q Zahlen zwischen 0 und 1 sind und die gesuchte Wahrscheinlichkeit auch
eine Zahl zwischen O und 1 ist. Am Ende multipliziert man das bis jetzt erhaitene
Produkt noch mit pRestp und qResta, wobei Restp bzw. Restq die Anzahi der an B(n, p, k)
noch fehlenden und bisher im Verfahren noch nicht durch Multiplizieren ,verbrauchten”
Faktoren von p bzw. q sind. Restp bzw. Restq sind ganze Zahlen. Sie sind positiv, falls
noch nicht alle Faktoren ,verbraucht® sind, sie sind 0O, falls alle Faktoren verbraucht
sind und sie sind negativ, falis man zur Verkleinerung des Produkits von p mehr
Faktoren als k bzw. von q mehr ais n - k benutzt hat. Wer Wert auf eine moglichst
exakte Rechnung legt, wird Bedenken wegen des Potenzierens &uBern. Das Poten-
zieren muB z. B. in Turbo-Pascal unter Benutzung der In- und der e-Funktion nachge-
biidet werden. Man kann dies aber umgehen. Da sowohl Restp als auch Restq ganze
Zahlen sind, kann das Potenzieren in einer Schieife als wiederholte Muitiplikation mit p
bzw. q oder, falls Restp bzw. Restq negativ sind, mit den Kehrwerten von p bzw. g
programmiert werden, so daB nur Grundrechenarten benutzt werden. Damit ist die Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeit B(n, p, k.a,) abgeschiossen.

Schritt 2 : Berechnung dller Wahrscheinlichkeiten fir alle k > k.5,

Ausgang dieser Rekursion nach groer werdendem k ist die in Schritt 1 bestimmte
Wahrscheinlichkeit B(n, p, k). Mit dieser Startwahrscheinlichkeit beginnt man die
Rekursion mit Hilfe von Gleichung (*) aus Abschnitt 3, setzt fur k zuerst k., und dann
der Reihe nach alle Werte groer als k., @in.

Schritt 3 : Berechnung aller Wahrscheinlichkeiten fir alle k < k5,

Ausgang dieser Rekursion nach kleiner werdendem k ist B(n, p, ky,a,) Wie in Schritt 2.
Mit dieser Startwahrscheinlichkeit beginnt man die Rekursion, setzt fiir k zuerst kiay
und dann der Reihe nach alle Werte klsiner als k.o, €in. Die Rekursionsgleichung muR
jedoch erst noch fir die Abwértsrekursion umgeformt werden. Fir die Abwartsrekursion

gilt Gleichung (s#) : B(n, p, k- 1) = k -1;E~B(n, p. k).

n-k+1 p
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Wer Wert auf weitere Einzelheiten legt, kann diese dazu ein informatives Strukto-

gramm sowie ein Programm-Listing in BASIC den Seiten 80 - 82 von DIFF (1983) ent-
nehmen.

4.2 Einige Erfahrungen

Besonders schnell wird der in 4.1 vorgestelite Algorithmus ausgefihrt, wenn die Be-
rechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten und das Aufsummieren simultan durchgefiihrt
wird. Das zugehorige Programm wird wesentlich aufwendiger als das fur den Algorith-
mus in Abschnitt 3. Ich gebe es vor. Lemende kénnen es studieren und tGber den Algo-
rithmus referieren. Beim Versuch, die Aufgaben 1 und 2 unter Benutzung dieses neuen
Algorithmus zu i6sen, mache ich u. a. folgende Beabachtungen :

- Der Ti-82 - ein Programmlisting wird als Anlage abgedruckt - -benétigt far Aufgabe 2
nur ca. 30 Sekunden, um eine der Bereichswahrscheinlichkeiten P(X < 171) oder
P(X 2 172) fur p = 0,5 bzw. p = 0,486 zu berechnen. Bei der Einstiegsaufgabe zum
Kauf der Steine mufl man etwas langer warten : Fir n = 3031 ca. 95 Sekunden auf
P(X > 3000) mit p = 0,99 und P(Y < 31) mit p = 0,01 sowie ca. 4 Minuten 40 Sekun-
den auf P(X < 2999) mit p = 0,99.

- lch habe schon héufig beabachtet, dal® Lernende Hilfsmittel sinnvoll kombinieren.
Hier bietet sich geradezu eine Zusammenarbeit von TI-82 und Rechenblatt an : Mit
dem TI-82 wird die grote Wahrscheinlichkeit berechnet, dann werden auf dem Re-
chenblatt alle Wahrscheinlichkeiten des interessanten Bereichs auf der Basis der
gréiten Wahrscheinlichkeit rekursiv generiert und graphisch dargestelit.

- Den Algorithmus setze ich in einem Turbo-Pascal-Programm um, das Code fir den
mathematischen Koprozessor erzeugt. Der verwendete Datentyp Extended besitzt
einen Wertebereich von 1,9-104951 bis 1,1.104932 und eine Genauigkeit von 19 bis
20 Dezimalstellen. Das Programm liefert bei diesen und anderen Bereichswahr-
scheinlichkeiten Ergebnisse unmittelbar nach Eingabe. Ich beobachte allerdings Un-
terschiede in den Ergebnissen, je nachdem, ob ich das Potenzieren unter Benut-
zung der In- und der e-Funktion nachbilde, oder ob ich wie im Listing des TI-82-
Programms dargestelit das Potenzieren als iteratives Multiplizieren ausfithren lasse.

Fazit : Der TI-82 beeindruckt mit seiner Leistung. Das Turbo-Pascal-Programm mit
Code fir den mathematischen Koprozessor arbeitet mit extrem kurzen Laufzeiten. In
den vorigen Abschnitten wurden Griinde genannt, warum eine Umsetzung in Derive
nicht erprobt wird.

5. Eine besondere Testaufgabe

Nach diesen positiven Ergebnissen méchte ich die Leistungsfahigkeit des neuen Aligo-
rithmus an Aufgabe 3 (nach ENGEL (1973) Band 1, S. 134) erproben :

.In den USA wurden 1950 bei insgesamt 3 554 119 Geburten 1 823 555 Jungen ge-
boren. Fur Jungengeburten kennt man durch langjéhrige Beobachtungen als relative
Haufigkeit 0,514. Sind 1950 in den USA Jungengeburten deutlich seltener ?"

Interessant kann bei dieser Fragestellung zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit daftr
sein, dal 1 823 555 oder weniger Jungen geboren werden, auch wenn sich die Wahr-
scheinlichkeit fur eine Jungengeburt nicht geandert hat. Formal interessiert uns dann
P(X < 1 823 5565), wenn X die Anzahi der Jungengeburten zahlt, die Wahrscheinlichkeit
far sine Jungengeburt p = 0,514 ist und n = 3 554 119 betragt. In Wirths (1995) habe
ich P(X < 1 823 555) =~ 2,7-104 bei einer Computeranzeige auf 4 Nachkommastellen
von 2,6799-104 angegeben. Diese Ldsung habe ich durch Approximation der Binomial-



52

verteilung durch die Normalverteilung ermittelt. ich habe es lange Zeit nicht fur moglich
gehalten, diese Wahrscheinlichkeit auch im Modeli der Binomialverteilung tatsachlich
berechnen zu kénnen. Mit dem oben dargestellten Algorithmus errechnet mein Turbo-
Pascal-Programm in ca. 10 Sekunden P(X < 1 823 555) = 2,6857-104.

Fazit : Mit diesem Algorithmus solite das Berechnen von Einzelwahrscheinlichkeiten
und von Wabhrscheinlichkeiten beliebiger Bereiche auch far sehr groBe Werte von n in
der GréRenordnung von mehreren Millionen gelingen. Das Turbo-Pascal-Programm
eignet sich fur eine so extreme Problemsteliung wie die von Aufgabe 3 besonders gut.

6. AbschluBbemerkungen

Der Computer soll motivierende Anwendungen mdglich machen, eine Herausforderung,
fur alle, die sich einem lebendigen Stochastikunterricht verschrieben haben. An zwei
Stellen habe ich bisher jedoch durch zu lange Computeriaufzeiten jeweils stark retar-
dierende Momente erlebt : Bei der Durchfilhrung von Simulationen und beim Berech-
nen von Bereichswahrscheinlichkeiten. Ausgei6st wurde dies in beiden Fallen durch zu
optimistisch angesetzte hohe Werte fur die Anzahl der Wiederholungen der Simulation
oder an Bernoulli-Versuchen bei Bereichswahrscheinlichkeiten. Man kann in bei Simu-
lationen auch bei reduzierter Anzahi an Wiederholungen immer noch zu gut auswert-
barem Material gelangen, beim Berechnen von Bereichswahrscheinlichkeiten mu man
sich auf spezielle Aufgaben mit nicht zu groBem Stichprobenumfang besthranken. Ich
mochte auf Aufgaben vom Typ der hier vorgesteliten in meinem Unterricht nicht ver-
zichten, also in einigen Beispielen auch sehr groe n als Stichprobenanzahl verwen-
den. AuBerdem mochte ich unterschiedliche Gesichtspunkte, und zwar so viele wie
mdéglich, bereits im Modell der Binomialverteilung betrachten, und erst auf einer hier
gesicherten Basis von Erfahrungen und Einsichten zu stetigen Verteilungen im allge-
meinen und zur Normalverteilung im besonderen tibergehen.

Der Einsatz des Computers im Stochastikunterricht zwingt zum Nachdenken uber Kon-

sequenzen. Einige davon sind meiner Meinung nach :

- Fur die Gestaltung von Stochastik-Curricula ergeben sich neue Méglichkeiten. Es ist
nicht verwunderlich, dal analytisch einfache Verteilungen, die zur Approximation der
Binomialverteilung geeignet sind, von groBer Bedeutung in der Entwicklung der Sto-
chastik waren. Denn far numerische Auswertungen sind die Gleichungen zur Be-
rechnung von Binomialwahrscheinlichkeiten unbrauchbar, vor allem, wenn die An-
zahl n der Bernoulli-Versuche groB ist. Erst umfangreiche Summen liefern die inter-
essanten Wahrscheinlichkeiten relevanter Bereiche. So wichtig analytisch einfache
Verteilungen, die zur Approximation der Binomialverteilung geeignet sind, auch
heute noch sind, mit der Verfugbarkeit von Computern und entsprechend leistungs-
fahiger Software kdnnen wir Altermnativen erproben, die vorher allenfalls nur schwer
zugéngtich waren, und soliten dies auch tun. ich méchte bereits im Modell der Bino-
mialverteilung vielfaltige Erfahrungen sammeln, Einsichten vermittein und stochasti-
sches Denken férdern. Dies ist in einem Kurs Stochastik bereits sehr frih méglich
und erfordert wenige, dazu noch elementare Begriffe und Hilfsmittel. Ein solches
Vorgehen fordert die Konzentration auf Wesentliches.

- Die Probleme, die in einer Unterrichtseinheit ,Prifen und Schétzen" behandelt wer-
den konnen, werden aligemein als anwendungsnah, vor allem als sehr motivierend
angesehen. Aber nicht immer gelingt eine Einbettung in den eigenen Unterricht. Vor
allem wenn sie erst nach einer Unterrichteinheit ,Normalverteilung® eingeplant wird,
fehit meist die erforderliche Zeit. In Wirths (1996) wird tber Erfahrungen berichtet,
wie der Computer als Rechenknecht eingesetzt wird, dem die Aufgabe zugewiesen
wird, die Wahrscheinlichkeit fur Bereiche, in denen die uns interessierenden Ergeb-
nisse liegen, zu berechnen. Wesentlich fir mich ist, daB Lemende auf diesem Weg
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s<_-3|bsl Gelegenheit erhalten zu erkennen, da8 Theorie gebildet werden kann, und
dlq Aussagen dieser Theorie selbstandig vorher formulieren kénnen.

- Bei Approximationen brauche ich nicht mehr nur mit Rezepten zu arbeiten und dar-
auf 2u vertrauen, dalt der errechnete Wert ein guter Naherungswert ist. Mit Compu-
tereinsatz kann ich nun sowoh! im Modell der Binomialverteilung als auch in dem der
Normalverteilung errechnete Werte miteinander vergleichen und die Gite der
Néherung erkennen und ausdrticken.

- Die hypergeometrische Verteilung, von den Anwendungen her gesehen Uberaus in-
teressant, kdnnte mit dem Unterrichtseinsatz einer Weiterentwicklung des hier vor-
gesteliten Algorithmus aus ihrem Domrdschenschiaf geweckt werden.

\(or allem in den Grundkursen, in denen Lemende der Mathematik am liebsten vorzei-
tig aus dem Wege gehen machten, - aber nicht nur dort | - hat ein Stochastikunterricht
mit der oben skizzierten Methodik haufig wieder Interesse fir Mathematik wecken
kénnen. Diese Erfahrung kann ich nicht ignorieren, sie macht Mut zum Erproben von
neuen Wegen, insbesondere auch zur Integration des Computers in den Unterricht.

Ich habe mich in diesem Beitrag auf die for meinen Unterricht derzeit einsetzbare Hard-
und Software beschrankt. Es ware interessant und winschenswert, Gber den Einsatz
von z. B. MathCad, Mathematica, Maple oder des T1-92 bei der Berechnung von Be-
reichswahrscheinlichkeiten im Modell der Binomialverteilung informiert zu werden.
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Anlage Berechnen einer Bereichswahrscheinlichkeit P(U < X < O) mit dem TI-82

Programm Bereich

: INPUT ,N=" N (» Anzahl Versuche =)
INPUT P="P (* Erfolgswahrscheinlichkeit *)
INPUT U="U (* untere Grenze Bereich *)
INPUT,O=",0 (* obere Grenze Bereich *)
INT((N+1)*P) > K (+ Stelle grofter Wahrscheinlichkeit *)

MINK N-K) >A:K5>C:N-AZ
N-K»>D:15B:1-P>F
FOR(, 1, A, 1)
(Z+)/1sB>B
WHILE (B> 1) AND(C>0):B+P 5B:C-1-C:END
WHILE(B>1):B+F 5B:D-1->D:END
END
FOR(l,1,C,1):B+«P > B: END
IF(D<O0): THEN: 1/F > F:-D - D: END
FOR(l,1,D, 1): B*F -5 B: END (* groBte Wahrscheinlichkeit P(X = k) #)
(* Ende 1. Schritt )
(* Vorbereitung Aufwartsrekursion *)

(* Beginn 1. Schritt *)

.

BoW:0H5S:1-PSF
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IF (O > K): THEN (* Beginn 2. Schritt )
FOR(I,K+1,0,1)
B+sP/F+(N+1-1)/1—>B
IF(1zU): THEN:S+B > S:END
END
END (* Ende 2. Schritt »)
W->B (* Vorbereitung Abwiértsrekursion *)
IF (U <K): THEN (* Beginn 3. Schritt )
K1
WHILE (I > U)
Bl/(N-1+1sF/P —>B
1-1-1
IF(1sO):THEN:S+B > S:END
END
END (* Ende 3. Schritt +)
IF ((U < K) AND (K < O)) :THEN
S+W-oHS
END

DISP . S="§S (* Ausgabe Bereichswahrscheinlichkeit *)



