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RETROSPEKTIVER EINSATZ VON
KLASSISCHEN TESTVERFAHREN

Eine erkenntnistheoretische Fragestellung beim Testen von Hypothesen

von Jorg Bruhn, Elmshom

Zusammenfassung: Die Methodologie klassischer Testverfahren und die der explorativen Datenanalyse
sind grundsitzlich verschieden. Werden im Unterricht Testverfahren zur Datenanalyse eingesetzt, wie
dies hiufig geschieht, konnen Schiiler die Grundlagen der Testverfahren nicht verstehen, sondern nur
lemen, Rezepte schematisch anzuwenden. An zwei Beispielen wird der Unterschied zwischen
statistischer und inhaltlicher Absicherung von Hypothesen aufgezeigt.

1. Vorbemerkungen

Viele Mathematiklehrplane der Sekundarstufe II enthalten den Hinweis, dal an geeigneten
Stellen erkenntnistheoretische Fragestellungen behandelt werden soilten. Die Realisierung in
der Schulpraxis setzt aber voraus, daBl die Schiiler die auftretenden Probleme als relevant er-
kennen und selbstindig Losungen finden konnen. Eine solche Studie liegt im Stochastikun-
terricht beispielsweise beim retrospektiven Einsatz klassischer Testverfahren vor, bei denen
schon vorliegende Daten nachtrdglich einem Test unterworfen werden.

2. Wie statistische Aussagen zustande kommen - Die iibliche Vorgangsweise
In vielen Schulbiichern findet man mit geringen Abwandlungen das folgende Beispiel

Beispiel 1 - Lottozahlen: Die nachfolgende Ubersicht zeigt die Ziehungshdufigkeit der
Lottozahlen nach 996 Ziehungen (November 1974):

Zahl 1 2 3 4 13 48 49
Haufigkeit 124 12 123 118 96 w137 142

Dieser Datensatz zeigt, daBB 13 die Zahl mit der kleinsten Ziehungshiufigkeit war. Kann
man aufgrund der vorliegenden Ziehungshaufigkeit mit einer statistischen Sicherheit von
95 % ausschliefien, daB 13 eine Ungliickszahl ist.

Bei der Losung wird in den Schulbiichern im allgemeinen etwa folgendermaBen argumentiert;
Wir gehen davon aus, daB die Lottozichung nicht manipuliert war, und wihlen daher als Null-
hypothese "Die Wahrscheinlichkeit p fur das Aufireten von 13 bei einer Zichung ist 6/49". Da
13 - die kleinste Ziehungshaufigkeit hat, ist es naheliegend, als Gegenhypothese
"p < 6/49" zu wihlen, also einseitig zu testen.
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Die weitere Losung wird dann etwa so durchgefihrt: Bei 996 Zichungen wird man jede der
Zahlen von 1 bis 49 etwa
p=p =996 6/49 =121,99,
also ca. 122-mal erwarten.
Die Standardabweichung betragt
o=yn-p-(1-p) =996-6/49-43/49 ~10,3.
Bei einseitigen Test mit o = 5 % wird die Grenze des Ablehnungsbereichs bestimmt durch
p-1,645-c.
Mit den oben bestimmten Werten ergibt sich somit fiir die Grenze des Ablehnungsbereichs
122 -1,645-103=1049.
Das bedeutet: Der Ablehnungsbereich reicht von 0 bis 104. Die von 13 erreichte Haufigkeit,
nimlich 96, liegt daher im Ablehnungsbereich. Also, so wird dann argumentiert, kann man
mit 95 % Sicherheit nicht ausschlieBen, daB 13 eine Ungliickszahl ist.

Anmerkung: Bei einem Signifikanzniveau von 5 % wiirde man auch mittels eines zweiseitigen
Tests, d.h. bei der Gegenhypothese "p # 6/49", zu demselben SchiuB kommen, denn der Ab-
lehnungsbereich wiirde dann linksseitig bis 101 reichen.
Die Lotto-Aufgabe zeigt exemplarisch, auf welche Art viele statistische Testaussagen zu-
stande kommen:- Ausgangsbasis ist ein vorhandener Datensatz (hier: Haufigkeit der Lotto-
zahlen). Diese Datensatz zeigt gewisse Auffilligkeiten (hier; gering Ziehungshaufigkeit der
Zahl 13). Man setzt einen Test an, um diese Auffalligkeit an demselben Datensatz auf Signi-
fikanz zu priifen. So zeigt auch die folgende Anwendungsaufgabe diese Struktur:

Beispiel 2 - Maschinenstillstdnde : In einem Werk werden einen Monat lang die Ma-

schinenstillstinde einer Schicht notiert, um zu priifen, ob die Wahrscheinlichkeit hierfur
in gewissen Stunden der Schicht besonders grof ist.

Schichtstunde 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl der 27 16 19 24 23 18 16 17
Maschinenstillstéinde

Weicht die Anzahl der Maschinenstillstinde in der ersten Stunde (Auffilligkeit. groBte
Héiufigkeit) signifikant von der mittleren Anzahl der Maschinenstillstinde ab?
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Ahnlich arbeitet man in vielen Bereichen, in denen die Statisiik eingesetzt wird: Ein Daten-
satz mit gewissen Auffalligkeit liegt vor, beispielsweise erhohte Krebserkrankungen in gewis-
sen Gebieten, erhShtes Waldsterben in gewissen Regionen, verringerte Unfallzahlen zu ge-
wissen Zeiten, EinfluB von Chemikalien auf gewisse Umweltfaktoren, Arzneimittelwirkung
auf gewisse Organe, Ergebnisse von psychologischen Test in gewissen Gruppen usw. Diese
Auffalligkeiten priift man dann mit demselben Datenmaterial in einem Testverfahren auf
statistische Signifikanz.

3. Ist die iibliche Vorgangsweise einwandfrei? Gewinnung versus Testen von
Hypothesen

Ist die oben beschriebene Vorgehensweise einwandfrei? Um eine Antwort auf diese Frage zu
erhalten, betrachten wir wieder das obige Lottozahlen-Beispiel.

Beispiel 3 - Lottozahlen (Fortsetzung): Auch wenn alle Zahlen die gleiche Ziehungswahr-
scheinlichkeit haben, wird man nicht erwarten, daB alle mit der gleichen Haufigkeit
gezogen werden. Eine der gezogenen Zahlen wird die geringste Ziehungshiufigkeit haben.
Bis zur 996-ten Zichung beim Samstags-Lotto war dies die Zahl 13. Die zu testende
Vermutung "13 ist eine Ungliickszahl" ist nicht unabhéngig von den Daten entstanden, die
zum Test herangezogen werden, sondern aus diesen gewonnen worden. Entscheidend ist:
Der Test wurde also nicht mit irgendeiner der Zahlen von 1 bis 49 durchgefiihrt, sondemn
mit der Zahl, von der man weiB, daB sie die geringste Ziehungshaufigkeit hatte.

Wir bestimmen naherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBB mindestens eine Zahl mit
ihrer Ziehungshiufigkeit im Ablehnungsbereich der Hypothese liegt, also "selten” ist. Eine
einfache Modellvorstellung hilft: Kugeln mit den Zahlen von 1 bis 49 werden auf zwei Facher
"selten” und "nicht selten” mit den Wahrscheinlichkeiten a bzw. 1-a verteilt:

Fig. 2

Fach ,selten” Fach , nicht selten*
Wahrscheinlichkeit o Wahrscheinlichkeit 1- o
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Kugel Wahrscheinlichkeit fur das Hinlegen in das
Fach "nicht selten"

1. l-a

1.und 2. (1-a)
1.und 2. und 3. a-af
1. und 2. und 3. und .. und 49, -

Die Wahrscheinlichkeit, daB alle 49 Kugeln "nicht selten” sind, betragt demnach:
(1-a)®

Fur die Wahrscheinlichkeit W, dal mindestens eine Kugel "selten" ist, ergibt sich:
W=1-(1-a)%

Fur o = 5 % folgt somit W = 0,919. Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit, daB mindestens
eine Zahl "selten" ist, betragt bei dieser Wahl von a ungefihr 92 %. Wenn aber eine Zahl

"selten” ist, dann ist es mit Sicherheit insbesondere auch die mit der kleinsten Ziehungs-
haufigkeit. Also:

Das Ergebnis, daB die Zah! der kieinsten Zichungshiufigkeit (in dem Lottozahlen-Beispiel die
13) "selten” ist, also in den Ablehnungsbereich des Tests mit dem Signifikanzniveau a =5 %

fillt, ist iiberhaupt nicht verwunderlich, sondern mit groBer Wahrscheinlichkeit, namlich mit
92 % zu erwarten.

Anmerkung: Die Wahrscheinlichkeit dafir, Kugeln im Ablehnungsbereich zu finden, kann gut
durch Simulation bestimmt werden. Oft finden Schiler gerade dadurch ein "Gefiihl" fiir das
Problem. Der zugehorige Algorithmus ist einfach; er zeigt dariiber hinaus den Hintergrund der
o.a. Naherung auf: Die Schritte sind nicht unabhingig voneinander. Wenn namlich eine Zahl
"selten” ist, miissen andere entsprechend h4ufiger auftreten.

Die Behandlung dieses Beispiels zeigt: Ein einzelner gegebener Datensatz kann entweder zur
Gewinnung oder zum Testen von Hypothesen dienen.

4. Verbesserte Vorgangsweise beim Testen - statistische und inhaltliche Priifung von
Hypothesen

Wenn ein Datensatz fir das Aufstellen einer Hypothese benutzt wird, dann muf3 die Hypo-
these entweder statistisch durch einen anderen davon unabhéingigen Datensatz oder inhaltlich
iberpriift werden. Wir betrachten zunichst eine Moglichkeit der statistischen Uberprifung.
Dazu wihlen wir wieder das Lottozahlen-Beispiel.

Beispiel 4 - Lottozahlen (Fortsetzung). Im November 1974 nach 996 Ziehungen war 13
die Zahl mit der geringsten Ziehungshaufigkeit. (96-mal). Die Abweichung vom erwar-
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teten Mittelwert p=n - p = 122 war signifikant. Zu diesem Zeitpunkt hitte man die

Hypothese "13 ist eine Unglickszahl" aufstellen konnen, d.h. die Ziehungshiufigkeit von
13 ist signifikant kleiner als die der anderen Lottozahlen.

Dann hitte man beispielsweise die nichsten 520 Ziehungen bis zum 27. Oktober 1984 ab-
warten konnen. Das neugewonnene (vom vorigen Datensatz unabhingige) Datenmaterial
zeigt dann: In den 520 Ziehungen ist die Zahl 13 insgesamt 54-mal gezogen worden. Die
Abweichung vom erwarteten Mittelwert
n=>520"6/49 = 63,7
ist nicht signifikant. Wegen:
c=n*p*(-p=175
liegt die Ziehungshaufigkeit der Zahl 13 im Annahmebereich der Hypothese, denn die
Grenze zwischen Annahme- und Ablehnungsbereich liegt zwischen 51 und 52. Die an
dem im November 1974 vorliegende Datenmaterial aufgestellte Hypothese "13 ist eine
Ungliickszahl" wird also durch das neue, unabhingig gewonnene Datenmaterial nicht
gestutzt.
Anmerkungen: 1) Betrachtet man alle 1516 Zichungen des Samstags-Lottos 6 aus 49 (Stand: 2.7,
Oktober 1984), so ist die Zahl 13 genau 150-mal gezogen worden. Die Abweichung vom Mittelwert ist
signifikant. Dieser Datensatz ist aber nicht unabhingig vom ersten (996 Ziehungen), sondern enthilt
diese als Untermenge. N
2) Man kénnte im Prinzip auch eine inhaltliche Uberpriifung der Hypothese vomehme_n, zB
nachpriifen, ob der Zufallsmechanismus beim Lotto nicht einwandfrei war, oder_, ob sich dp
Beschaffenheit der Kugel 13 von der der anderen Kugeln unterscheidet. Natiirlich wird man das in
diesem Fall mit ziemlicher Sicherheit ausschlieBen konnen.
Die an einem Datensatz gewonnene Hypothese kann auch inhaltlich gestiitzt oder widerlegt
werden. Betrachten wir dazu das Beispiel mit den Maschinenstillstinden.

Beispiel 5 - Maschinenstillstinde (Fortsetzung): Das vorliegende Datenmaterial zeigt, daf3
die Anzahl der Maschinenstillstinde in der ersten Stunde am grofiten ist. Die Firma kann
nun beispielsweise einen Arbeitswissenschaftler beauftragen, zu untersuchen, ob dieser
Befund eine Erklirung hat, zB., ob die Maschinen in einem schlechten Zustand auf die
nichste Schicht iibergeben werden. Die Arbeiter der nachsten Schicht miiBten dann in der
ersten Stunde die Maschinen relativ oft stillegen, um diese zu warten. Es konnte sein, dafl
die Maschinenstillstande in der ersten Stunde arbeitspsychologisch zu erkldren sind, z.B.
durch Anlaufschwierigkeiten 6.4.

Anmerkung: Auch im Beispiel mit den Maschinenstillstéinden kénnte man die Vermutung durch ei.nejn

zweiten, unabhingigen Datensatz stafistisch zu stiitzen oder zu widerlegen versuchen. In erster Linie

wird diese statistische Priifung an einem weiteren Datensatz dadurch nahegelegt, daB eine tragfihige
inhaltliche Erkldrung und Absicherung der aufgestellten Hypothese nicht gefunden werden konnte.

Verwendet man weder die Information iiber schlechte Schichtstunden aus denselben Daten noch andere
Informationen beispielsweise aus fritheren Daten, so kann man nur einen undifferenzierten, auf keine
spezifische Hypothese eingehenden - Test auf Gleichverteilung (% = 6, df = 7) ansetzen. Sein Au§fall
zeigt, daB das vorliegenden empirische Ergebnis sich nicht als signifikant im statistischen Sinne

-31-

einstufen 148t, d.h. daB die Schwankungen der beobachteten Daten noch als zufiillig angesehen werden
miissen.

Die mit dem xz-Test verbundene Annahme (“fehlendes inhaltliches Wissen") und die aus dem
Ausfall des y>-Tests resultierende Einsicht ("keine Signifikanz") legen nahe, einen neuen
Datensatz fiir eine statistische Priifung zu erheben. Lafit man umgekehrt die dem ¥*-Test zu-
grundeliegende Annahme ("kein inhaltliches Wissen zur Absicherung der spezifischen Hypo-
these") falien, so liegt es gerade dadurch nahe, sich zunichst fehlendes inhaltiiches Wissen zu
beschaffen, beispielsweise durch neues Datenmaterial. Neben einer weiteren statistischen

Untersuchung ist es sinnvoll, alle Anstrengungen auf eine bessere inhaltliche Durchdringung
der anstehenden Frage zu lenken.

Eine Analyse der Bedeutung statistischer Aussagen, insbesondere im Zusammenhang mit dem
x*-Test, findet man in Borovenik (1984).

Am Beispiel mit den Maschinenstillstinden kann man leicht klar machen: Auffalligkeiten im
Datenmaterial konnen inhaltlich erklart werden, wenn man die EinfluBfaktoren kennt. Dies
gilt z.B. auch fur die Ursachen von Krebserkrankungen, Waldsterben sowie Verkehrsunfiillen.

Auffalligkeiten in einem Datensatz konnen etwa die Richtung einer wissenschaftlichen Unter-
suchung bestimmen.

Anmerkung: Auffilligkeiten im Datenmaterial aufzusptiren und zu untersuchen wird bisher in der
Schule zu wenig behandelt. Retrospektives Testen kann als Hilfsmittel der sogenannten Explorativen
Datenanalyse eingesetzt werden. In dieser Verwendung ist retrospektives Testen durchaus sinnvoll
(siche etwa P. Thm, 1980). Dariiber hinaus bietet die Explorative Datenanalyse anschauliche graphische
Methoden: Diese bieten eine groie Chance fiir den Stochastikunterricht.

S. Die Problematik von "vorher" und "nachher"

Eine immer wieder beklagte und methodische Schwierigkeit beim Unterrichten von Testver-
fahren in der Schule beruht gerade darauf, daB zwischen "vorher” und "nachher” nicht sorg-
faltig unterschieden wird. Dies soll an einem weiteren bekannten Beispiel erldutert werden.

Beispiel 6 - Arzneimitiel: Ein Hersteller behauptet, daB ein Medikament in 70 % der Falle
bei einer bestimmten Krankheit hilft. Ein Test im Krankenhaus ergab, daB 15 von 25 Pa-

tienten gesund werden. Kann die Hypothese "Heilungschance betriigt 70 %" aufrechter-
halten werden?

Bei dieser Aufgabe, so wird bemerkt, bestimmen die Schiler die Bernoulli-Wahrscheinlich-
keit Bys7(15) und argumentieren, daB dieses Ergebnis sehr selten sel; es sei nicht die, die
Schiiler dazu zu bringen, die kumulierten Wahrscheinlichkeiten Bys0.#(X £ 15) zu betrachten.
Diese Schwierigkeit sollte m.E. nicht durch automatisierte Verfahren iibergangen werden,
sondern sollte vielmehr durch geeignete Aufgabenstellung und Analyse behoben werden.

Beispiel 7 - Arzneimittel (Fortsetzung): Ein Hersteller vermutet aufgrund seiner Laborun-
tersuchungen, daB ein Medikament in 70% der Falle bei einer bestimmten Krankheit hilft.

Welches Testverfahren einseitig/zweiseitig und welches Signifikanzniveau ist ange-
messen?
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Bestimme den Verwerfungsbereich der Hypothese fiir das gewihlte Testverfahren und das
angenommene Signifikanzniveau.

Entscheide, ob die Hypothese "Heilungschance betragt 70%" abgelehnt werden mub,
wenn eine Testdurchfihrung in einem Krankenhaus ergab, dafl 15 von 25 Patienten ge-
sund wurden.

Der Verwerfungsbereich wird bestimmt, bevor das Ergebnis der Testdurchfiihrung vorliegt.

Anmerkung: Es ist ein elegantes und in der Praxis hiufig verwendetes Verfahren, das nominelle
Signifikanzniveau, den sogenannten p-Wert zu ermitteln, das durch ein schon vorliegendes
Testergebnis bestimmt wird. Man nimmt dieses Ergebnis als Grenze zwischen Verwerfungs- und
Annahmebereich und bestimmt die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir dieses und alle "extremen”
Ergebnisse. Die Formulierung deutet schon an, daB man sich vorstellt, das Ergebnis sei noch nicht

sinaatratan

33-
Saisonbereinigfe Arbeitslosenzahlen, Teil 1

Unterrichtssequenzen fir den 10.Schuljahrgang

Giinter Nordmeier, Bad Essen

Zusammenfassung: Die Problematik "Arbeitslosigkeit" und damit auch die Untersuchung
von Arbeitslosenquoten und -zahlen wird sicher im Unterricht der allgemeinbildenden Schu-
len aufgegriffen. Die Entwicklung der Arbeitslosenzahlen hingt vor allem von der allgemei-
nen konjunkturellen Lage und von besonderen strukturellen wirtschaftlichen Gegebenheiten
ST YTestef ofeo- ¥otoog jedoch unterliegt sie in einem erheblichen. Umfange bestimmten
ch die Quantifizierung dieser Saisoneinfliisse, durch die Beschrei-
I durch die Saisonbereinigung gelingt es, die Entwicklung der Ar-
t zu beschreiben und schlieBlich auch den Trend zufriedenstellend
werden zwei elementare Verfahren der Zeitreihenanalyse vorge-
g in Komponenten beruhen. SchwerpunktmiBig werden mogliche
ir Saisonbereinigung dargestellt.
wird der Verfasser am Beispiel der monatlichen Arbeitslosenzahlen
ienanalyse vorstellen, namlich das erweiterte exponentielle Glatten.
, M70

ert anwendungsorientierten Lernens

jedoch @uBerst wichtige und lohnenswerte Aufgabe, be-
iatik zu unterrichten und dabei den Schiilerinnen und
i bzw. nacherfindendes Lernen zu erméglichen. Bei der
alten fiir den Mathematikunterricht geraten Richtlinien-
chkonferenzen zwangsliufig in die Lage, sich entweder
itik der Wissenschaft oder stirker an der Anwendbarkeit
entieren. zu miissen. Ein Vergleich von Lehrpla-
m Anfang, der Mitte und dem Ende dieses Jahrhunderts
scheidungen im Laufe der Zeit immer stirker wissen-
fen wurden. Stichworte, wie Axiomatisierung, Strenge,
ierung, Formalisierung, Deduktion, Entwicklung von
ren, wovon hier die Rede ist. Die letzte "Reform des Ma-
> 1968, die wir als bemerkenswert starke Betonung von
schreiben mochten, verstirkte diese Tendenz erheblich.
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