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Simulationen - angeregt durch eine 
Fragestellung aus der Bruchrechnung 

von HANS KILlAN, Dortmund 

Zlisammenjassung: Aus Überlegungen zu verschiedenen Verfahren zur 
Addition bzw. Subtraktion von Brüchen heraus wird danach gefragt, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit die jeweiligen primären Summenbrüche über
haupt oder sogar nur schwer zu liirzen sind. Diese Fragen werden durch 
entsprechende Simulationen beantwortet. Die Bedeutwlg der Ergebnisse für 
den Mathematikunterricht wird angesprochen. 

1. Verfahren zur Addition von Brüchen 

Gegeben seien zwei positive Brüche ~, ~. Deren Summe wird i.a. definiert 
b d 

a c a'd + b'c 
durch - + - : = . 

b d b·d 

In der Praxis will man dann in der Regel den Summenbruch in der Fonn 
a c Z 
- +- =- mit ggT(Z,N) = 1 
b d N 

schließlich vorliegen haben. Wir betrachten verschiedene Möglichkeiten 
zur Bestimmung des Paares (Z,N). 

Für die Motive, die dazu geführt haben, solche Betrachtungen anzustellen, 
möchte ich an dieser SteHe auf Kilian (1992) verweisen. 

1. Beispiel: "Direk1e Addition" gemäß der Definition der Summe von Brii
chen 

2 7 2 ·123 + 7 ·205 246 + 1435 1681 
-+-= -----= ----= --=-
205 12] 205 ·123 25215 25215 15 
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Die sehr großen Zwischenwerte und ein schwierig zu l'ÜrZender primärer 
Summenbruch treten auf, obwohl die Ausgangsbrüche bereits vollständig 
gekürzt sind. Dieses Beispiel zeigt vor allem, daß man auch mit hamllosen 
Ausgangsbrüchen unter Umständen schnell den Integerbereich eines Com
puters überschreiten kann. 

2. Beispiel: Addition nach dem Hauptnermerverfahren (kgV-Verfahren) 

Wegen ggT( b,d)-kgV(b,d) = b-d gilt 

~ + ~ = a ·(d:ggT(b.d) + c ·(b:ggT(b.d» 

b d kgV(b,d) 

und damit erhält man, mit ggT(b,d) = 41, in unserem Beispiel 

_~ + ~ = 2 '(123:41) + 7 '(205:41) = ~ = ~ 
205 123 615 615 15 

Das ist im wesentlichen das übliche Verfahren, und es hat den Vorteil, daß 
die auftretenden Zn,ischellwerte lind der Rechellaufwand zum Kürzen des 
primären Summenbruchs erheblich kleiner geworden ist. 

3. Beispiel: Ausklammern des ggT(b,d) und anschließende direkte AdditiJn 

2 7 I [2 7] 1 2,] + 7 ·5 I 41 I 
'205 + m = 4i"' '5 + '3 = 4i"' 5· 3 = 4.'15 = 15 • 

Ideal im Sinne kleiner Zwischenwerte und damit auch von geringem Re
chenaufwand beim Kürzen wäre ja ein Verfahren, welches die folgende Be
dingung erfullen \\lirde: Alle Zwischenwerte, die während der Berechnung 
auftreten, sind 

:5: max. (a, b, c, d, Z, N). 

In dem obigen Beispiel 3 ist diese Bedingung erftillt, aber es gibt ja auch 
noch andere Brüche: 

-I. Beispiel: Addition durch ggT-Verfahren 

und hierbei ist der zu große Zwischenwert 44 trotz Ausklammerns des 
ggT(b,d) aufgetreten. 
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Bei dem Vergleich des Hauptnennerverfahrens mit dem ggT-Verfahren, 
auch unter dem Gesichtspunkt, welches VOll beiden Verfahren für Schliler 
besser geeignet sein könnte, habe ich einige Schulbuchadditionsaufgabcn 
durchgerechnet und andererseits versucht, besonders typische Beispiele zu 
konstruieren. Dabei habe ich unter anderem den Eindruck gewonnen, daß 
die nach dem Hauptnennerverfahren (oder nach dem ggT-Verfahren) zu
nächst entstehenden Summenbrüche nur noch sehr seIten zu ki.irL.en waren. 
Vielmehr waren in den meisten Fällen Zähler und Nenner des primären 
Sunmlenbruches bereits teilerfremd. Außerdem war es schwierig. kiirzbare 
Beispiele zu konstruieren. Man fragt sich schließlich: Wie hä/4ig sind ei
gentlich die primären Summenbrüche überhaupl kürzbnr? 

Bei dem ggT-Verfahren ist der primäre Summenbruch, der nach dem Aus
klammern des ggT(b,d) zunächst gebildet wird, sogar stets vollständig re
duziert, und es ist nur noch der ausgeklammerte ggT(b,d) gegen den Zähler 
a·(d:ggT(b,d» + c·(b:ggT(b,d» eventuell kürzbar. Die Begründung liegt in 
dem folgenden Satz, für dessen Beweis wir aufKilian (1992) verweisen. 

Satz: Die Brüche alb und eid seien vollständig gekürzt, und außerdem seien 
die Nenner bund d teilerfremd Dann ist auch der Bruch 

a ·d + b ·c 

b·d 

vollständig gekür,lt, d.h. der Zähler ad + bc und der Nenner bd sind teiler
fremd. 

Folgerung: Wenn die Brüche aIb und cld vollständig gekürzt sind, so ist der 
(primäre) Summenbruch genau dann künbar, wenn die Nenner bund d 
nicht teilerfremd sind. 

2. Fragen zur Künbarkeit von Summenbrüchen 

Es sei Nm := {I, 2, 3, ... , m}, m E N. Zwei Brüche ~, ~, d. h. 1.wei Paare 
b d 

(a, b), (c, d) werden rein zutallig ausgewählt aus NmxN
IIl

. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß der entstehende Summenbruch kürzbar ist, und 
z\-"ar 

(I) nach direkter Addition der zutillig ausgewählten Brüche: 

Pd(ggT(ad + bc, bd) > I) = '? 
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(2) nach Kür.len der rein zufällig ausgewählten Bruche wld anschließender 
direkter Addition (leh bezeichne die gekür.lten Bruche wieder mit a/b, 
eId): 

PkJj(a-(d:ggT(b,d» + c·(b:ggT(b,d)), ggT(kgV(b,d»> 1) = ? 

(3) Die Ausgangsbruche werden gekürzt und dann nach dem Hauptnenner
verfahren addiert: 

PkH(a·(d:ggT(b,d» + c-(b:ggT(b,d» > 1 ) = ? 

(4) Wie (1), (2) oder (3), aber wir fragen: Wie groß ist die Wahrschein-
lichkeit, daß ein solcher Swnmenbruch "schwer" zu kürzen ist? 

Welche Bruche sind schwer kürt,bar? Für diesen Aufsatz habe ich das so 
festgelegt, daß Brüche schwer bzw. nicht leicht kür.lbar sind, bei denen der 
ggT von Zähler und Nenner größer als 5 ist. Begründung: Alle anderen 
Brüche kann man durch (eventuell vielfaches) Kür.len durch 2, 3 und 5 re
duzieren und datUr stehen einfache Teilbarkeitsregeln zur allgemeinen Ver
fügung. 

Ich will zeigen, daß Bruche, die schwer k'Ürzbar sind, nur einen geringen 
Anteil aller Bruche ausmachen. Dazu muß man nicht unbedingt genau defi
nieren, was einen schwer kürzbaren Bruch charakterisiert. Es genügt auch 
zu zeigen, daß eine Klasse von Bruchen, die alle schwer ktir.lbaren Bruche 
und eventuell noch einige weitere Bruche urnfaßt, nur einen geringen An
teil aller Bruche ausmacht. Jedenfalls kommen dann auch alle sclnver kürz
baren Bruche nur selten vor, egal wie man "schwer" vielleicht später noch 
präzisiert. - Die Begründung tUr dieses Vorgehen ist (abgesehen davon, daß 
eine Einigung darüber, welche Bruche .für welchen Personenkreis schwer 
kiirzbar sind. kaum möglich sein wird), daß man auf diese Weise ein Aus
wahlkriteriwn tUr Bruche bekommt, welches einfach in einem Computcr
programm zu realisieren ist. 

Ein Einschub: Es gibt noch eine ganz brauchbare Teilbarkeitsregel tUr die 
Teilbarkeit durch 7. Diese ist allerdings kaum bekannt. Auch ihre Herkunft 
ist mir nicht bekannt. Da es schön wäre, wenn man die Sch'\'elle für 
"schwer" noch etwas höher legen könnte, möchte ich diese Gelegenheit nut
zen, um diese Teilbarkeitsregel zu propagieren. 

Zunächst ein Beispiel: Ist 7 ein Teiler von) 23456'1 
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2 ... 4 5 6 -) 

1 2 (12 = 2-6) 
2 3 3 3 

6 (6 = 2·3) 
1 2 2 7 

1 4 (14 = 2·7) 
0 8 71108, also ist auch 71123456. 

Dieses Verfahren beruht auf dem folgenden Teilharkeitskriterium fiir die 
Teilharkeit durch 7: 

Gegeben sei eine (nicht zu kleine) natürliche Zahl 

z = ~ ~_I ... ~ a l ao (ai E {U,!,2, ... ,9}, a" * 0) 

Die letzte Ziffer ao von z wird gestrichen, und von der so entstandenen Zahl 
nird 2·ao subtrahiert uSW.! z ist genau dann durch 7 teilbar, wenn die letzte 
neue Zahl durch 7 teilbar ist. 

Auch Schüler und Studenten finden heraus, daß bei diesem Verfahren z 
übergeht in 

z -+ 
z-ao z-21-aü 
---2'ao= ----

10 10 
Von z wird also ein Vielfaches von 21 (und also von 7 sowohl als auch von 
3) subtrahiert, und anschließend wird die Differenz durch 10 = 2-5 divi
diert. Die Ausgangszahl und die neue Zahl haben also dieselben Teilbar
keitseigenschaf1en in Bezug auf 7 (und auf 3). - Man kann weitere Teilbar
keitsregeln dieser Art konstruieren, wenn man andere Vielfache VOll ao von 
z subtrahiert usw. 

3. Eine verwandte Fragestellung 

Daß die obigen Fragen zur Kürzbarkeit von Summenbruchen nicht einfach 
zu beantworten sein werden, zeibrt die bekannte Antwort auf die folgende, 
nun naheliegende, weil einfachste Frage in diesem Zusammenhang: 

Ein Bmch ~ werde rein zufällig ausgewählt. Wie groß ist die Wahrschcin
b 

lichkeil. daß ein solcher Bruch vollständig gekürLt ist: P(ggT(a,b) = 1) = ? 
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6 
Es gilt P(ggT(a,b) = I) = -2 ::::: 60.8 %, also P(ggT(a,b) > I) ::::: 39 %. 

l' 

Eine Skizze eines Beweises findet man bei Knuth (S. 324, S. 337), eine 
heuristische Herleitung findet man bei Engel (S. 209-211). 

Wo 1t erscheint, hört die Mathematik auf, ganz einfach zu sein. Deshalb 
kann man diese Überlegungen kaum in der Klasse 6 durchführen. Aber für 
unsere praktischen Fragestellungen reicht eine Antwort auf solche Fragen 
auf einige Prozentpunkte genau auch völlig aus, und die kann man. durch 
Simulationen mit relativ wenig Aufwand erreichen. Läßt man die Schüler 
bzw. Studenten vor der Durchführung einer Simulation raten, wie das Er
gebnis aussehen wird, so erreicht man im allgemeinen einen deutlicheren 
LcrnefTekt. Die meisten Leute sind dann Z.B. erstaunt daruber, wie groß 
P(ggT(a,b) = 1) ist. 

4. Ergebnisse der Simulationen 

Um die oben formulierten Fragen zur Kürzbarkeit von Summenbruchen 
durch Simulation zu beantworten, wurden Programme in Standard Turbo 
Pascal vem'endel. Die Zahlen a, b, c, d wurden als Pseudozufallszahlen aus 
einem Abschnitt Nmax = {I, 2, 3, ... , max.} ausgewählt, die entsprechenden 
Brüche und Summenbruche gemäß dem jeweiligen Additionsverfahren an 
den richtigen Stellen durch eine Prozedur KuerzeBruch gekürzt. Eine 
Funktion ggT bestimmte die interessierenden größten gemeinsamen Teiler. 
(Diese Programme stelle ich interessierten Kollegen und Kolleginnen gern 
zur Verfügung.) 

Bemerkung: Es werden also Stichproben (vom Umfang n = 2000 z.B.) aus 

den Gnmdgesamtheiten N~ax X N~L'{ gezogen, allerdings nicht durch ein 

wirklich rein zufalliges Auswahlverfahren, sondern durch ein algoritlmli
sches Verfahren zur Bildung entsprechender Paare von Paaren «a,b), (c,d» 
aus Pselldozufallszahlen, a, b, c, d. Insofern handelt es sich um Simulatio
nen. insbesondere wn ein Monte-Carlo-Verfahren. 

Dabei habe ich die folgenden Ergebnisse erhalten: 

I. Additionsverfahren: direkte Addition der zufalligen Ausgangsbruche mit 
1 s a,b,c,d :s; max., gemäß der math. Definition der Addition von Bruchen. 
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max. ggTd > I ggTd > 5 ggTd > 7 
50 (gezählte Werte) 0.7027 0.2836 
99 0.71 0.36 0.31 
9999 0.72 0.37 0.31 

Bemerkungen: 

(a) Die Ergebnisse zu max = 9 und max = 50 sind exakt. Alle möglichen 
Paare von Brüchen wurden durchgezählt. Anzahl der benutzen Paare 
sonst 2000. 

(b) Es fallt auf, daß Summenbrüche viel häufiger kürzbar sind als rein zu
fällig gewählte Bruche. Aber die meisten BJiiclle sind leicht zu kürzen. 

(c) Von den Ergebnissen zu max ~ 99 ist vermutlich jeweils nur die erste 
Ziffer zuverlässig. Selbst die Einerstellen der entsprechenden Prozentan
gaben könnten sich noch ändern. Das gilt auch für alle folgenden Aus
sagen. 

2. Additionsverfahren: Kürzen der Ausgangsbruche, dann direkte Addition: 

max ggTkd > 1 ggTkd > 5 ggTkd > 7 
50 (gezählte Werte) 0.2132 0.096 
99 0.22 0.082 0.066 
9999 0.22 0.087 0.073 

Bemerkung: 

Es fallt auf, wieviel schon das Kürzen der Ausgangsbruche die Kürzbarkeit 
der Summenbruche reduziert, obwohl diese noch durch direkte Addition ge
wonnen werden. leh wlirde im Unterricht die SchülerInnen selbst herausfin
den lassen, daß es aus Griinden der Rechenökonomie günstig ist, die Aus
gangsbrüche zunächst zu kürzen. Entsprechende Aufgaben müßte man 
eventuell zu den Schulbuchaufgaben hinzufügen. 

3. Additionsverfahren: Kürzen der Ausgangsbruche, dann Hauptnenner
bzw. ggT -Verfahren 

max ggTkH > 1 ggTkH > 5 ggTkH > 7 
50 (gezählte Werte) 0.0613 0.0029 
99 0.06 0.005 0.003 
9999 0.06 0.002 



50 

Oberraschendes Ergebnis: Fast alle Summenbrüche sind leicht kiirzbar. 
Nur ungeGihr 0.6 % aller Summenbruche sind schwer kürzbar. Für die all
gemeine Praxis und ebenfalls fiir die Schulpraxis sind die Bruche, die nicht 
durch höchstens 5 künbar sind, vemmtlich ohne Bedeutung! Meines Er
achtens kann man daraus die Konsequenz ziehen, daß man in einer Klasse, 
deren Schüler sehr große Probleme im Umgang mit Bruchen haben, die 
auftretenden Summenbruche (bei vollständig gekürzten Ausgangsbruchen 
wld Hauptnenner- h".lw. Ausklammerverfahren) nur noch durch 2, 3 und 5 
(und eventuell 7) künen sollte, bis diese Faktoren nicht mehr auftreten. 

Bemerkung: 

Bei der Addition nach dem ggT-Verfahren ist der Zähler des auftretenden 
Summenbruches gegen den ausgeklammerten größten gemeinsamen Teiler 
der Nenner genau dann zu kÜrL.en, wenn der Summenbruch nach dem kgV
Verfahren zu kürzen ist. Dies ergibt sich aus den folgenden Rechnungen: 

1) Es sei ggT(a, b) = ggT(c, d) = 1, g := ggT(b, d), B:= b:g, 0:= d:g 

Dann gilt: ggT(ad + bc, lxJ) = g·ggT(aD + Be, g) 

Beweis: 

ggT(ad + bc, bd) = ggT(aDg + g·Bc, g2BD) = g.ggT(aD + Be, gBD). 

Da nun nach dem obigen Satz ggT(aD + Be, BD) = 1 ist, so folgt weiter 

= g'ggT(aD + Be, g). 

b·d 
2) Aus kgV(b, d)·ggT(b, d) = b-d erhält man kgV(b, d) = - = gBD. 

g 

Damit folgt, rur das kgV-Verfahren: 

ggT(a·(d:g) + (b:g)-c, kgV(b, d» = ggT(aD + Be, gBD> = ggT(aD + Be, g), 

wie oben. 

a . (d:g) + (b:g)-c . 
Der primäre Summenbruch des kgV-Verfahrens 1st also 

b 'd:g 

genau dann und durch genau dieselbe Zahl kürzbar wie die "Größen" g und 
aD + Be des ggT-Verfahrens. (Allerdings ist die KürLungszahl ggT(aD + 
Be, g) im kgV-Verfahren schwieriger direkt zu berechnen (s.o.». 
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5. Simulation im Unterricht 

Kann man diese Ergebnisse auch im Mathematikunterricht der Sekllndar
stufe I gewinnen? Ich habe versuchsweise folgendes Experiment ohne Com
putereinsatz durchgeruhrt: 

(I) Aus einer Tabelle von Zufallszahlen (Wetzel Cl al. 1967) habe ich 50 

Paare von Brüchen ~, ~ herausgelesen mit 01 :,; a,b,c,d:'; 99 und in 
b d 

einer zweispaltigen Liste zusammengestellt. 

(11) Dann \\urde zunächst gezählt, wie viele dieser Bruche schon voll
ständig gekürzt waren. Ergebnis (in diesem Experiment): 

abs. Häufigkeit gekürzter Brüche = H(ggT( a,b) = 1) = 64 

64 
rel. Häufigkeit gekürzter Bruche = h(ggT(a,b) = 1) = - ~ 0.6 

100 

(III) Relative Häufigkeit hd detjenigen Paare von Bruchen, deren Sum
menbruche (berechnet direkt aus den Zufallsbruchen) zu kürzen sind: 

35 70 
hd(ggT(ad + bc, lxJ) > I) = - = - :::: 0.7 

50 100 

(0.7 als Schätzwert rur die entsprechende Wahrscheinlichkeit) 

(IV) Die Zufallsbruche werden ggf. zWlächsl gekünt und daJm direkt ad
diert: 

14 28 
hkiggT(ad + bc, lxJ) > 1) = - = - :::: 03 (als Schätzwert) 

50 100 

(V) Die Zufallsbrüche werden zunächst gekürzt und dann nach dem 
Hauptnennerverfahren oder nach dem ggT -Verfahren addiert: 

2 8 
hkH(ggT(ad + bc, bd) > 1 = - = - ~ 0.1 (als Schätzwel1) 

25 wo 
(VI) Wie oben (V), aber 

o 
hkH(ggT(ad + bc. lxJ) > 5) = - "" 0.0 

50 

(0.0 als Schätzwert, mit angedeuteter Genauigkeit) 

Dieses Beispiel zeigt, daß man schon mit geringem Aufwand brauchbare 
Ergebnisse gewinnen kann. In einer Klasse mit 30 Schülcm, die vielleicht 



52 

zu zweit je 5-10 Paare von Zufallsbrüchen verarbeiten, sollte man also in al
ler Regel mit Meßwerten rechnen können, die eine Dezimale exakt wieder
geben (Natürlich müssen alle Einzelergebnisse zusammengefaßt werden). 

Inzwischen ist P(ggT(a, b) > I) auch in einem 6. Schuljahr eines Gymnasi
ums in Hagen von den Schillem für 0 ~ a, b ~ 99 (a "# 0 oder b "# 0) ge
schätzt worden. Dabei wurden die Zahlen 00, 01, 02, ... 99 auf kleine ver
schiedenfarbige Kärtchen geschrieben, einmal für den Zähler und einmal 
ftir den Nenner, und zufallig aus zwei "Urnen", aus unterrichtsteclmischen 
Gründen allerdings ohne Zurücklegen, gezogen. Das Ergebnis traf den 
theoretischen Wert ebenfalls (zufällig natürlich) sehr gut. 

Bemerkung: Im Stochastikunterricht könnte man sich überlegen, daß man 
damit rechnen muß, daß die Wahrscheinlichkeit relativ sehener Ereignisse 
durch Simulation weniger leicht (weniger genau) zu schätzen ist als die 
häufiger Ereignisse. Die erste Ziffer jeder der oben geschätzten Wahr
scheinlichkeilen ist trotz der geringen Anzahl der Versuche erstaunlich gut 
getroffen worden. 

Ergänzung: Man kann natürlich auch versuchen, solche Wahrscheinlich
keiten auszurechnen. leh habe bisher erhalten (P sei hier die Menge der 
Primzahlen): 

(I) PiggT(ad + bd, bd) = 1) = fJ (1- Jp ;2) = 0.287 (gerundet), 
pEP P 

also PiggT(ad + bd, bd) > 1) = 1 - 0.287 = 0.713 

(Il)p dk(ggT(ad + bd, bd) = I) = n (1- I 2) = 0.776 (gerundet), 
J E~ (p + 1) 

also P dk(ggT(ad + bd, bd) > 1) = I - 0.776 = 0.224. 

Diese Zahlenwerte stimmen mit den experimentell gewonnenen Werten 
sehr gut iiberein. - Ich werde in einem weiteren Aufsatz mit dem Thema 
"TeiJbarkeitslehre fiir ZufalJszahlell" diese Formeln herleiten. 

6. Abschließende Bemerkungen 

Zum Schluß möchte ich noch ein Plädoyer für diese Art der Verbindung 
von verschiedenen Gebieten des Mathematikunterrichts vortragen. Durch 
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die Verbindung von Themen aus der Bruchrechnung/Teilbarkeitslehre ei
nerseits mit der Stochastik andererseits wird Schubladendenken gestört 
bzw. werden subjektive Erfahrungsbereiche ("frames") vemetzt. Die Schü
ler werden sehr erstawlt sein, daß so etwas möglich ist. 

Bruchrechnung wird implizit wiederholt, unter einer neuen Fragestel
lung und unter neuen Gesichtspunkten. Welches Additionsverfahren 
bedingt die kleinsten Zwischenwerte und führt zu leicht kürzbaren 
Summenbrüchen? Der ggT wird aufgewertet! 

Stochastik wird innerhalb der Mathematik angewandt. Es handelt sich 
um eine bedeutsame Anwendung, die aber nicht die Schwierigkeiten 
macht, die bedeutsame mathematische Anwendungen in anderen Be
zugwissenschaften in der Regel mit sich bringen. 

Man kalm die Fragestellung erweitern und variieren. Wie verhält es 
sich mit der Subtraktion von Brüchen? Welche Ergebnisse erhält man, 
wenn man als "schwer kür.lbar" Summenblüche betrachtet, deren ggT 
:2: 11 ist (z. B.) ? 
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