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KENDALL’S ©
- Ein alternativer Korrelationskoeffizient -

von Claudia SCHUTZE, Dortmund

Zusammenfassung: Der im Rahmen der Korrelations- und Regressionsrechnung verwendete
Korrelationskoeffizient gilt als schwierig zu berechnen und interpretieren. Dariiberhinaus
macht er nur Sinn bei metrisch skalierten MeBreihen. In dieser Arbeit wird ein alternativer
Korrelationskoeffizient vorgestellt, der sich mit graphischen Methoden berechnen, somit we-
sentlich einfacher interpretieren 146t und auch fiir Daten aus einer Ordinalskala sinnvoll ist.

1 Einleitung

In verschiedenen Arbeiten in der Zeitschrift Stochastik in der Schule (vgl.
BOROVCNIK (1988), GOODE & GOLD (1988) und WIRTH (1991)) wird die
Korrelationsrechnung so dargestellt, daB sie auch in der Sekundarstufe I
unterrichtet werden kann. Dabei wird der gebriuchlichste Korrelationskoeffi-
zient, den man auch als BRAVAIS-PEARSONSCHEN- oder auch Produkt-Momen-
ten-Korrelationskoeffizienten bezeichnet, auf moglichst einfache Weise einge-
fiilhrt. Auch wenn auf einige mathematische Voraussetzungen verzichtet wird,
ist dieser Koeffizient durch seine aufwendige Berechnung und schwierige Inter-
pretierbarkeit weiterhin schwer vermittelbar. AuBlerdem gibt es Fille, in denen
seine Berechnung wenig Sinn macht. Wenn die Werte nicht aus einer metri-
schen MeBskala stammen, sind die Abstinde zwischen den Beobachtungen nicht
mehr interpretierbar. Als Beispiel wiren hier Schulnoten oder Schuhgrofien zu
nennen. Die Werte sind zwar beziiglich ihrer Grofien noch vergleichbar, das
heit die Note 1 ("sehr gut") ist besser als 2 ("gut"), aber der Abstand
zwischen 1 und 2 hat keine Bedeutung mehr. Fiir solche Werte existiert ein
einfacher Ausweg, der hier vorgestellt wird. Dazu werden die beobachteten
Originalwerte zundchst transformiert, das heifit genauer, daB ihnen Ringe
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zugeordnet werden. Fiir diese Ringe wird dann die Korrelation berechnet.

2 Ringe

Angenommen man hat n Werte x,, x,, ..., x, vorliegen, die alle verschieden
sind. Der Fall, daf zwei oder mehrere Beobachtungen gleich sind, ist schwieri-
ger zu behandeln und wird hier ausgeschlossen. Der Rang einer Beobachtung
gibt nun an, an welcher Stelle die Beobachtung steht, wenn man die Werte der
Gr6Be nach ordnen wiirde. Das heift, der kleinste Wert erhilt die Rang 1, der
zweitkleinste den Rang 2 und der gréfte den Rang n.

Beispiel 1:

Sechs Korpergrofen werden die Ringe wie folgt zugeordnet:

Person A B C D E F
GroBe 1,76m 1,72m 1,86m 1,80m 1,7m 1,68 m
Rang 4 2 6 5 3 1

Die tibliche verbale Definition eines Ranges lautet:

Der Rang einer Beobachtung gibt die Anzahl der Beobachtungen an, die grofer
oder gleich der Beobachtung sind.

Dabei wird die Beobachtung selbst mitgezahlt. Das heiBt beispielsweise, daB es
einen Wert gibt, der kleiner oder gleich dem kleinsten ist - namlich er selbst,
und so erhdlt der kleinste Wert den Rang 1.

Es erscheint zunichst vielleicht nicht sehr sinnvoll, die Werte so zu trans-
formieren, da dabei sehr viel Information verloren geht. Es gibt jedoch auch
Fille, in denen nur Ringe vergeben werden kénnen. Angenommen, die Schiiler
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einer Klasse sollten nach ihren mathematischen Fihigkeiten beurteilt werden.
Will man sich nicht mit dem groben Notensystem von 1 bis 6 zufrieden geben,
kann man jeden Schiiler mit den anderen vergleichen. Man wird dabei fest-
stellen konnen, welcher der beste, welcher der zweitbeste Schiiler usw. ist, aber
man wird diese Féhigkeiten nur schwer absolut messen kdnnen.

Auf der Basis von Riingen lassen sich nun Korrelationskoeffizienten definieren,
die man als Rangkorrelationskoeffizienten bezeichnet und zu denen auch der
Koeffizient gehort, der hier vorgestellt wird.

3 Korrelationskoeffizienten

Neben dem iiblichen Korrelationskoeffizienten gibt es eine Reihe von weiteren
Koeffizienten, die alle etwas gemeinsam haben. Sie sollen den Zusammenhang
zwischen zwei GréBen (Merkmalen) beschreiben. Um die Werte der Koeffizien-
ten interpretieren zu konnen, sollen sie zwischen 1 und -1 liegen, wobei 1
bedeutet, da zwischen den Merkmalen ein starker positiver Zusammenhang
besteht und -1 bedeutet, daB ein starker negativer Zusammenhang besteht.
"Positiv" heiBit, daB mit groBen bzw. kleinen Werten des einen Merkmals grofie
bzw. kleine Werte des anderen Merkmals einhergehen, "negativ" bedeutet, daf
zu groBen Werten des einen Merkmals kleine Werte des anderen gehdren und
umgekehrt. Es sei daraufhingewiesen, daB ein Korrelationskoeffizient keine
Aussage dber den kausalen Zusammenhang macht (vgl. BOROVCNIK, 1988).

4 KENDALL’s t

Nachfolgend werden Beobachtungsreihen betrachtet, die sich aus Vergleichs-
beurteilungen und Zuordnung von Ringen ergeben.
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Beispiel 2:

Sechs Schiiler einer Klasse werden hinsichtlich ihrer Leistungen in
Musik und Mathematik miteinander verglichen. Der beste Schiiler er-
hdlt den Rang 1, der zweitbeste den Rang 2 usw. Die daraus resultie-
renden Ringe entsprechen also nicht den Noten 1 bis 6.

Schiiler A B C D E F
Musik 4 2 6 5 3 1
Mathematik 2 4 5 6 3 1

Man kann fiir die Ringe den BRAVAIS-PEARSONSchen Korrelationskoeffizien-
ten berechnen. Dieser Koeffizient heiBt SPEARMAN’s p. Aufgrund der Ahnlich-
keit ist er sehr beliebt, 1dBt sich gerade deswegen aber auch genauso schwer
anschaulich erkliren.

Der alternative Korrelationskoeffizient, der nun vorgestellt wird, ist dem
Koeffizienten SPEARMAN’s p zwar von seinen statistischen Eigenschaften her
sehr dhntich, er wird aber auf eine ganz andere einfache Weise berechnet.

Der Koeffizient wurde aufgrund einer Arbeit von M. G. KENDALL (1938), der
ihn als erster als Korrelationskoeffizient erkannte, KENDALL’s © genannt. In
einer fritheren Arbeit (HOLMES, 1928) wird er als "Koeffizient von Unord-
nung" vorgestellt. Erst spiter (GRIFFIN, 1958) wird gezeigt, daB der Unord-
nungskoeffizient und KENDALL’s t identisch sind.

Die sogenannte Unordnung zwischen den Ringen der Merkmalswerte 148t sich
graphisch darstellen. Wenn man die Ringe wie in Beispiel 2 untereinander
schreibt und jeweils gieiche Ringe durch eine Linie miteinander verbindet (vgl.
Beispiele 3 bis 5), kann man anhand der Schnittpunkte zwischen der einzelnen
Linien den Grad der Unordnung erkennen.
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Beispiel 3:

Falls alle Beobachtungen fiir beide Merkmale die gleichen Riinge be-
sitzen, gibt es zwischen den Verbindungslinien keine Schnittpunkte.
Dann wiirde man auch von einer strengen Ordnung sprechen.

Merkmal A 1 2 3 4 5 6
Merkmal B 1 2 3 4 5 6
Beispiel 4:

Vertauscht man nun in Beispiel 3 fiir das Merkmal B die Ringe 1 und
2 erhilt man einen Schnittpunkt. Die Unordnung wichst also mit jeder
Vertauschung:

Merkmal A 1 2 3 4 5 6
Merkmal B 1 2 3 4 5 6
Bemerkung 1:

Mit jeder Vertauschung zweier benachbarter Ringe bei Merkmal B, die die
Unordnung grofer macht, erhilt man einen Schnittpunkt der Verbindungslinien
dazu. Oder andersherum ausgedriickt: Ausgehend von einer beliebigen Anord-
nung der Ringe verringert jede Vertauschung von benachbarten Ringen eines
Merkmals, die die Unordrung kleiner macht, die Anzahl der Schnittpunkte um
Eins, d. h. die Anzahl der Schnittpunkte ist gleich der Anzahl der Vertauschun-
gen, die notig sind, um die Riange zweier Merkmale in die gleiche Reihenfolge
(oder in die gleiche Ordnung) zu bringen. Je grofer also diese Anzahl ist, umso
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groBer ist auch die Unordnung. Daher 148t sich die Anzahl der Schnittpunkte
als Ma8 fiir die Unordnung auffassen.

Beispiel 3:

Die groBte Unordnung ist gegeben, wenn die Ringe in der folgenden
Form vorliegen:

Merkmal A 1 2 3 4 5 6

Merkmal B 6 5 4 3 2 1

In diesem Beispiel ist es sehr schwer, Verbindungslinien sauber einzuzeichnen,
da darauf zu achten ist, daff die Schnittpunkte nicht libereinanderliegen. Deswe-
gen wird hier darauf verzichtet. Die Gesamtzahl der Schnittpunkte betrigt
fiinfzehn, wie man aus folgender Uberlegung sieht:

Die Verbindungslinie zwischen den Ringen 1 schneidet die Linien zwischen
den iibrigen Réngen jeweils einmal (5 Schnittpunkte), die Linie zwischen den
Ringen 2 schneidet zusitzlich die Linien der Rénge 3 bis 5 (4 Schnittpunkte)
usw., bis schlieBlich die Linie zwischen den Ringen 5 diejenige zwischen den
Ringen 6 einmal schneidet. Daraus erhilt man die Anzahl der Schnittpunkte.

Anhand der Beispiele erkennt man, da$ bei einer groBen Korrelation die Unord-
nung klein ist und mit sinkender Korrelation die Unordnung wichst. Als Maf
fiir die Unordnung wird nun die Anzahl der Schnittpunkte zwischen den Ver-
bindungslinien gewihit. In Beispiel 3 gibt es keinen Schnittpunkt, in Beispiel 4
einen und schlieBlich in Beispiel 5 fiinfzehn. Durch eine geeignete Transforma-
tion erhdlt man aus der Anzahl der Schnittpunkte, die mit X bezeichnet sei, den
Korrelationskoeffizienten KENDALL’s t, der sich berechnen 148t aus:
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_1._4X )
- n(n-1)

Dabei gibt n die Anzahl der Individuen, bzw. den griBten Rang an.
Bemerkung 2:

Es ist bei der Bestimmung der Schnittpunkte darauf zu achten, daB sich die
Riinge eines Merkmals in aufsteigender Reihenfolge befinden. Gegebenenfalls
miissen die Ringe entsprechend umgeordnet werden. Andernfalls kann man
eine andere Zahl an Schnittpunkten und so ein falsches Ergebnis erhalten,
Weiterhin ist darauf zu achten, dafl in der Zeichnung nicht zwei oder sogar
mehr Schnittpunkte Gibereinander liegen. Auch dies wiirde eine falsche Zah! an
Schnittpunkten ergeben.

Fiir das Beispiel 2 erhilt man 4 Schnittpunkte:

Merkmal A 1 2 3 4 6 5
e
Merkmal B 1 4 3 2 5 6

und mit n = 6:

c=1-24 2128 0T 04667
65 5 15

Es 148t sich relativ leicht zeigen, daB dieser Koeffizient die in Abschnitt 3
beschriebenen Eigenschaften besitzt. Falls ndmlich die Ringe fiir beide Merk-
male vollstindig iibereinstimmen (Beispiel 3), gibt es keinen Schnittpunkt, und
esist t = 1. Falls die Ringe genau gegensitzlich vergeben wurden (Beispiel
5), dann gibt es n(n-1) Schnittpunkte, und es gilt t = -1 . Diese Anzahl
erhilt man, indem man die Anzahl der Schnittpunkte nacheinander fiir jede
eingezeichnete Verbindungslinie bestimmt. Die zweite Linie schneidet die erste,
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die dritte die zweite und die erste usw., bis die letzte die n - 1 vorher einge-
zeichneten Linien schneidet.

Die Berechnung von KENDALL’s t auf diese Weise entspricht nicht der bli-
chen Definition. Diese beruht auf paarweisen Vergleichen der Rangpaare, die
zu jeder Person gehoren. Zur Erlduterung betrachte man noch einmal Beispiel
2:

Schiiler A B C D E F
Musik 4 2 6 5 3 1
Mathematik 2 4 5 6 3 1

Nun werden die Ringe in Musik und Mathematik fiir jedes Paar von Schiilern
verglichen. Jedem Paar wird dabei ein Wert, den man als Score bezeichnet,
zugeordnet. Und zwar erhilt ein Paar den Score 1, falls in beiden Fillen (bzgl.
Musik und Mathematik) die gleiche Ordnung besitzen. Damit ist gemeint, da8
in beiden Fillen der Rang des einen Schiilers groBer bzw. kleiner sein soll, als
der Rang des anderen Schiilers. Als Beispiel betrachte man das Paar A, C.
Schiiler A besitzt sowohl in Musik als auch in Mathematik einen kleineren
Rang als Schiiler C und erhalt damit den Score 1. Solche Paare bezeichnet man
als konkordante Paare. Fiir den Fall, daB die Ringe jeweils eine andere Ord-
nung besitzen, das heift, daB ein Rang eines Schiilers fiir ein Merkmal gréSer
und fiir das andere kleiner als der Rang des anderen Schiilers ist, erhilt das
Paar den Score -1. Dann heifit das Paar auch diskordant. Dies ist beispielsweise
bei dem Paar AB der Fall. Hier ist der Rang in Musik von A groger als der
von B, aber der Rang in Mathematik kleiner. Insgesamt erhilt man fiir Beispiel
2 folgende Scores:

AB-1 BC 1 CE 1
AC 1 BD 1 CF 1
AD 1 BE-I DE 1
AE-1 BF 1 DF 1
AF 1 CD-1 EF 1




18

Die Korrelation ist hoch, wenn es viele konkordante Paare gibt, und sie wird
klein sein, wenn es viele diskordante Paare gibt. Die Summe der Scores gibt
daher einen Aufschluf iber die Korrelation. Auch hier wird die Summe, die
mit § bezeichnet sei, noch normiert, damit der daraus resuitierende Korrela-
tionskoeffizient die in Abschnitt 3 beschriebenen Eigenschaften besitzt. Der
Koeffizient KENDALL’s t ist dann definiert durch:

28 : @
n(n-1)

In Beispiel 2 ist S = 7 und damit wieder t = 0.4667 . Die Summe der
Scores 1Bt sich auch als Differenz der Anzahl der konkordanten und der
diskordanten Paare interpretieren, da jeder Score 1 fiir ein konkordantes und
jeder Score -1 fiir ein diskordantes Paar steht. Bezeichnet P die Anzahl der
konkordanten und Q die Anzahl der diskordanten Paare, so ist S = P-Q und

;- 2(P-Q) 3)
n(n-1)
N .o . . n(n-1) .
un betriigt die Gesamtzahl der paarweisen Vergleiche ———= , die man
mit dhnlichen Uberlegungen wie bei der Bestimmung der maxifhalen Anzahl an
Schnittpunkten erhilt. Die Summe an konkordanten und diskordanten Paaren ist
gerade gleich der Gesamtzahl, so da mit Hilfe von

S =P-Q wd PvQ =20

die Summe S und KENDALL’s t folgende Darstellung besitzen:

10 VR @)

2

4Q &)
n(n-1)
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Diese Schreibweise von t ist der Darstellung (1) sehr dhnlich. Es bleibt noch
zu zeigen, daB die Anzahl der Schnittpunkte gleich der Anzahl der diskordanten
Paare ist. Dies 148t sich folgendermaBen zeigen:

Nach Bemerkung 1 ist die Anzahl der Schnittpunkte gleich der Anzahi der Ver-
tauschungen benachbarter Ringe, die die Unordnung kleiner macht. Durch eine
solche Vertauschung wird ein diskordantes Paar in ein konkordantes umgewan-
delt. Also ist die Anzahl der diskordanten Paare gleich der Anzahl dieser Ver-
tauschungen und somit gleich der Anzahl der Schnittpunkte. Damit wurde die
Verbindung zu der graphischen Berechnungsmethode hergestellt. Es sei noch
darauf hingewiesen, daB es sich dabei nicht um eine rein graphische Methode
handelt, da man den Wert des Rangkorrelationskoeffizienten nicht direkt aus
der Zeichnung ablesen kann. In die Bestimmung des Koeffizienten geht die
maximale Anzahl von Schnittpunkten mit ein, die aus der Zahl der Ringe
gesondert berechnet werden muB. Vielmehr handelt es sich um eine verein-
fachte Methode, die auf die recht miihselige Bestimmung der konkordanten
bzw. diskordanten Paare verzichtet.

5 AbschlieBende Bemerkung

Der Rangkorrelationskoeffizient KENDALL’s t ist einfach zu berechnen und
intuitiv zu verstehen, und es lassen sich mit ihm Korrelationen fiir ordinal-
skalierte MeBreihen bestimmen.

Auch wenn der Koeffizient aus dem Rahmen der in der Schule iiblicherweise
unterrichteten Statistik herausfillt, bietet er sich dennoch an, einen ersten
anschaulichen Einblick in die Korrelationsrechnung zu geben und den Schiilern
den Einstieg zu erleichtern. Dabei kann sogar auf den statistischen Hintergrund
fast vollig verzichtet werden.

Die in Abschnitt 4 erwihnte Ahnlichkeit zu dem Koeffizienten SPEARMAN’s p,
der sich aus der Berechnung des Produkt-Momenten-Koeffizienten ergibt, be-
zieht sich auch die asymptotische Aquivalenz. Diese bedeutet, da die Koeffi-
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zienten bei einer unendlichen Anzahl von Beobachtungspaaren den gleichen
Wert annehmen. Dies sei jedoch nur der Vollstindigkeit halber angefiihrt.
Niheres hierzu und weitere sehr anschauliche Ausfiihrungen zur Rangkorrela-
tionsrechnung findet man bei KENDALL & GIBBONS (1990).
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