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Eine einfache axiomatische Begründung 
des arithmetischen Mittelwerts 

von Walter Krämer, Dortmund 

Zusammenfassung:Das arithmetische Mittel läßt sich auf vielfache Weise axiomatisch 
ableiten. Hier wird eine besonders einfache und auch im Schulunterricht verwendbare 
Begründung aufgezeigt. 

Axiomatische versus herkömmliche Motivation von Mittel
werten 

Mittelwerte werden üblicherweise im Statistik-Cnterricht behandelt, 
als fielen sie vom Himmel: Eine Formel, zu deren Entstehung man nicht 
viel erfährt, wird vorgestellt, dann werden deren Eigenschaften aufge
zeigt. Alternativ kann man stattdessen auch grundsätzlich fragen: \\"el
che Eigenschaften sollte eine Funktion von n Variablen XI, X2, .. . , In 

haben, um mit Fug und Recht den Namen "Mittelwert" zu führen'? \Iit 
anderen Worten, was verlangen wir von einem Mittelwert? \Vir zäumen 

das Pferd also quasi von hinten auf: Die Eigenschaften kouullen zu
erst, die konkreten Formeln hinterher. Diese axiomatische Sichtv:eise 
hat in vielen Zweigen der Statistik, wie etwa in der Konzentratiüns
und Ungleichheitsmessung, eine lange Tradition. Auch für die meisten 
Mittelwerte (arithmetisches, geometrisches, harmonisches ~Iittel, :'Ie
dian etc.) gibt es verschiedene axiomatische Begründungen (siehe etwa 

Bullen et al., 1988, und die dort angeführte Literatur), die aber in der 
Regel den Rahmen der Schulrnathematik sehr schnell verlassen. Dieser 
Beitrag will daher darall erinnern, daß für das arithmetische I\Iittel eine 
einfache axiomatische Charakterisierung existiert, die auch für Schüler 
nachvollziehbar ist. 
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Einige Axiome für Mittelwerte 

Das Thema läßt sich im Unterricht sehr schön durch die Frage 

einführen, welche Eigenschaften ein vernünftiger :-V1ittelwert nach Mei
nung der Schüler und Schülerinnen eigentlich besitzen sollte. Das Er
gebnis könnte eine Liste sein wie die folgende: 

Al : Der Durchschnitt soll nicht von der Reihenfolge der Ausgangs
werte Xl, ... , X n abhängen. 

A2: Der Durchschnitt soll nicht kleiner als der kleinste und nicht 
größer als der größte Ausgang'swert sein. 

A3 : Vienn wir eine oder mehrere der Ausgangsdaten durch größere 

ersetzen, darf der Durchschnitt nicht abnehmen. 

A4 : Wenn alle zu mittelnden Werte identisch sind, muß der Durch
schnitt mit dieser Zahl übereinstinunen. 

A5 : Wenn wir alle Ausgangsdaten mit dem gleichen Faktor multi
plizieren, muß auch der Durchschnitt um diesen gleichen Faktor 
wachsen (oder schrumpfen, je nachdem). 

A6 : V/enn wir eine Teilmenge der Ausgangsdaten Zahl für Zahl durch 

den Mittelwert dieser Teilmenge ersetzen, darf der gesamte Durch
schnitt sich nicht ändern. 

A7 : Wenn wir zwei Datensätze Xl,"" X n und YI, ... , Yn addieren, mit 

Zl = Xl + YI, Z2 = X2 + Y2,· .. , Zn = X n + Yn, dann soll der Durch
schnitt der z gleich dem Durchschnitt der X plus dem Durchschnitt 
der y sein. 

Das sind einige beispielhafte Anforderungen an emen Mittelwert bei 

gegebenem n . Die Liste ließe sich verlängern. Andere Anforderungen 
können das Verhalten des Durchschnitts bei einer Vergrößerung des 
Datensatzes betreffen, wie: 

A8 : \Venn wir die ~'Ienge der Ausgallgswert (' Ulll ihren Mittelwert 

erweitern, bleibt der :vlittelw('rt der erweitf'rten :\leuge gleich. 
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A9 : \Venn wir den Ausgangsdatensatz um eine Kopie seiner selbst 
erweitern, bleibt das Mittel gleich. 

Diese Anforderungen sind unterschiedlich strikt und in der Regel leicht 
zu motivieren. Nehmen wir Al: Eine Mittelwertformel, deren Out
put von der Reihenfolge des Inputs abhängt, ist ganz offensichtlich mit 
Vorsicht zu genießen. Oder A2 - A4: Daß ein vernünftiger :vIittelwert 
zwischen Minimum und Maximum liegen und bei einer Vergrößerung 

eines Ausgangswerts nicht abnehmen sollte, folgt ebenfalls sofort aus 
unserem intuitiven Veständnis des rvIitteh~ertbegriffs. Diese Bedin

gungen werden auch von allen gängigen Durchschnitten erfüllt. An der 
Hürde A6, die auf den ersten Blick vielleicht etwas weniger einleuchtet. 
aber bei näherem Hinsehen durchaus vertretbar erscheint - denn das 

Ersetzen einiger Daten durch ihren l'.1ittelwert sollte eigentlich am Ge
samt mittel nichts verändern - scheitert etwa der ~\'Iedian: Der ),Iedian 

von 

1 234 5 

etwa ist 3. Ersetzen wir dagegen die \Verte 3, 4 und 5 jeweils durch 

den Median dieser Teilmenge, also 4, so ist der Median der neuen \\"er

te menge 

1 2 444 

nicht mehr 3 sondern 4. 

Ein weiterer Diskussionspunkt im Unterricht könnte die Frage sein, wel

che der Axiome in den anderen bereits enthalten und damit überflüssig 
sind. So ist etwa A4 eine triviale Folge von A2, das selbst wiederum 

als Implikation in A5 und A6 enthalten ist. Diese logischen Abhängig

keiten zwischen verschiedenen Axiomen sind jedoch ein Thema für sich 
und sollen hier nicht weiter interessieren. Stattdessell fragen wir, ob 

durch diese Axiome oder eine Teilmenge davon ein bestimmter l'l'littel

wert eindeutig charakterisierbar ist. 

Dazu beachten wir zunächst, daß es mindestens einen l\littelwert gibt -

nämlich das arithmetische !vIittel-, der alle Bedingungen Al - A9 erfüllt. 

Diese Axiome sind also logisch kOllsistt'llt. Etwas sclnn'rer, aber durch

aus für Schüler nachvollziehbar ist der :\achweis, daß das arithmetische 



!\'fittel der einzige Durchschnitt mit allen diesen Eigellschaften ist, ja 

daß sogar schon die Axiome Al, A4, A5 und A 7 aus allen Mittelwerten 

nur noch das arithmetische Mittel übriglassen. 

Eine einfache Axiomatik für x 

Sei M (Xl, X2, ... , xn) der gesuchte Mittelwert, als Funktion der Aus-

gangsdaten Xl, ... , X n betrachtet. Von dieser Funktion von 7! Variablen 

wissen wir nur, daß sie die Eigenschaften Al, A4, A5 und A7 besitzt. 

Sei ferner x = (Xl + ... + xn)jn das gewöhnliche arithmetische Mittel 

von Xl, ... , X n . Dann haben wir zu zeigen, daß für beliebige Xl, . .. , X n 

inuner .~l(Xl, . .. , x n ) = x gelten muß. 

Das folgt aber sofort aus den Eigenschaften der Funktion 

M(Xb'" ,:rn ). \Vegen Al z.B. wissen wir, daß die Reihenfolge der 

Argumente in dieser Funktion am \Vert nichts ändert, d.h. 

fl,1(Xl, Xz, X3,···, xn ) = fvl(xn , Xl, Xz,·· ., .Tn-d 

... = fI,/(X2, X3, . .. , x,., :rd· 

Dabei haben wir die n Argumente der Funktion !ll n-mal zyklisch 

vertauscht. ?\lit anderen \Vorten, 

A1(Xl,XZ,X3, ... ,Xn) + I\1(xn,Xl,1·2,···,Xn-1l 

+ ... + l\!I(xz, X3,· .. , Xn , Xl) 

= n· .M(Xl, X2: X3, ... , Xn)' 

\Vegen A 7 wissen wir weiter, daß außerdem 

.~1(Xl) TZ, X3,· .. , Xn ) + 1\/(1',.,1:1, X2, ... , .L·n-J) 

+ , .. +A/(X2,·1'3,·.·,:r",:l'l) 

. H(:rl +, ,+ .r"".".I] -t ... + ,1',,) 
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g'elten muß. Dabei nützen wir aus, daß sich die Argumente an der i

ten Stelle der Funktion l\!I wegen der zyklischen Vertauschung der :Cj 

und der Kommutativität der Addition immer zu der gleichen Summe 

Xl + ... + Xn aufsummieren müssen. \Vegen Xl + ... + Xn = TI . x folgt 
aus den obigen Gleichungen aber, daß 

d.h. 

n·M(Xl,XZ,X3,···,Xn) = M(Xl+",+Xn"",Xl+ ... +Xn) 

= AI (n . x, ... , TI . i). 

Wegen A5 wissen wir außerdem, daß 

M(n . x, ... , n· x)jn = nM(x, ... , x)jn = M(i, ... , I), 

und A4 sagt uns, daß 

M(x, ... ,x)=x . 

Zusammengenommen sehen wir also, daß diese Axiome zwingend ver

langen, daß 

gelten muß, was zu beweisen war. 

Eventuell empfiehlt es sich für den Schulunterricht, den Beweis auf 

den Spezialfall n = 2 zu beschränken. Das vereinfacht die Notation 

beträchtlich und läßt die Schüler die Argumente leichter nachvollziehen. 

Von diesem Spezialfall aus ist dann auch per vollständiger Induktion 

ein alternativer Beweis des allgemeinen Falles möglich, wenn wir die 

Axiome um A8 erweitern. 
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Übungen zum subjektiven Zugang zu 
Wahrscheinlichkei ten 

von T. Nemetz und N. Kusolitsch 
(bearbeitet von G. Ihorst, Dortmund) 

Zusammenfassung: In dieser Arbeit werden einige Cbungen vorgestellt, die den 
Schülern ein Gefühl für subjektive \Vahrscheinlichkeiten geben sollen. Diese Übungen 
baSieren auf Methoden, die Shannon (1951) entwickelt hat, um den Informationsge
halt einer Sprache (die Entropie) zu schätzen. Die Lernziele dieser Übungen sind die 
folgen?en:. Erstens soll den Schülern gezeigt werden, wie statistisch abhängige bzw. 
unabhanglge Daten aussehen. Zum zweiten soll der Unterschied geklärt werden, wie 
man zu emer statistischen Entscheidung gelangt im Fall von hochgradig abhängigen 
Daten und !.m Fall von nahezu unabhängigen Daten. Daneben wollen wir Übungen 
vorstellen, fur die statistische Daten leicht beschafft werden können. 

Übung 1: (Shannons Ratespiel) 

Der Lehrer wählt zufällig einen Text vorgegebener Länge (z.B. 30 oder 
50 Buchstaben) aus einem kaum bekannten Buch oder einer Zeitung 
aus. Dieser Text - außer dem letzten Buchstaben - wird dem Schüler 
mitgeteilt. Der Schüler muß nun diesen letzten Buchstaben raten, wo
bei er immer genau einen Buchstaben vorschlagen kann etwa a e , " 
x, oder Leerzeichen. Der Lehrer sagt ihm, ob er richtig geraten hat 

oder nicht. Wenn nicht, muß der Schüler noch einmal raten bis er , 
den richtigen Buchstaben gefunden hat. Die Anzahl der erforderli

chen Rateversuche wird gezählt. Für diese Übung schlagen wir etwa 

100 unabhängig ausgewählte Texte vor. Die relativen Häufigkeiten der 

Versuche, die mit genau i Rateversuchen beendet waren, werden mit 
j;, i = 1, ... , 27, bezeichnet. Die Größe 

27 

H(h, ... , 127) := - L j; log j; 
i=1 

gibt dann eine gute Approximation der Entropie an. Die Logarith

men werden zur Basis 2 berechnet, und es ist log 0 = O. Natürlich 

soll man den letzten Buchstaben jedes Textes so schnell wie möglich 
herausfinden. In jeder europäischen Sprache l'rreid1f'1l Spieler, die ein 

gutes Sprachgefühl haben, eineIl \\"prt UlIl 1.3. Bei guten Schülern 

Stochastik: in der Schule 12 (1992), Nr. 2, S. U·-47 
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kann man einen \Vert bis zu 1.5 erwarten; Ergebnisse unter 2 sind ganz 
akzeptabel. 

Das Lernziel dieser Übung ist, daß Schüler die möglichen Ausgänge 
ejnes Experiments nach der Größe ihrer \Yahrscheinlichkeiten in sehr 
ähnlichen, aber verschiedenen Situationen ordnen. Tabelle 1 enthält die 

Ergebnisse von 5 Schülern, die den letzten Buchstaben in 135 Texten 
raten mußten, die aus jeweils 30 Buchstaben bestanden. 

Übung 1a: (Modifikation von Übung 1) 

Der Lehrer wählt wieder einen Text von vielleicht 150 Buchstaben aus. 

Dieser Text wird dem Schüler bis zu einem festgelegten Punkt mitge
teilt, z.B. dem 30. Buchstaben. Dann wird der Schüler gebeten, den 

31. Buchstaben zu raten. Er rät so lange, bis er ihn gefunden hat. 
Anschließend muß er dann den 32. Buchstaben raten, und so weiter. 

Übung 1b: 

Der Basis-Text, der erraten werden soll, besteht jetzt nur noch aus 
jedem 10. Buchstaben eines sinnvollen Textes. Ansonsten wird diese 
Übung genau wie Übung 1a durchgeführt. Tabelle 2 zeigt ein konkretes 

Beispiel für diese Übung. Die erste Reihe enthält dabei die ausge.välll

ten Buchstaben, und unter jedem Buchstaben stehen die Rateversuche 
eines Schülers. Diese Übung stellt eine l'vfethode dar, die Entropie zu 

schätzen, und sie beschreibt die Redundanz einer Sprache. 

Schüler H ft h h i4 1>4 
SI 1.73 96 14 5 3 17 

S2 1.79 95 13 6 2 19 

S3 1.84 94 13 6 --1 18 

Sol 1.85 93 13 8 5 16 

S5 2.08 83 18 11 7 16 

Tabelle 1 
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ausgew. Buchstaben H I E A A L S D 

Rateversuche A ETO ETA T ET TANS HRSI 

NISR ON EOI ALEN 
L 

Anzahl der 
erforderlichen 10 7 2 3 4 11 1 11 

Versuche 

Tabelle 2 

Diese Übungen sind relativ einfach. Die Schüler müssen lediglich die 

Buchstaben nach der Größe der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens 
ordnen, sie brauchen diese Wahrscheinlichkeiten selbst aber nicht zu 
schätzen. Wir glauben daher, da13 die Übungen sich gut zur Vorberei

tung von numerischen Bewertungsspielen eignen. 

Ein spielerischer Zugang zur Schätzung der Entropie 

Von Cover und King (1978) wurde eine proportionale Spiel-Methode 

vorgeschlagen, von der die Autoren zeigen konnten, daß sie - auf lange 

Sicht - optimal ist. Wir zitieren aus Cover und King: "Das Wichtigste 

in Hinsicht auf den Spiel-Schätzer ist es, ein optimales Spiel-Schema 
herauszufinden. Anstatt Symbole zu raten und die Versuche bis zum 
richtigen Raten zu zählen (wie in Shannons Verfahren), setzt der Spieler 

einen Anteil seines momentanen Kapitals. Dieser Anteil ist proportio

nal zur bedingten Wahrscheinlichkeit des nächsten Symbols im Alpha
bet, gegeben die vorangegangenen Symbole. Dieser Prozeß wird mit 

aufeinanderfolgenden Symbolen im Text wiederholt, wobei der Spieler 

nach n Einsätzen Sn Dollar angesammelt hat. Wenn wir einen idealen 

Spieler haben, der sein Kapital bei jedem Einsatz gemäß der wahren 

Wahrscheinlichkeitsverteilung des nächsten Symbols aufteilt, dann g"ilt: 

( 1 - ~ log27 Sn) . log2 27 

konvergiert fast sicher gegen die Entropie. 

Die Ideen von Cover und King \"erden für die folgenden tbungen ver
wendet: 
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Übung2: 

Wie in Übung 1a wird ein Text ausgewählt, und man gibt den Schülern 
die ersten etwa 30 Buchstaben bekannt. Dann sollen sie Einsätze festle
gen auf die Trichotomie: Vokal - Konsonant - Leerzeichen. Der Buch
stabe wird dann verraten, und die Prozedur wird mit den folgenden 

Buchstaben wiederholt. Das Kapital auf die Einsätze für die Tricho
tomie aufzuteilen ist dabei äquivalent dazu, Anteile für die drei Fälle 
festzulegen. Auf diese Weise bewerten die Schüler die drei Wahrschein

lichkeiten. Die Beurteilung dieser Übung kann dann gemäß Dowie 
(1984) erfolgen. Dowies Kommentare treffen auch hier zu, und das 
Ziel dieses Spieles ist ebenfalls im ersten Abschnitt von Dowies Arbeit 
beschrieben. Nemetz und Simon (1978) haben dieses Spiel in seiner 
Originalform mit verschiedenen Altersgruppen durchgeführt. Sie ha

ben herausgefunden, daß die jüngeren Schüler kaum mit der Größe 
des Alphabets zurechtkommen, ihre Einsätze zeigten große Variatio

nen, und die Aufgabe war sehr zeitraubend. Deshalb schlagen sie vor, 
die Verteilung der Einsätze in zwei Schritten durchzuführen, wie im 

folgenden beschrieben wird: 

Übung 2a: 

Wie in Übung 1a wird ein Text ausgewählt, und den Schülern werden 
die ersten 30 Buchstaben genannt. Dann werden sie gefragt, welche 

Spalte im Tabelle 3 den nächsten Buchstaben enthält. 

Die Schüler müssen nun die Einsätze ihrem Gefühl nach auf die Spal

ten verteilen, d.h. sie müssen subjektive Wahrscheinlichkeiten für die 
einzelnen Spalten festlegen. Ihnen wird dann die korrekte Spalte mit

geteilt. Danach, wenn sie also die richtige Spalte kennen, müssen sie 

ihre subjektiven Wahrscheinlichkeiten festlegen für die Buchstaben die
ser Spalte. Die Bewertung erfolgt wieder wie oben. Tabelle 3 wurde 
konstruiert gemäß den Häufigkeiten der Buchstaben im englischen Al

phabet (vgl. Gaines (1956, S. 218)). Dabei ist nicht unbedingt klar, 

ob Tabelle 3 die beste Auf teilung des englischen Alphabets darstellt. 

i\'löglicherweise wäre eine Anordnung, in der die Vokale eine Gruppe 

bildeu, psychologisch besser geeignet. 
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Übung 2b: 

\Vie in Übung 1b wird nur jeder zehnte Buchstabe eines Textes ver

wendet anstatt eines sinnvollen Textes. Ansonsten verläuft die Übung 
analog zu Übung2. 

Übung 2c: 

\Vieder wird nur jeder zehnte Buchstabe eines Textes verwendet, und 

die Übung wird analog zu Übung 2a durchgeführt. 

I II III IV lT 

1 1'\ L F G 
2 E I D lvI V 

3 T S C W K 
4 A R D y Q,X 
5 0 H P B J, Z 

Tabelle 3 

Lernziele der Übungen 2b, 2c 

IvIit diesen Übungen wollen wir zeigen, daß man die Kenntnis der vor
hergehenden Buchstaben nicht in Betracht ziehen kann, wenn man 
die subjektiven Wahrscheinlichkeiten festlegt. Außerdem beabsichtigen 

wir zu zeigen, daß in diesem Fall die subjektiven Wahrscheinlichkeiten 

übereinstinunen sollten mit den entsprechenden relativen Häufigkeiten 

der Buchstaben in einem langen Text. Wir schlagen daher vor, einen 

Text von etwa 2000 Buchstaben in einern Computer abzuspeichern und 

daraus die Häufigkeitsverteilung der Buchstaben zu berechnen. 

Abschließende Bemerkungen 

Neben den bereits erwähnten Lernzielen möchten wir die folgenden 
Punkte betonen: 

(1) Eine Quelle für die statistischen Daten für diese Übungen ist in 

fast jedem Land der '\Telt schnell verfügbar. 
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(2) Die Übungen erlauben den Einsatz von Computer-Programmen. 
Die Zeit, die den Schülern für ihre Entscheidungen zur Verfügung 
steht, kann dabei als Teil des computergestützten Lehrprogram
mes ihren Fähigkeiten angepaßt werden. 

(3) Die Übungen können mit relativ jungen Personen durchgeführt 
werden. Schüler zwischen 11 und 14 haben sehr viel Spaß daran, 

aber die Aufgaben erregen auch das Interesse der Alteren. 
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