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UBER EINE UNTERHALTSAME ALTERNATIVE 2ZU KONVENTIONELLEN
WURFELSPIELEN

von AXEL BUOTTCHER, Miinchen
ZDM-Klassifikation: K 54, M 94, R 24

Vor wenigen Jahren brachte die Firma MB ein “"Wilirfelspiel" auf
den Markt, bei dem zur Ermittlung der Spielpunkte nicht Wilirfel,
sondern zwei kleine Plastikschweinchen verwendet werden. *)
Jedes der beiden Schweinchen kann auf verschiedene Weise - je-
weils mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit -~ zum Liegen ‘kommen:
auf der Seite, auf dem Riicken, etc. Die mit einem Wurf erzielte
Punktezahl hdngt von der Lage beider Schweinchen ab. Jeder
Spieler darf in seinem Durchgang solange werfen, bis er ent-
weder freiwillig aufh®rt, oder eines der Schweinchen auf der
rechten und eines auf der linken Seite zum Liegen kommt. Im
ersten Fall wird ihm die Summe aller Wlrfe des Durchgangs, im
zweiten Fall kein Punkt zugeschrieben. Berilhren sich die beiden
Schweinchen, so werden ihm alle bisher gutgeschriebenen Punkte
gestrichen. Sieger ist, wer als erster 100 Punkte erreicht hat.
Die genaue Spielanleitung ist im Anhang abgedruckt.

Folgende Frage drédngt sich bei diesem Spiel auf: Wie kann ein
Spieler die M&glichkeit, selbst bestimmen zu kdnnen, wann er
seinen jeweiligen Durchgang beendet, so ausnilitzen, daB er pro
Runde m8glichst viele Punkte zu erwarten hat?

Diese Frage kann meines Erachtens als eine Herausforderung in
einen Kollegstufenkurs Mathematik hineingetragen werden. Sie
kann Anreiz zur selbstdndigen Beschiéftigung mit der Stochastik
bieten. Eine M8glichkeit, diese Frage zu behandeln, wird im
Folgenden vorgeschlagen. Der Reiz daran ist nicht etwa, daB die
Untersuchung besonders tiefliegend wlre, sondern er geht ein-
fach davon aus, daB man flir eine relativ undurchsichtige Spiel-
situation eine leicht zugdngliche Modellbildung finden kann.
Als Voraussetzung sind Kenntnisse in Informatik nilitzlich.

*)"SchWeinerei", ein Spiel der Firma Milton Bradley GmbH, 1984,

Bezug Uber den Spielwarenhandel.


Franziska Kahler
Textfeld
Stochastik in der Schule 10 (1990), Heft 1
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Die Untersuchung kann folgenden Nutzen bringen:

a) Die Schiller miissen das Spiel formal beschreiben. Durch ge-
eignete Modellierung 1i8t sich das spidtere numerische
Rechnen entscheidend vereinfachen. AuBerdem hilft das Mo-
dell, einfache Spezialfdlle zu betrachten. Das Formulieren
formaler Modelle ist ein wichtiger Vorgang. A

b} Es werden Grenzen und Mdglichkeiten flir den Computereinsatz
deutlich.

1.) Eine formale Beschreibung kdnnte etwa so aussehen:
Betrachtet wird folgendes Spiel fiir beliebig viele Teilnehmer.
Zugrunde liegt ein Zufallsexperiment mit den m8glichen Ergeb-
nissen Ao, Al,...., Ak' welche mit den Wahrscheinlichkeiten Py
Pyrees-r Py (O<pi<1 fir i=0,....,k und p0+p1+...+pk=1) ein-

treten. Jedem der Ausgdnge Al,...,A ist eine gewisse Punktezahl

n(Ai)>0 zugeordnet. Ao nimmt eine Sgnderstellung ein. Jeder

Spieler darf in seinem Durchgang das Zufallsexperiment sooft

ausfilhren wie er will, lingstens jedoch bis zum Eintreten von
Ao. Wird er durch AO zum Aufhdren gezwungen, so erhdlt er kei-
nen Punkt. H8rt er dagegen vorher freiwillig auf, so wird ihm
die Summe der den erzielten Versuchsergebnissen entsprechenden
Punkte gutgeschrieben. Sieger des Spieles ist, wer als erster

eine gewisse Grenze an Punkten {lberschreitet.

An dieser Stelle sind zwei Anmerkungen zur Modellbildung ange-
bracht: Um sich spdter das Rechnen zu erleichtern, ist es glin-
stig, nicht die jeweilige Lage eines einzelnen Schweinchens,
sondern immer gleich die beider zusammen als ein Ergebnis an-
zusehen, denn nur davon héngt die Anzahl der erzielten Spiel-
punkte ab.

Das Ergebnis "Die beiden Schweinchen berilhren sich" fiihrt stets
zum Verlust aller bisher angesammelten Spielpunkte. Es 148t sich
so betrachten, als wire Ao eingetreten und muB nicht eigens be-
handelt werden.

2.) Nun zu der Frage, welche M8glichkeiten es gibt, "Erfolgs-
chancen' zu bestimmen und diese zu beeinflussen. Dazu betrachten

wir zwei Regeln, die darin bestehen, sich von vorneherein vorzu-
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geben, wann man jeweils seinen Durchgang beendet (sofern man
nicht vorher schon durch Ao zum Aufhdren gezwungen wird). Da-

zu kann man

I) aufhdren, sobald eine vorgegebene Schranke von N Punkten
erreicht ist, oder
II) nach dem j-ten Wurf aufh®ren.

Im folgenden sollen diese beiden Strategien verglichen werden.

3.) Es ist N* bzw. j* so zu bestimmen, daB die Zahl der pro
Runde zu erwartenden Punkte maximiert wird. Es bezeichne'xN
(bzw. Yj) diejenige zufdllige Variable, welche die pro Runde
erzielten Punkte angibt, wobei sich der Spieler nach der Regel
I (bzw. II) richtet. P sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8

nicht eintritt; d.h. P = > p
30

in einem Wurf A

0 i*

Es gilt E(X;) = E(Y)) = > n(a;) p;
i>0

Den Erwartungswert E(Yj+l) der nach dem j+l-ten Wurf erzielten
Punkte kann man mittels E(Yj) unter Berlicksichtigung folgender
Tatsachen bestimmen:
a) die bis zum j-ten Wurf erzielte Punktezahl muB stehenbleiben,

es darf also nicht Ao im j+l-ten Wurf eintreten, und
b) es darf insgesamt j-mal hintereinander Ao nicht eintreten.
Somit ergibt sich flir j&1:

= 3
E(Yj+1) = P E(Yj) + P E(Yl)
also: .

= (s ]
E(Yj+1) = (j+1) P E(Yl).

Damit lassen sich die E(Yl) sowie j* leicht berechnen.

Die Bestimmung der E(xN) ist nicht ganz so leicht m8glich. Ich
schlage folgendes heuristische Vorgehen zur Bestimmung eines N*
vor: Man berechnet mit N=1 beginnend solange die Erwartungs-
werte E(XN), bis ein -~ zumindest lokales - Maximum gefunden ist.
Man betrachtet am besten zundchst ein einfaches Beispiel eines
derartigen Spiels, das sich noch leicht von Hand rechnen l&8t.
Etwa k=2, n(A1)=1, n(A2)=2, p1=0.2, p2=0.3. An diesem Beispiel
kann verdeutlicht werden, wie der 2zu jedem N geh8rige Ereignis-~
raum SRN aussieht. SZN besteht aus allen Tupeln (al,...,aj) mit
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a; € {Al,...,Ak} falls i¢j, und ay € {AO, Ajrevny Ak] so, daB_
entweder a.=A0, oder a.#Ao und n(a1)+...+n(aj_1)<N und
n(a1)+...+n(aj)*N-

Im genannten Beispiel ergibt sich: E(Xl) = 0.80, E(Xz) = 0.86,
E(X3) = 0.79, E(X4) = 0.70 und E(Xs) = 0.,55.

Flr k>2 lassen sich die Erwartungswerte nicht mehr so leicht
berechnen, zumal sie dann auch flr einige N>3 bendtigt werden.
S0 ist etwa bei unserem konkreten Spiel k=8 und es ist mindest-
ens noch E(XZI) zu berechnen! Man muB sich dann notwendig eines
Computers bedienen. Im Anhang gebe ich die Formulierung eines ent-
sprechenden Programms in TURBO-PASCAL an.

4.) Um fir das vorliegende Spiel N* und j* zu bestimmen, werden
die Wahrscheinlichkeiten Py benStigt. Diese mlissen empirisch er-
mittelt werden. Es ergaben sich in 1440 Versuchen folgende

Hiufigkeiten:

Ergebnis l A1 I A2 I A3 l A4 I A5 l AS | A7 l A8 | AO I
Punkte 1l 5 10 15 20 25 40 60 -
Haufigkeit I 377 ' 556 l103 l 27 l 62 I 2 l 2 l 1 l 310 l
Damit erhdlt man sofort j*=4 und E(Y4) = 7.8933

Eine Berechnung der Erwartungswerte E(XN) mit einem Atari 520 ST
Computer lieferte folgende Werte (wobei nur die interessanten
Werte in der Ndhe des Maximums angegeben sind):

E(x19) = 8.8207
E(x20) = 8.8219
E(X21) = 8.8068

Zur Berechnung dieser 21 Erwartungswerte bendtigte der Computer
ca. 20 Sekunden. Es 148t sich also ein weniger leistungsstarker
Rechner durchaus einsetzen. Ich habe insgesamt alle Werte bis
N=49 bestimmt. Dabei wachsen die Rechenzeiten allerdings stark
an. Bis N=30 wurden bereits 5 Minuten, und bis N=40 mehr als
zwei Stunden bendtigt. Danach werden die Rechenzeiten unertrig-
lich hoch. Alle so ermittelten Werte sind in Bild 1 eingetragen.
Zur besseren Ubersicht sind die Werte zu einem Polygonzug ver-
bunden. Der punktierte Polygonzug verbindet die E(Yj).

E{Xy) 9.0
bzw. //"‘*\-_N\

E(xj) 8:0 //,
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Bild 1

Also nehmen wir Regel II mit N* = 20 an.
Es muB bei der Wertung des Ergebnisses folgendes bedacht werden:

a)

b)

c)

Die P; wurden empirisch ermittelt. Aufgrund der Elastizitit
der Spielfiguren lassen sich die Wahrscheinlichkeiten flir die
einzelnen Ergebnisse m8glicherweise durch geschicktes Werfen
beeinflussen. D.h. es kann sein, daB im Mittel mehr Ergeb-
nisse mit einer h8heren Punktezahl auftreten, als wenn man

sie einfach fallen 14Bt. Dieser Aspekt wurde hier nicht be-
riicksichtigt.

Das Ergebnis ist durch Rundungsfehler verfilscht. So ergibt
die exakte Berechnung von E(Xz) den Wert 5.2204, und die Be-
rechnung mittels obigem Programm, in welches ja die Py bereits
als Gleitkommazahlen eingehen, den Wert 5.1964.

Die Werte zwischen ca. 15 und 25 liegen sehr dicht beieinander,
wodurch sich beim “praktischen Einsatz” kein wesentlicher
Unterschied zwischen den entsprechenden Strategien zeigen wird.

Anmerkungen:

a)

b)

Eine Kombination der Regeln I und II bringt nur eine zu ver-
nachlédssigende Verbesserung des Ergebnisses.
Die Spielanleitung bietet noch weitere Spielvorschlige.



ANHANG

a) Programm_in TURBO-PASCAL:

PROGRAM schweinerei (input, output);

{Berechnet E(XN) flir ein N. N wird auf die Variable 'abbruch'
eingelesen. Die Bezeichnungen p, n und k sind vom Text oben
Utbernommen. i, j und k sind Laufvariable. Alle anderen er-
kldren sich von selbst.}

CONST
k = 8; { Anzahl der Ergebnisse ohne A}
ARRAYL1..k) OF REAL = ( 0.261806, 0.386111, 0.071528,
0.01875, 0.043056, 1.389E-3, 1.389E-3, 6.94E-4);
n : ARRAY({l..kl OF INTEGER = (1, 5, 10, 15, 20, 25, 40, 60);

VAR
abbruch, i, j,
punktesumme : INTEGER;
wahrscheinlichkeit,
erwartungswert : REAL;

PROCEDURE berechnungsschleife (VAR erwart : REAL; abbruch,
naechstes_ergebnis, punkte : INTEGER; ws : REAL );
VAR 1 : INTEGER;

BEGIN

punkte := punkte + n(naechstes_ergebnisl;

ws := ws * plnaechstes_ergebnis];

IF punkte >»= abbruch

THEN erwart := erwart + (punkte * ws)

ELSE FOR 1 := 1 TO k DO

berechnungsschleife (erwart, abbruch, 1, punkte, ws);

end berechnungsschleife ;

BEGIN{schweinerei}
WRITELN{'Fuer welches N ist Erwartungswert zu berechnen?');
READLN (abbruch} ;
erwartungswert := 0;
FOR i := 1 TO k DO BEGIN

punktesumme :

nfil;
plil;

wahrscheinlichkeit :

IF punktesumme > = abbruch
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THEN erwartungswert ;= erwartungswert +

ELSE FOR J

END for i := 1 to k

(punktesumme * wahrscheinlichkeit)

:= 1 TO k DO berechnungsschleife(erwar-
tungswert, abbruch, j, punktesumme,
wahrscheinlichkeit);

WRITELN('Der Erwartungswert ist ',erwartungswert);

END schweinerei .

b) Spielanleitung:

Auf den langen Seereisen Iehlle nun an Bord der Platz, um
mehiere Sch Man half sich, ind

geralen war.

Erst den neveren Forschungen von Professor
S Ch. Nilzel aus Wien isl es 2y danken, dad SCHWEINEREI
heule wieder nach den Oniginal-Regeln gespielt werden

CHWEINEREI isl en uraites Spael der Wikinger,
das uber viele

die bereils erwahnle trachige Sau mitaahm und ven
Wurt im neuentdeckien Land grofzog Die ereigmsiose
2wischenzeit veslrieben sich die Wikinger mil taghchem
Sau-Gucken”; Sie schaulen nach, ob die Ferhel schon gro8
genug fir eine Reing SCHWEINERE! waren.

(Spalcv als das Spiel langst vergessen war, honnlen die

Be: den Ausglabungen im beruhmten Wnlunger -Halen
ndchst

me klein die luxurits emgenchlelen Decksh‘uun aul den
Normanenscluflen waren.

S.Ch. Nilzei wies nun pach, daB diese Luxushkabinen micht
etwa lur den Kapilan, sondern lir jeweds eine irachlige
Mutlersau beslimi waren, die die Wikinger auf ihren Welt-
reisen inilzunehmen gewohnt 'waren.

Auch in fernen Landen woliten sie Mmhch mch( aul ihe
geliebles Spiel SCHWEINERE!

Prrved in W-Genmany

dem Begeitl
Sau-Gucken-Zeit” _ michis mehr
anlangen und verbalihornten 3
iha 2y Sawre -Gurken-Zeil") )
Durch die Hinweise von Prolessor

S Ch.Nitzef gelang es © in den spaten siehuiger Jahven,

einige bisher ratseihaite Runen-inschrikien zu enlzifern.

So beklagl such ein gemsscv Hauplmann m‘w'
+

wurde es bei den rauben Eroberern so gesmll. dab

Stellung bei der Landung den
Sieger des Spéels ermitlelte (un-
n bewiesen ist bislang die Theone,
J dab das Kinderspiel .Figuren-
werlen” eine iber die Jahv-
tausende versaute Form der
SCHWEINERE] isl).

fe iten, erlied das Thing
damahge Bundestag) ein Gesetz, das das Spielen

il lebenden Schweinen mil hohen Steuern belegle.
Die Wikinger umgingen ¢ das Geselz, mdem sie forlan
SCHWEINERED mit aus S

eil die Lust der Wikinger an SCHWEINERE!
w schlieBlich so iberhandnahm, dall darunter die
Ei

dafl seine pll Hrieger

NEREI belneben Und das ndrdiich des Polarkreises, wo
man meheere lebende Schweine eine Nachl immethin mo Tage Ianq sei,
in die Lull warf und aus ibrer Verstandlich

wird nurmehs
auch ein Lied
des Sangers
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Adgir,indemer . e
die Wikinger .
als Sauhaulen” / §
bezeichnet. ~

@ Das Dechblall des Blockcherts abliennen und liir die
Punhtweriung autheben.

@ Ein Spieler wird fiv das Aulzeichnen der erzielten
Punkie bestimmt. Die Punklwerie hangen von der Lage
der Sch hen nach dem Wurl ab: Je _schwieriger”

Schweinchen spieflen. Daraulhin wurde auch das Spielen
mit geschnitzten Schweinen besleuert.
Das war der Anfang vom Ende: Dle fanstvoll gelertiglen
i Worfeln. Und fur
lange, lange Zed ennnerten nur noch die Begrifte wie
Schwein haben” oder knobeln™ (= kndchein) an die
groBe Zen genuBireicher SCHWEINERE).
Jetat aber konnen wir enciich
SCHWEINERE! spielen, dafl die
Schwarle kracht: M8 hat
nach den authentischen
Unlerlagen von
Peolessor
5 Ch. Nitzel
das Sprei mil
allen Regeln
wicder zu
sammengeterkell. Wie
wunschen viel Schwein
und sauischen SpaB!___a,

die Lage, desto mehr Punkie 23hit der Waarl.

® Es wird wsgmden. wer das Spiel beginnt. Dnser
Spieler wirft nun
ebene Flache und merkt sich den Wert des Wxls (sum
Werlung), lalls er weilerwerfen will.

@ Jeder Spieler darf in seinem Durchgang solange wester-
werlen, bis er gniweder authdren mochle (dann wird
ihin die Summe aller Wiirle dieses Durchgangs vom
Aulsciweiber gulgeschrieben) oder FAULE SAU® wirlt
{dann wird sein ganzer Duschgang mit O bewertet) oder
SAUHAUFEN® wirlt (dann verliert er atle Punkle aus
allen bisherigen Durchgdngen dieses Spiels) oder
_SCHWEINERE|® wirlt (dann scheidet er ganz aus dem

[ ] mm des Durchgangs notiert der Aufsciweiber die
Summe der erzieNen Punkie und addiert sie 2u den
Punkien, die er dem belreffenden Spieler bisher bereits
gutgeschirieben hatte. Der Spieler gibt die Schweinchen
an den Milspieler u seiner Linken weiler, und nun

- beginnt dieser mit seinem Durchgang.




FAULE SAU: O Punkte .
Die Schweinchen hegen aul der Seile, eins aul seiner
rechlen, ems aut seiner inken. Der Durchgang hit O
Punkte, und der nachsie Spieler ist dran.

d) QL '3

SAU: 1 Punkt

HAXE: S Punite
Ein Schweinchen landel auf alien vieren, das andere liegl
auf der Sede

DOPPELNAXE: 20 Puside
Bewde Schweinchen landen aul allen vieren

MALBE SUNLE: S Puside
Ein Schweinchen hiegt aut dem Ricken, das andere aut der
Seile

VOLLE SUNLE: 20 Punkts

SCHNAUZE: 10 Punite

Ein Schweinchen stutat sich aul seine Schnauze und
beide Vorder- haxen, das andere liegl aul
der Seite.

GULASCH: Kombinlorte Pusite

Jede Kombinalion von HAXE, HALBE SUHLE, SCHNALIZE
und BACKE. Die Ewvelpunkte
werden addier!. Beisuel

HAXE =5 Punkte,
plus SCHNAUZE —
10Punkie, macht
§ tusammen 15 Punkte
En S o leht aul Schwei s SAUNAUFEN: Zurilch suf O Puckte
und emer Vorderhaxe Besde Sc beruhren

Das andere legt aut
der Seite.

SCHWEINEREL: Amscheidon
Da drese Foshion wn der Natur nichi vorkommi, muBl der
Spieler solort ausscheiden!

Der Autschreiber mul) genau aufpassen: Wenn einer der
W od

Sneter bewn Werlen 100 #
erhlard s der Aulichreiber 2um Gewner des Spacls.

Das Spiet lautt nach den Grundregeln Ausnatwre. Jeder
Spreler (aufler dem Werlenden) dart vor dem Wart eines
Milspielers SAUSTALL® rulen und auf den Invorstehenden
Wurl wetlen.

einander m wgendeiner Posi-
tion. Der Spieler verhiert alle
Punkle, die er bisher im ge-
samien Spiel gemacht hat, und
gibt die Schweinchen sofort an
den nachsten Spieler weiter.

A Sag er den Wurf richtig vorher, bekammt &r das Dop-
pelle der rl Punkle ieben. Der
Spieler hingegen bekomnit ebensoviele Punkte {also
auch das Doppelte der geworlenen) abgezogen. (Unler
0 Punkte kann er jedoch mucht absinken!) Und er gibt
die Schweinchen sofort an den nichsten Spieler weiler

Hat der Welter den Wurl hingegen lalsch vorhergesagi,
bekommi er das Doppelte der latsachlich geworlenen
Punkizahi abgezogen (auch er kann dabei nicht unter
0 Punkte sinken!), wahvend der Spieler die Pluspunkte
aus seinem Wurl ebenfalls verdoppein darf.

2u beachten: Pro Wurl darf es nur einen SAUWETTER"
geben Wer also zuerst SAUSTALL" rult, der daif aul den
b Wurf cines M lers als einziger wetlen.
Und: Er mull bereits mindestens 20 Punkte aul seinem
Konto haben, um uberhaupl wellen 2u durfen. Ruft er
aber SAUSTALL', obwohl er weniger als 20 Punhle hat,
dann durfen Mitspieler und Aulschreiber nicht auf seine
mangelnde Punkizall hinweisen. Merkt nbmlich der Wer
lende nichts und wirll die Schweinchen trotzdem, dann
@it dhe Welte ais angenommen,

In jedem Fall et der Spicler solange am Wurd, bis er
aduthoren mochte, FAULL SAUS, SAUHAUTEN" oder
SCHWEINFRE wirlt (siehe Grundregedn), oder sen Warf
von emnem SAUWE TTER” nchlig vorlisrgesagd warde

i





