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SCHATZEN DES MEDIANS BEI GRUPPIERTEN DATEN

von Ian Cook, University of Essex, England

Originaltitel in "Teaching Statistics" Vol.9 (1987) Nr.1l:
Estimation of the Median from Grouped Data

lbertragung: Bernd Wollring, Universitidt Miinster

Sind Daten nicht gruppiert, i.e. in Klassen eingeteilt, so
ist der Median die "Beobachtung in der Mitte", wenn die Zahl
n der Beobachtungen ungerade ist und konventionsgemdf der
Mittelwert der beiden zentralen Beobachtungen, wenn n gerade
ist, die berilihmte "(n/2 + 1/2)te Beobachtung".

Einfache Formeln, die auf diesem Ansatz beruhen, werden
oft auch bei gruppierten Daten verwendet, aber die Betrach-
tung zweier einfacher Félle wird zeigen, daf der Fall nicht

ganz klar liegt.

Angenommen, man hat vier beobachtete Werte einer stetigen
ZufallsgrdBe, und die H3ufigkeitsverteilung nach dem

Gruppieren ist folgende:

Klasse 5 < x g 15 15 < x € 25 25 < x £ 35
Haufigkeit 1 2 1

Die naive Auffassung besagt, der Median sei die "2.5te

Beobachtung”, womit folgendes gemeint ist:
1 3
15 +—2—x(25—15)=]5 +Zx 10=225

Ungliicklicherweise erhalten wir, wenn wir von rechts her

statt von links her arbeiten, als "2.5te Beobachtung":

14 3
25— —Ex(25-15)=25 -7 x10=175

Hier stimmt etwas nicht.

Gehen wir davon aus, daf die beiden Beobachtungen in der

Klasse des Medians genausogut irgendwo in dem Intervall
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15 < x < 25 liegen kénnten, so widre es verniinftig, als Wert
des Medians 20 zu wdhlen. Wir kdnnten ebensogut die Beobach-
tungen in der Klasse des Medians mdglichst ausgeglichen ver-
teilen, wiirden sie demnach als 17.5 und 22.5 annehmen mit
einem Abstand von 5 untereinander und von 2.5 zum jweiligen
ndchsten Rand. Die Mitte dieser beiden Werte ergibt den
Median 20.

Nun nehmen wir folgende Hdufigkeitstafel an:

Klasse 5 < x 15 15 < x g 25 25 < x £ 35
Hiufigkeit 1 3 1

Dann ergibt die einfache Formel, "von links" gerechnet:

15+2x10=21-67

"Von rechts" geerechnet, erhdlt man:

25~2x10=1833

Es ist klar, der Median sollte wieder 20 sein. Gleichmigi-
ges Verteilen der Werte ergibt 16.67, 20.00 und 23.33, was
wieder den rerniinftigen Wert 20 flir den Median ergibt.

Im allgem:inen Fa .l sei n die gesamte Zahl der beobachte-
ten Werte e .ner ste:igen zZufallsgrdBe. Wir betrachten zu-
ndchst den 'all, da} n ungerade ist. Dann ist der Median der
((n+1)/2)te beobach :ete Wert. Die Median-Klasse a < x < b
liegt so, d 8w wenn die Summenhdufigkeiten flir a < x ungd

x £ b die 'é%&e ny bzw. np haben, gilt:
T

na<%(n+ l)Snb

9 (1989),

Nehmen wi. f£h der Median-Klasse eine Gleichverteilung an,
. = , s .
und vertell'nfyle ( p - ngy) Beobachtungen gleichmigig mit

der paarwei:e¥ Entf rnung d, wobei
)
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b—a

d=-—
(n,—n,)

und die erste Beobachtung a + d/2 und die letzte b - d/2
ist, so kann der Median geschdtzt werden als:

a—td+Q@n+i—n)d=a+@Gn-n)d

Nun betrachten wir den Fall, daR n gerade ist und nehmen
als Median die Mitte zwischen der (n/2)ten und der
({(n/2)+1)ten Beobachtung. Fallen diese beiden in dieselbe

Klasse a < x b mit
n,<in<in+l<n,
so kann man den Median wie folgt schidtzen:
Ha—dd+Gn-n)d+a—4d+Gn+1—n)d}=a+Gn—n)d

Wir halten fest, daB dieselbe Formel (ohne den Zusatz
"+1/2") sowochl bei geradem als auch bei ungeradem n

anwendbar ist.

Zur Erlduterung zwei Beispiele:

Beispiel 1 : Gegeben sind 50 Beobachtungen mit folgender
Verteilung
Klasse 0 <xg5 5 <x g 10 10 < x ¢ 20
Hiufigkeit 10 25 15

Der geschdtzte Median ist:

25-10
5-+——§§——x 5=80

Beispiel 2 : Gegeben sind 51 Beobachtungen mit der

Verteilung:
Klasse 0 <xg5 5 <x 10 10 < x € 20
Hiufigkeit 11 25 15

Der geschitzte Median ist:

+255—Il
25
Fallen im allgemeinen Fall bei geraden n die (n/2)te und

5 x5=179

die ((n/2)+1l)te Beobachtung in verschiedene Klassen a < x <
b und ¢ < x ¢ 4 , die nicht notwendig benachbart sind, und

wobei gilt:

m<nsnb=m<n+1ﬁnm

so kann als Median die Mitte der Werte

b b—a . e+ d—c¢
" 2(n,—n,) 2(n,—n,)

genommen werden. Im symmetrischen Fall mit b - a =4 - ¢
und np - ng = ng - ng ergibt dies 0.5 (b+c) filir den

Median.
Zum SchluB drei Bemerkungen:

Erstens: Gibt es irgendeinen Grund zu der Annahme, daf die
Ausgangsverteilung in der Median-Klasse schief ist, so ist
die gleichmdfige Verteilung der Werte keine verniinftige Ba-
sis flir die Schdtzung, und das Verfahren ist zu revidieren.

Zweitens: Ist die Zufallsgrdfe diskret, so kann man die
Klassen-Intervalle als disjunkt und von der Form a; < x <

b; ansehen und die Methode wie oben anwenden.

Drittens mag man fragen, ob der hier angegebene Wert zu
kompliziert zu bestimmen ist. Nun, das Bestimmen der
"((n+1)/2)ten Beobachtung" ist auch kompliziert, und wie oft
bendtigen wir einen derart genauen Median? Aber wenn schon
kompliziert, dann auch korrekt. Das Schéne an diesem
Verfahren ist, daB dieselbe Formel filir gerades wie fiir
ungerades n arbeitet, und daB die Analyse des Problems uns
zu der Frage flihrt, inwieweit es verniinftig ist, die
gruppierten Daten zur Darstellung der Rohdaten zu wdhlen.
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EINE KURZFORMEL ZUR BERECHNUNG DER MITTLEREN ABSOLUTEN
ABWEICHUNG

von Nicholas Farnum, California State University, Fullerton,
USA.

Originaltitel in "Teaching Statistics" Vol.10 (1988) Nr.3: A
Short~cut Formula for the Mean Absolute Deviation

Ubertragung: Bernd Wollring, Universitdt Miinster

Einfidhrung

Fast jeder moderne Text zur Statistik stellt im AnschluB -

an die Stichproben-Varianz

2L _a2
=21 (x;— %)
1

die folgende "Kurzformel" vor, die die Berechnung in nur

einem Arbeitsgang erlaubt:

n n 2
n—1 n
1 1

2

§2=

Sie reduziert die Anzahl der zur Berechnung von s
erforderlichen arithmetischen Operationen erheblich. Dagegen
erwdhnen viele Texte nicht die mittlere absolute Abweichung

(mean absolute deviation)

MAD =£21x,. — 3 @
1

oder nennen sie nur im Rahmen der begrifflichen Entwicklung
der Stichprobenvarianz, in keinem Fall wird jedoch eine
Kurzformel zur Berechnung angegeben. {(Manche Autoren

notieren MD anstelle von MAD.)

In diesem Aufsatz stellen wir eine anscheinend wenig
bekannte Kurzformel flir die mittlere absolute Abweichung vor
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und verallgemeinern sie fiir Summen von Abweichungen von
einem beliebigen Wert c. Wir geben Beispiele aus den
Bereichen der Vorhersagen und der Bestandskontrolle, zwei
Bereichen, in denen die mittlere absolute Abweichung der

Varianz oft vorgezogen wird.
Die Kurzformel

Die mittlere absolute Abweichung einer Serie X4 von einer

beliebigen Konstanten ¢ kann wie folgt berechnet werden:

%Z|x,~—cl=}1[2(.\',~—c)+ Z(c—x,-) + Z(c—x,-)—Z(c—x,-)]
1 3

Xi>c xiSc xi>c xX;i>c

n

=32(x.~—c)+12(c—xi)
n n
xXi>c 1
=%<2xi—nlc>+(c‘—i) 3

xgtﬁ ist die Summe und n; die Anzahl derjenigen xi, die

groBer sind als c.

Flir den Spezialfall ¢ = X erhalten wir aus (3):
2 =
MAD = - X;—n % 4)
xi>X

Man findet sie bei SACHS (1982; S. 252). Ansonsten scheint
sie weitgehend unbekannt zu sein. Ein anderer interssanter

Fall liegt vor, wenn als c der Median m der Daten gewdhlt

lz|x,.—m|=3(zx,.>—.f+ﬂ(n—2n,) (5)
n n n

xi>m

wird:

Es ist allgemein bekannt (siehe etwa ABEL, 1985) dag der

Ausdruck
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1
Y
n

1

an der Stelle c¢ = m minimal wird. Wir halten zudem fest,
daB bei praktischen Anwendungen nj in der Regel nahe bei
n/2 liegt, d.h. etwa die Hdlfte der beobachteten Werte xj
liegt oberhalb des Medians. Damit erhalten wir fir (5)

folgende brauchbare Approximation:

"
1: 2
- v, —ml = - ( Z .\‘,-) - X.
n n

1

xXo>m

Diese Approximation ist dann besonders gut, wenn n grof
ist und die Anzahl mehrfach auftretender Werte klein.

Beispiele

Man kdnnte Formel (4) einen "Eineinhalb-Schleifen"-
Algorithmus nennen. Einen Durchlauf durch die Daten xj
bendtigt man zur Berechnung von x und einen zweiten
"teilweisen" Durchlauf, um diejenigen x; zu bestimmen, die
grd8er als X sind. In der Praxis kann man die Effektivitét
von (4) gut erkennen. Bei Vorliegen von Daten mit "Schiefe"
oder AusreiBern, also genau da, wo man die mittlere absolute
Abweichung der Varianz vorzieht, arbeitet diese "Kurzformel”
sogar besser. Betrachten wir etwa die Datenserie
(1;2:3:;4;5;12). Der Mittelwert 4.5 wird von nur zwei Werten

iberschritten und wir erhalten aus (4):
2
MAD = 3 [(5+12) — 2(4-5)] =267

Wir halten noch fest, daf man die Formeln (3), (4) und (5)
ebensogut mit Hilfe der X3 hitte entwickeln k&nnen, flir die
x;<c gilt, so daf auch das Umgehen mit Daten, die "in der
anderen Richtung schief" liegen, keine Schwierigkeiten

bereitet.

(6)
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Wie EHRENBERG (1983) dargestellt hat, wird die mittlere
absolute Abweichung in der Praxis weit h&dufiger benutzt, als
ihre Darstellung in heutigen Abhandlungen vermuten 148t. Bei
der Kontrolle von Lagerbestdnden zum Beispiel werden
Vielfache der mittleren absoluten Abweichung regelmigig
benutzt, um die Warenqualitdt zu garantieren. Die kleinen
Stichprobenumfinge und mdgliche Ausreifier zusammen mit
groflen Lagerbestidnden machen die mittlere absolute
Abweichung zu einem besseren MaB als die Varianz (vgl.
TUKEY, 1960, S. 448-485).

Eine weitere Anwendung: Bei der Auswertung von Vorhersage-
Modellen bendtigt man oft die GrdSe des mittleren

Vorhersagefehlers

1
n ledl,

1

wobei e; der Fehler (auch negativ vorhergesagt) ist, den das

Modell in der iten Periode macht. Aus (3) erhdlt man:

l n n
;ZIe.'l:"IIZIei’m =§<Z ei)_e-‘
1 1

e>0

Der mittlere Fehler und die Summe der positiven Fehler (der

"zu kleinen" Vorhersagen) sind alles, was man dazu bendtigt.
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