EINFACHE SIMULATIONSMODELLE FUR WARTESCHLANGEN *)
von Volkmar Lindenau, Bremen

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, da8 man das Bedienungs-

problem - Kundenstrom ist Poissonstrom, Bedienungszeiten
sind exponentiell verteilt - bereits im MU der Klassen 8/9
durch Simulation 18sen kann. Die Grundbegriffe Wartezeit,
Ankunftsrate, Bedienungsrate, ... k®nnen bei der Betrachtung

einfacher Sonderfédlle von Bedienungsproblemen eingefiihrt
werden. Zu gegebener Ankunftsrate und gegebener Bedienungs-
rate gewinnt man durch Simulation Folgen von Ankunftszeiten
und Folgen von Bedienungszeiten, aus denen rekursiv die
Kundenwartezeiten berechnet werden. Daraus wird die
durchschnittliche Linge der Warteschlange berechnet. Durch
Variation der Parameter findet man experimentell den

Zusammenhang zwischen der durchschnittlichen L&nge und den

Parametern.

ZDM-Klassifikation: K94

1. Einfiihrung

Warteschlangen sind uns wohlvertraut. Jeder von uns hat schon
einmal in einer "Kassenschlange", z.B. im Kaufhaus, gestanden
und beim Arzt, im Restaurant, vor einer Verkehrsampel, am

Fahrkartenschalter, ... auf seine "Bedienung" gewartet.

In einem "Bedienungssystem" treffen laufend Kunden ein, um
sich an einem Schalter bedienen 2zu lassen. "Kunden" und
"Bedienungsschalter" haben dabei eine sehr weite Bedeutung:
Autos warten vor einer Fdhre auf ihre Bef®rderung, Werkstlicke
"warten" vor einer Maschine auf die Weiterbearbeitung,
Ersatzteilbestellungen "warten" auf die Erledigung. Die auf
ihre Bedienung wartenden Kunden bilden auf eindeutige Weise
eine "Warteschlange", sobald die Reihenfolge der Bedienung

festgelegt ist.

*
) Uberarbeitete Fassung eines auf der Tagung "Stochastik im

Mathematikunterricht" (Oberwolfach, 17.-21. November 1986) -

gehaltenen Vortrages.

Bei der folgenden mathematischen Betrachtung von
Warteschlangen wird stets vorausgesetzt, daB einige spezielle

Randbedingungen erflillt sind:

(1) Es gibt genau einen Bedienungsschalter (Hinweis: im allge-
meinen Fall k&8nnten es 2.B. auch mehrere parallel

arbeitende Bedienungsschalter sein).

(2) Die WarteraumgrdB8e ist nicht begrenzt; es kommt nicht
vor, daB Kunden wegen fehlender Wartemdglichkeiten oder

zu langer Warteschlange unbedient weggehen.

(3} Die Kunden werden in der Reihenfolge ihres Eintreffens
bedient, d.h. es gibt keine Kunden, die - etwa aufgrund

von Voranmeldung - bevorzugt bedient werden u.4.

Was soll nun die mathematische Untersuchung von Warteschlangen
leisten? Unmittelbar einleuchtend ist, daB Vorhersagen {iber
die durchschnittliche r~+5Be der Warteschlangenlénge und iiber
die durchschnittli the Abweichung davon, sowie {iber die
Schalterauslastung 7on jroBem praktischen Nutzen sind, wenn

es z.B. gilt, ein n¢u ei: zurichtendes Bedienungssystem baulich

und personell opt . mal auszustatten. Damit Kunden nicht
abgeschreckt werde 1, lir fen sie keine all zu langen
Warteschlangen antr :ffer. Kurze Warteschlangen sind mdglich

durch die Einrichtaing von Bedienungsschaltern mit groSer
Bedienungskapazitit. gbl‘he Schalter sind aber, wenn zufillig
wenig Kunden komms%% schlecht ausgelastet und folglich
unrentabel. Die beL%gn gegensdtzlichen Forderungen "kurze

Warteschlangen" uné Qhche Schalterauslastung” miissen also

optimal aufeinander Sbc 2stimmt werden. Daflir sollen durch
. . 2] .
die mathematische¢ 4, fodellierung von Warteschlangen
Entscheidungshilfen :nPwizkelt werden.
[%}
%)
2. Das (M,M,l)—BedianGncsmodell
ognc smodesl

Um einen Bedienungsp:
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nahmen machen {iber die Kunden und die Art und Dauer ihrer

Bedienung.

Angenommen, in einem Bedienungssystem treffen die Kunden
Kl’ K2, K 37 K4,... einzeln nacheinander zu den Zelt?unkten
tyr tor tag, tg,... ein. Die den "Kundenstrom" kennzeichnen-
den sog. Zwischenankunftszeiten to-t;, ti-t,, ty-ts,... werden
selten im voraus bekannt sein (Ausnahme: die Kunden sind
vorbestellt), denn i.a. entscheidet jeder Kunde unabhidngigqg
von allen {brigen Kunden selbst t{iber seinen Ankunftszeit-
punkt im Bedienungssystem. Stellen Sie sich vor, daB Sie
als Beobachter eines Bedienungsprozesses {iber l&ngere Zeit,
in welcher weder der Kundenstamm noch die Bedlirfnisse und
Gewohnheiten der Kunden sich &dndern, die Zwischenankunfts-
zeiten der Kunden registrieren. Wenn Sie nun diese Zwischen-
ankunftszeiten in Klassen einteilen, z.B. durch Rundung auf
Minuten, und sukzessive in ein H&ufigkeitsdiagramm eintra-
gen, so erhalten Sie eine Hdufigkeitsverteilung, deren Form
sich i.a. mit zunehmender Beobachtungsdauer stabilisiert,
d.h. flir das Kundenverhalten in dem vorliegenden Bedienungs-
system typisch ist. Sehr oft sind die beobachteten Zwischen-

ankunftszeiten wie in Abb. 1 verteilt:

Haufig—
keit
74

Zwischenankunftszeit

Abb.1
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Flir die Modellierung des Bedienungsprozesses miifte also die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen "Zwischen-
ankunftszeit" bekannt sein; das Gleiche gilt fiir die Bedie-
nungszeiten, die fiir die Kunden bendtigt werden. In der Praxis
sind hdufig die folgenden Voraussetzungen erfiillt oder wenig-
stens anndhernd erfilillt: ‘

(1) Die Zwischenankunftszeiten tz sind unabhidngig und expo-
nentialverteilt:

F(t)=P(tZ5t)=1—e—)t,

dabei ist A die "Ankunftsrate”, nimlich die durchschnitt-
liche Zahl der pro Zeiteinheit (Abk. ZE) im Bedienungs-~
system eintreffenden Kunden; 1/1 ist dann die durch-
schnittliche Zwischenankunftszeit (Anmerkung: Der Graph
der Dichte der Funktion F, also die Funktion t A e—ht
sieht aus wie der Graph in der Abb. 1)

’

(2) Die Bedienungszeiten ts sind ebenfalls unabhdngig und ex-
ponentialverteilt:
£r)=1-"Ht,
P(tB t)=1l-e ;
hierin ist u die Bedienungsrate, also 1/u die durch-~
schnittliche Bedienungszeit. p ist gr&Ser alsA, d.h. die
im Durchschnitt benStigte Bedienungszeit 1/ ist kleiner

als die durchschnittliche Zwischenankunftszeit l/A fan-

derenfalls kdme es zu einem "unendlichen Anwachsen" der
Warteschlange!l)

Flt)e1-eF frt)=2e™t

- * ¢
Abb, 2




Das Kirzel (M,M,1) flir solch ein Bedienungssystem bringt zum
Ausdruck, daB die Zwischenankunftszeiten und die Bedienungs-
zeiten exponentialverteilt sind. Der Buchstabe M steht fiir
"memoryless" und signalisiert die Haupteigenschaft der Expo-
nentialverteilung: sie ist ohne Geddchtnis in dem Sinne, daB
die Wartezeit auf das Eintreffen des ndchsten Kunden nicht

davon abhédngt, wieviel Zeit man bereits ohne Erfolg gewartet
hat (vgl. (3), S. 157). Die "1" deutet an, daB die Bedienung

der Kunden nur an einem einzigen Bedienungsschalter erfolgt.

3. Lbsung des (M,M,l)-Bedienungsproblems

Die Voraussetzungen (1) und (2) erleichtern die weitere ma-
thematische Behandlung, weil man mit der Exponentialvertei-
lung "“sehr gut rechnen” kann. (1) impliziert, daB fiir die
"kleine" Zeitspanne 4t (klein im Verhdltnis zu I/A) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB in der Zeit At ein neuer Kunde ein-
trifft, praktisch gleich AAt gesetzt werden kann und da8 man
mit 1-~AAt als Wahrscheinlichkeit daflir rechnen darf, daB in
der Zeit At kein Kunde kommt. Aus (2) ergibt sich, daB, falls
ein Kunde sich am Bedienungsschalter befindet, die Bedienung
dieses Kunden im Beobachtungszeitraum At mit der Wahrschein-
lichkeit pat beendet sein wird und daB mit der Wahrscheinlich-

keit l-pat kein Kunde weggeht.

Es sel nun En(t) das Ereignis "Zum Zeitpunkt t befinden sich
in dem Warteschlangensystem genau n Kunden", und pn(t) be-
zeichne die Wahrscheinlichkeit von En(t). Man erhdlt eine Be-
ziehung zwischen den Wahrscheinlichkeiten pn(t) (n=0,1,2,...)
und schlieBlich ein System von Differentialgleichungen fiir die
pn(t), wenn man sich klar macht, auf welche Weise das Ereignis
En(t+dt) von den Verdnderungen im Wartesystem wdhrend des
Zeitraums [t, t+A4t] abhdngt. Als Beispiel werde das Ereignis
E2(t+At) betrachtet: "genau 2 Kunden im System zum Zeitpunkt
t+at”.
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E2(t+At) kann bei kleinem At praktisch nur auf die folgenden

vier Arten realisiert werden:

(1) Zum Zeitpunkt t sind 3 Kunden im System;
im Zeitraum [t, t+4at] kommt kein neuer Kunde, aber ein
Kunde geht, weil seine Bediehung gerade beendet ist;

die Wahrscheinlichkeit dafilir ist
py(t)+ (1-24t) - pat

(2)  Zum Zeitpunkt t ist ein Kunde im System;
im Zeitraum [t, t+at] trifft ein neuer Kunde ein, aber
kein Kunde geht; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist

Py (t)exAt-(1-pat)

(3)  Zum Zeitpunkt t sind 2 Kunden im System, und wihrend
der Zeit von t bis t+4t passiert gar nichts; die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist

P, (t)« (1-AAt)- (1-p4t)

(4) Zum Zeitpunkt t sind 2 Kunden im System; im Zeitraum
[t, t+4t] kommt ein neuer Kunde, und ein Kunde geht,
weil seine Bedienung gerade beendet ist; die Wahr-

scheinlichkeit dafiir ist
Pz(t)'AAt-uAt.

p2(t+At), also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses "genau
2 Kunden im Wartesystem zum Zeitpunkt t+4t" ist gleich der
Summe dieser vier Wahrscheinlichkeiten. Nach geeigneter Zu-

sammenfassung wird

Py (£44t)=p, (£) ~(A+u) p, (£)A t+Ap) (t)At+up, (t)At+(At) 2[.]

Py (t+4t)-p2(t)

also v — -(R+u)p2(t)+lp1(t)+up3(t)+At[nJ.



- 46 -

Beim Grenziibergang 4t =» 0 ergibt sich daraus die Differential-

gleichung
Py (£)==@A+u)p, (£) +Ap, (£) +up4 (L),
Die iUbrigen Differentialgleichungen erhdlt man auf die gleiche

Weise. Insgesamt ergibt sich flir die pn(t) das folgende System

von Differentialgleichungen:

(I} pg=-Apytup;
(I1)  pl==(+wp Ap, _j+p ,;  (n=1,2,...)

Um die im Fall u>A existierende stationiire Wahrscheinlichkeits-

verteilung der Zahl n der Kunden (die sich im System befinden)

zZu gewinnen, setzt man hierin p5=0 fiir n=0,1,2,... und erhidlt

- =p A

(1) 0= Apo+upl, also P1=P)

(II) Fiir n=1:
O=—(A+u)p1+2po+up2, also (wegen (I)) p2=po(%)2
und flr beliebiges n:

- (M0
pn—po(u) .

bod oo

i =p . A)n_ =1-A i
Aus der Beziehung =0Pn~Po nEo(u) 1 folgt po—l 0 und somit
wird

p,=(1-d). ),
d.h. daB - nach einer gewissen Anlaufphase - die Zahl n der

A

Kunden im System geometrisch verteilt ist mit dem Parameter L
Die durchschnittliche Zahl der dann im System befindlichen
Kunden ist

b _ g A, Ayn_ A
nEoM Py TR (1) (D)= =g,

und die durchschnittliche Zahl der Kunden in der Warteschlange
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ist
g A
n=1(n—l)pn—....—uz_uk.
Zahlenbeispiel:
(1) A=4 [Kunden/Stundel, d.h. im Durchschnitt kommt
alle 15 Minuten 1 Kunde.
(2) p=5 [ Kunden/Stundel, d.h. im Durchschnitt betrédgt

die Bedienungszeit eines Kunden 12 Minuten.
Ergebnisse: Eéx=4 (durchschnittliche Kundenzahl im System),
AZ

E;:Er=3.2 {(durchschnittliche Kundenzahl in der Warteschlange),

po=1—%=0.2 (Wahrscheinlichkeit fiir "0 Kunden" im System, d.h.

anteilige Leerlaufzeit des Bedienungsschalters).

4. Simulationsmodelle flir Warteschlangen

4.1 Bemerkung zum Stochastikunterricht in der Sekundarstufe I

Im Stochastikunterricht der SI stehen die Begriffe und Methoden,
die notwendig sind fiir die im vorangehenden Abschnitt skizzier-
te analytische L&sung des (M,M,1l)-Bedienungsproblems, natlirlich
nicht zur Verfiligung. Auch die Simulation des Bedienungsprozesses
durch die Erzeugung von Folgen von exponentialverteilten Zufalls-

zahlen kommt in der SI nicht in Frage (wenn die Folge (Xn) in

[0,1) gleichverteilt ist, so ist die Folge (—% log(l—Xn)) in

{0,%) exponentialverteilt mit dem Parameter A).

Sehr fragwlirdig erscheint es mir, im Stochastikunterricht der
SI den auf den ersten Blick einfachen Begriff der Ankunfts-

wahrscheinlichkeit einzufiihren, um Warteschlangenprobleme be-
handeln zu k&6nnen. Ich sehe eine Kollision mit den Zielen des

Mathematikunterrichts in der SI, wenn der Lehrer wie folgt ar-



gumentiert: Eine Ankunftswahrscheinlichkeit von p=0.2 {Kunden/
min] bedeutet erstens, daB im Durchschnitt alle 5 Minuten ein
Kunde kommt, und zweitens, daB der ProzeB des Ankommens von
Kunden simuliert werden kann durch Betrachtung einer Serie von
aufeinanderfolgenden Zeitintervallen von z.B. der Linge At=l
Minute, wobei man in jedem dieser Zeitintervalle mit der Wahr-
scheinlichkeit 0.2 genau einen Kunden und mit der Wahrschein-
lichkeit 0.8 gar keinen Kunden kommen 1&8t, oder durch Betrach-
tung von Zeitintervallen der Li&nge 4t=0.5 Minuten mit der je-

weiligen Kundenankunftswahrscheinlichkeit 0.1 usw.

DaB man fir "kleine" Zeitintervalle 4t mit einer zu At propor-
tionalen Wahrscheinlichkeit p filir die Ankunft genau eines Kun-
den rechnen darf - derart, daB p/At die Ankunftsrate A ist -,
das ist eine Erkenntnis, die meines Erachtens das volle Ver-
stédndnis der Exponentialverteilung voraussetzt und daher in der
SI nicht mbglich ist. Selbst der SII-Schiiler wird schwer ver-

stehen, inwiefern man fiir kleines 8t anstelle von

- 2
plt,=4at)=1-e AAt=XAt—il%%l— + ... mit AAt rechnen darf. Dem

SI-Schiiler wird der Lehrer geradezu verbieten, von einer Pro- "
portionalitédt einer Wahrscheinlichkeit zu einer anderen linear
wachsenden Gr&Be zu sprechen. Bezeichnet z.B. Py die Wahrschein-
lichkeit, beim gleichzeitigen Werfen von drei Wiirfeln in n sol-
chen Wirfen wenigstens einmal das Tripel (6,6,6) zu erhalten,

so ist zwar p=0.0046, p,=0.0092, p3=0.0138, p4=0.0184 (bei
Rundung auf vier Nachkommastellen); dem SI-Schiiler gegeniiber

aber wird der Lehrer betonen, daB keine Proportionalitdt vor-
1l n
—_— )_

liegt (pn=1—(1—216

4.2 Das Simulationsmodell M1

Zu den wichtigen Lernzielen des Stochastikunterrichts gehdrt es,
stochastische Probleme durch Simulation 18sen zu k&nnen. So ldBt
sich z.B. das Zufallsexperiment "Wlrfeln" leicht studieren, in-
17 X2,...eE0,1) durch die
Transformation X, 9 1+INT(6*Xi) in eine Wiirfelzahlen-Folge ver-

dem man eine Folge von Zufallszahlen X

wandelt; ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlich-

keit p wird bei Wahl einer Zufallszahl Xe[0,1) durch INT(X+p)
realisiert (es ist INT(X+p)=1 & Xe[l-p,l), wobei das Intervall
L1-p,1) die Linge p hat!), und eine Bernoulli-Kette der Lidnge n
mit der Einzelerfolgswahrscheinlichkeit p wird realisiert durch

die Ausfiihrung des Befehls
INT(X1+p)+INT(X2+p)+...+INT(Xn+p),

WO (Xl,...,Xn) ein n-tupel von Zufallszahlen aus dem Intervall
f0,1) ist.

Da komplizierte Warteschlangenprobleme in der Praxis ohnehin
durch Simulation geldst werden, bietet es sich an, im Stocha-
stikunterricht der SI gewisse einfache Bedienungsprozesse SI-

angemessen zu simulieren.

Das im folgenden dargestellte Modell M1l soll zur Simulation all
jener Bedienungsprozesse dienen, in denen jeder der potentiellen
Kunden Uber sein Auftreten als Kunde im Bedienungssystem filir
sich allein entscheidet, ohne sich mit anderen Kunden abzu-
sprechen und ohne irgendwelche Ankunftszeitpunkte zu bevorzu-~
gen, und in denen die Kunden in einem bestimmten Zeittakt grup=-
penweise abgefertigt werden, aber jeweils nur bis zu einer

Maximalzahl m. Beispiele: PKW's/Fdhre, Museumsbesucher/Fihrung.

Die beiden wesentlichen Modellannahmen lauten deshalb wie folgt:

1. 2Zu dem betrachteten Bedienungssystem gehdrt ein fester
Kundenstamm S vom Umfang N. Die Zahl N ist groB im Ver-
hdltnis zu der gerade im Bedienungssystem befindlichen
Kundenzahl, und zwar so, daB N praktisch stets als die
Zahl der potentiellen Kunden (auBerhalb des Bedienungs-

systems) angesehen werden kann.

2. Man betrachte eine Folge von aufeinanderfolgenden Zeitin-
tervallen der einheitlichen Ldnge 1 ZE (1 Zeiteinheit).
Jede der N "Personen" aus der Menge S entschlieBt sich in
jedem dieser Zeitintervalle mit der gleichen kleinen Wahr-

scheinlichkeit p, das Bedienungssystem als Kunde aufzu-



suchen {(das entspricht jeweils N unabhidngigen Durchfiihrungen
eines Bernoulli-Experiments mit der Trefferwahrscheinlich-
keit p, so daB im Durchschnitt N.p Kunden pro ZExdas Bedie-
nungssystem aufsuchen; wegen (E)px(l—p)N X (E!) e_Np
ist der Kundenstrom nahezu ein Poissonstrom wie im Bedie-

nungssystem (M,M,1)).

Am Ende eines jeden der betrachteten Zeitintervalle beginnt
flir eine Gruppe von h&chstens m Kunden die gemeinsame Be-
dienung; die evtl. lbrigbleibenden Kunden bleiben im Warte-

raum in der Warteschlange. Es gilt m>N.p.

Kundenstamm
. .
(H Personen, N 5 Ly )

£ 4 £ £
FAY

FA N SR A ¥

| Gleichzeitige Bedienung von

Warteraum 1 maximal m Kunden in jeder ZE
1
'
1
o |
— - -?— e F
M A AN AWAT
| ————i

Die Simulation wird filir eine l&ngere Folge von Zeitintervallen

(z.B. k=1000 Intervalle) durchgeflihrt.

Der Simulationsalgorithmus enthdlt neben den GrdBen N (Umfang
des Kundenstamms), p (Einzelerfolgswahrscheinlichkeit),

m (Maximalzahl der je ZE bedienten Kunden), k (Anzahl der Simu-
lationsintervalle) noch die Gr&Ben Lw (derzeitige Lidnge der
Warteschlange) und SLw (Summe aller einzelnen registrierten
Warteschlangenldngen), X bezeichnet die durch die Bernoulli-

Kette "ausgeloste” Zahl der neu eintreffenden Kunden.

Als Ergebnis wird SLw/k, also die durchschnittliche Lidnge der
Warteschlange ausgegeben. Die Wartezeit im Ankunftszeitinter-
vall eines Kunden wird nicht mitgez&hlt (man k&nnte, wenn man
wollte, diese im Durchschnitt mit einer halben Zeiteinheit be-
A/

riicksichtigen; das wilirde die Warteschlangenl&nge um erh&-

2
hen) .

Simulationsalgorithmus zum Modell Ml:

Eingabe: N,p,m,k 1)

Setze L,: = Q, setze SLW: =0

Fiir I=1 bis k wiederhole

Setze X: =0

Flir J=1 bis N wiederhole

Wdhle zufallszahl Zz aus [0,1)
Setze X: = X+INT(Z+p)

Setze I : = max{o;Lw+X—m}

Setze SL_:= SL +L
w w oW

Ausgabe: SLw/k

1 Als Vorbild diente die in (2) benutzte Form der Darstellung

solcher Algorithmen.
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Ein Probelauf auf dem Commodore 64 mit der Eingabe N=30, =%
(also Ankunftsrate N:p=5), m=6, k=1000 ergab als durchschnitt-

liche Ldnge der Warteschlange den Wert 1.4.

4.3 Das Simulationsmodell M2

Ein weiteres, sehr einfaches Simulationsmodell ergibt sich,
wonn man die spezielle Annahme macht, daB die Gesamtzahl n der
Kunden, die in dem fiir die Simulation ausgewdhlten Zeitinter-
vall CtA,tE) im Bedienungssystem eintreffen, im voraus bekannt

ist.

Angenommen, ein Bedienungssystem wird an einem Tag innerhalb
seiner Offnungszeit [tA,tE) insgesamt von n Kunden aufgesucht.
Wenn jeder Kunde unabhdngig von dem, was die lbrigen Kunden
tun, seine Ankunftszeit in dem Bedienungssystem wdhlt und wenn
er dariiberhinaus keine Prédferenz flir irgendwelche Zeitpunkte
innerhalb von CtA,tE) hat, so ist es das einfachste, wenn man
sich seine Wahl eines Ankunftszeitpunktes wie das Ziehen einer

Zufallszahl aus dem Zahlenintervall [t,,t.) vorstellt. Flir n

Kunden sind n Zufallszahlen aus [tA,tE) zu ziehen, und durch
Ordnen dieser Zufallszahlen nach der Gr&Bie ergibt sich die Folge
der Kundenankunftszeiten. Die Bedienungszeit kann konstant sein
- sie ist dann sinnvollerweise kleiner als die durchschnitt-
liche Zwischenankunftszeit (tE—tA)/n - oder sie kann variabel
gewdhlt werden, wobei die Folge der Bedienungszeiten nach dem-
selben Verfahren wie die Folge der 2Zwischenankunftszeiten ge-
wonnen werden kann, also als Differenzen von aufeinanderfolgen-
den, der Gr&Be nach geordneten, in [tA,tE) rechteckverteilten ™
Zufallszahlen.

In dem folgenden Simulationsalgorithmus wird mit konstanter Be-
dienungszeit BZ gearbeitet. Als Intervall CtA,tE) ist das In-
tervall {0,1) gewdhlt. A(I) bezeichne die Ankunftszeit und
D(I} den Endzeitpunkt der Bedienung des Kunden Nr. I. Die

Wartezeit des Kunden Nr. I ist D(I)-A(I)-BZ. Der Mittelwert Tw

der Wartezeit ist dann

D(I)-A(I)-BZ,

=1
"M 5

1

und n-Tw, also die Wartezeitensumme selbst, stimmt Uberein mit

Lw (tE—tA), ist also im vorliegenden Fall wegen [tE-tA)=[O,1)

gleich der mittleren Warteschlangenl&nge Ew' Der Simulations-
algorithmus beginnt mit dem Ziehen von n Zufallszahlen aus dem
Intervall £0,1) (entsprechend den Ankunftszeiten der n Kunden)

und dem Ordnen dieser n Zufallszahlen nach der Grd&Be.

Der erste Kunde wird sofort bedient, also D(1)=A(1)+BZ. Der
Kunde mit der Nr. I wird entweder sofort bedient (D(I)=A(I)+BZ),
ndmlich wenn Kunde Nr. I-1 schon weg ist (D(I-1)€A(I)), oder
seine Bedienung beginnt zum Zeitpunkt D(I-1). Die zum Endzeit-
punkt evtl. noch im System befindlichen Kunden werden alle noch

bedient.

Eingabe: n, B2Z

Zieh n zZufallszahlen aus [0,1) und ordne sie nach der GriBe;
bezeichne die geordneten 2ufallszahlen der FReihe nach mit
A1), A(2),...,ANn)

Setze D(1) :=A(1)+B(2), setze SW=0

Fir 1 von 2 bis n wiederhole

Wenn D(I-1)>A(I), so setze D(I)=D(I-1)+BZ,
andernfalls setze D(I)=A{(I)+BZ

Setze SW:=SW+D(I)-A(I)-BZ

Ausgabe: SW

Ein Probelauf auf dem Commodore 64 fiir die Eingabe n=200,
BZ=0.004 ergab die mittlere Warteschlangenlédnge SW=1.6. Die
Zahl n Ubernimmt in diesem Modell die Rolle der Kundenankunfts-
rate A (Kundenzahl in der Zeit 1). Die durchschnittliche

Zwischenankunftszeit betrigt %.
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5. Anmerkungen zu einer Unterrichtseinheit "Warteschlangen”

im Stochastikunterricht der Sekundarstufe I

5.1 In den vorgestellten Simulationsmodellen fiir Bedienungs-
prozesse wird jeweils der mittlere Wert der zeitabhdngigen War-
teschlangenlédnge Lw(t) in einem Zeitintervall EtA,tE], also im
Grunde genommen das Integral
L, = =% f L, (t)dt
E A t
A

bestimmt. Im Modell M1l 1&Bt sich wegen der Betrachtung von k
gleich langen Teilintervallen, in denen Lw jeweils konstant
ist, fw als gewBhnliches arithmetisches Mittel

L =
W

e
™M

1 Lw(ti)
berechnen, und im Modell M2 wird benutzt, daB fw-(tE—tA) als
Wartezeitensumme aller in [tA,tE] angekommenen Kunden, inter-
pretiert werden kann (stellvertretend fiir alle Kunden warten

Ew Kunden wdhrend der ganzen Zeit). Mittelwerte zeitabhdngiger
Gr8Ben sind den Schiilern der Sekundarstufe I wenig vertraut.

Da man, wenn man eine Unterrichtseinheit "Warteschlangenmodelle"”
plant, vor dem Beginn der Simulation ohnehin eine Reihe von
neuen Begriffen wie Ankunftsrate, Zwischenankunftszeit usw. er-
arbeiten muB, ist es glinstig, mit der Behandlung einfacher de-
terministischer Warteschlangenmodelle zu beginnen, die es er-

lauben, neben den erwdhnten Grundbegriffen auch den Begriff der

mittleren Warteschlangenliinge zu erarbeiten und einzuliben.

Dazu als Vorschlag die beiden folgenden deterministischen

Warteschlangenmodelle:

Modell M :
noce d MLE

Die Kunden kommen einzeln in konstanten Zeitabstdnden T, (Be-
griff "Zwischenankunftszeit"), die Bedienungszeit Th ist kon-

stant.
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Beispiel zum Modell Moz

Ein Zahnarzt (Sprechzeit 9 bis 11 Uhr) hat die Patienten ein-
zeln bestellt zu 9.00, 9.10, 9.20,...,10.50 Uhr. Die Behand-
lung pro Patient betrigt rb=15 min.
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Arbeitsauftrige und Fragen an die Schiiler:
1. Wann verl&8t der 1. Patient, der 2. Patient,... die Praxis?

(Antwort: D(k)=tA+k-tb mit tA=9h, T,=0.25h).

b
2. Trage die Lidnge Lw der Warteschlange in Abhdngigkeit von
der Zeit FEEtA,tE] in ein Koordinatenkreuz ein und ermittle
Lw; gib fiir fw eine geometrische Deutung in dem Graphen
(Antwort: Skizze des Graphen der Treppenfunktion
Lw: £9;:;127 » No’ Lw=1.8 Personen,...)
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3. Der k-te Patient wartet bis zum Beginn seiner Bedienung die
Zeit (tb—ra)-(k—l). Ermittle die durchschnittliche Warte-
zeit aller Patienten im Zeitraum zwischen 9 und 12 Uhr.

(Antwort: ....=27.5 min.).

4. Mache Dir klar, da8 fw-(tE—tA) die Wartezeitensumme fir
alle Patienten im Zeitraum [tA,tE] ist.

Modell M':
Hodell Mot
Gruppen von jeweils n Kunden treffen in konstanten Zeitab-
stdnden T, im Warteraum des Bedienungssystems ein; die Be-

dienungszeit ist konstant.

s ‘.
Beispiel zum Modell MoL

Das Gesundheitsamt bestellt zu jeder vollen Stunde 10 Personen
zur ROntgenuntersuchung. Die Personen werden einzeln nach-
einander untersucht; eine Untersuchung dauert 5 Minuten.
(Arbeitsauftrédge und Fragen an die Schiiler &hnlich wie zu dem

vorangegangenen Modell Mo).

5.2 Behandlung der Simulationsmodelle M1 und M2

Wenn die Kunden nicht mehr, wie in den Modellen Mo und Mé,
nach Vorbestellung, sondern nach pers®nlichem EntschluB in
nicht vorhersagbarer Weise in dem Bedienungssystem eintreffen,
so muB man zu stochastischen Warteschlangenmodellen iibergehen.
DaB8 die Kundenstr®me i.a. wirklich so aussehen, wie sie im
Modell M1 durch ein Zufallsexperiment realisiert werden, das
kann durch die Beobachtung realer Kundenstr8me untermauert
werden (die Schiiler bestimmen z.B. am Eingang des Postamts
zwischen 10 und 11 Uhr die Zahl der pro Minute eintreffenden
Kunden, oder der Lehrer beschafft aus Beobachtungen stammende
Daten ilber Kundenstr&me). Filir das "Auslosen" der in jeder Zeit-
einheit im Bedienungssystem eintreffenden Kunden durch eine
Bernoulli-Kette wird am besten ein PC benutzt. Gewisse Ber-

noulli-Ketten lassen sich aber auch leicht durch Wiirfelexperi-
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mente realisieren, z.B. im Fall N=30, p=% durch das gicich-
zeitige Werfen von 30 kleinen Spielwiirfeln und das Z&hlen der
dabei erhaltenen Sechsen. Dazu geh&rt die Ankunftsrate
A=N-p=5 (Kunden pro ZE).

Die Warteschlangenlinge Lw hat eine relativ groBe Streuung; so
ist Z.B.-im (M,M, 1) -Bedienungssystem die Streuung von Lw grds-
ser als Lw. Daher sind bei der Simulation lange Laufzeiten
(groBe Intervallanzahl k) notwendig, um kurze Vertrauensinter-
valle filir fw zu gewinnen. Auf groBe Genauigkeit der Simulations-—
ergebnisse kommt es aber im Unterricht nicht so sehr an wie da-
darauf, daB das Prinzip des L&sens eines stochastischen Problems

durch Simulation deutlich wird.

Das Simulationsmodell M2 greift die naive Vorstellung der Schii-
ler vom Vorgang des zufdlligen Widhlens eines Ankunftszeitpunk-
tes durch den einzelnen Kunden auf: er erfolgt wie das Wihlen
einer Zufallszahl aus einem Zahlenintervall. Im Unterricht
liegt folglich der Schwerpunkt der Untersuchungen nicht auf der
Verteilung der Zwischenankunftszeiten, sondern auf der Entwick-
lung des Algorithmus fiir das Sortieren der Kundenankunftszeit-
punkte und des Algorithmus filir die rekursive Berechnung der
Zeitpunkte, zu denen die Kunden das System nach ihrer Bedienung

verlassen.
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