LINEARE REGRESSION UND KORRELATION IN EINEM EINFUHRUNGSKURS UBER
EMPIRISCHE METHODEN

von Horst Dieter Vohmann, Bielefeld

Kurzfassung: Ein Arbeitstext zum Thema Regression und Korrelation wird vor-
gestellt. Die Besonderheiten daran sind: Der Themenzusammenhang wird handlungs-
und anwendungsbezogen erschlossen, die mathematische Darstellung kommt nicht

zu kurz, kommt aber ohne partielle Ableitungen aus der Differentialrechnung
aus. Die Kurssequenz wurde am Bielefelder Oberstufen-Kolleg erprobt, eine Uber-
tragung auf das requldre Gymnasium wird zur Diskussion gestellt.

1. Vorbemerkungen zur differenzierten Mathematikausbildung am Bie-

lefelder Oberstufen-Kolleg

Das Oberstufen-Kolleg des Landes Nordrhein-Westfalen an der Uni-
versitdt Bielefeld verbindet in seinem Ausbildungssystem eine
friihzeitige Spezialisierung in zwei Studienfdchern mit einer in-
terdisziplindren Allgemeinbildung, die in Kurssequenzen und Ein-
zelkursen wissenschaftspropddeutisch ("Erg&nzungsunterricht") und
in Projekten handlungs-und anwendungsbezogen ("Gesamtunterricht")
ausgestaltet ist (zur Allgemeinbildung siehe Hoffmann, 1986). Mit
dieser Struktur einer vierjdhrigen Ausbildungszeit, die die gym-
nasiale Oberstufe und das Eingangssemester der Hochschule umfagt,
erprobt das Oberstufen-Kolleg eine Alternative zum traditionellen

deutschen Ausbildungssystem (siehe Hentig, 1980).

Das Fach Mathematik tritt am Oberstufen-Kolleg zundchst in zwei
etwas unterschiedlichen Fachausbildungsgidngen in Kombination mit
Physik sowie in freier Kombination mit anderen Wahlf&dchern auf.
AuRerdem gibt es spezielle Mathematik-Kurse in allen naturwissen-
schaftlichen Ausbildungsgdngen (insbesondere Analysis) und in
einigen sozialwissenschaftlichen Ausbildungsgédngen (Statistik).
SchlieBflich arbeiten Mathematik-Lehrende gemeinsam mit Fachleh-
renden anderer Fdcher ein Angebot von Kurssequenzen und Einzel-
kursen aus, die im Rahmen der interdisziplindren Allgemeinbil-
dung die Funktion von Mathematik, ihre Verwendung und ihre Be=-
deutung innerhalb der Wissenschaften und der gesellschaftlichen
Praxis vorstellen sollen. Diese Anforderung ist durch die Aus-

bildungs- und Priifungsordnung vorgegeben, die vorsieht, daB alle
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Schiiler und Schiilerinnen, die Mathematik nicht als Wahlfach oder
Hilfswissenschaft kennen lernen, drei "mathematikhaltige" Kurse

im Ergdnzungsunterricht besuchen missen (siehe auch Effe-Stumpf

u.a., 1988).

Bisher sind am Oberstufen-Kolleg eine Reihe von derartigen Kurs-
sequenzen unter Oberthemen wie "Mathematische Modelle in Alltag
und Politik", "Logik und Sprache", "Frauen und Mathematik" oder
"Informationsverarbeitung/Informatik" entwickelt und erprobt
worden. Mathematik tritt in derartigen Sequenzen sehr verschie-
denartig auf; gemeinsam ist allen Ansdtzen, daB die Auswahl der
mathematischen Inhalte unter der Leitidee exemplarischen Lernens
steht. Auswahlgesichtspunkte sind beispielsweise, eine typische
mathematische Vorgehens- und Denkweise an einem Theorieabschnitt
vorzustellen, den Charakter mathematischer Modellbildung zu the-
matisieren, die Niitzlichkeit und die Begrenztheit der Verwendung
mathematischer Methoden zu erl&dutern. Die Auswahl der mathema-
tischen Inhalte, ihre Einordnung in den jeweiligen Kursverlauf
und ihre Vermittlung unterliegen nicht den curricularen und di-
daktischen Anforderungen der Rahmenrichtlinien fiir das Fach Ma-
thematik an der Gymnasialen Oberstufe. Dennoch werden am Ober-
stufen-Kolleg in Einzelfdllen im Ergdnzungsunterricht Kursab-
schnitte entwickelt und erprobt, deren Ubertragbarkeit in Grund-
oder Leistungskurse denkbar ist und diskussionsanregend sein

kann. Dies soll mit dem folgenden Beigpiel ausgefithrt werden.

2. Statistik im Rahmen von Kursen {iber empirische Methoden

Unter dem Oberthema "Wissenschaft und Gesellschaft" wurde flir
den Ergdnzungsunterricht des Oberstufen-Kollegs eine Kurssequenz
"Empirische Methoden in den Sozialwissenschaften" entwickelt
und mehrfach erprobt (Effe-Stumpf u.a., 1988). Im Verlauf der
Sequenz sollen beispielhaft Anl&dsse und Mbglichkeiten entstehen,
den in den Naturwissenschaften und filir die empirischen Sozial-
wissenschaften grundlegenden ProzeB des Messens und damit die
Idee des quantitativen Vorgehens verstehbar und diskutierbar zu

machen. Als Einstiegskurs wurden verschiedenartige Kurse zum



MeBprozeB erprobt, die jeweils zum Ziel hatten, sowohl Begriffs-
kldrungen flir "Messen" in Alltag und Wissenschaften zu leisten
als auch die mathematische Seite des Berechnens von und Rech-
nens mit MeBergebnissen vorzustellen (vgl. 2.1 weiter unten).
Hierzu wurde auch ein Stoffabschnitt zur beschreibenden Stati-
stik und linearen Regressionsrechnung entwickelt, der in Ab-
schnitt 3 hier vorgestellt wird. Als Folgekunst wurde ein Kurs
"Intelligenztests auf dem Priifstand" angeboten, der sich am Bei-
spiel der Intelligenzmesseung mit der Entstehung und Anwendung
wissenschaftlicher Theorien und Verfahren befaBt. In einem Kurs-
abschnitt wird sehr elementar und {iberblicksartig in das Konzept
"Normalverteilung" eingefihrt; im Verlauf des Kurses entstehen
vielfach Anldsse zu Wiederholung und Vertiefung der Grundbegrif-
fe aus der beschreibenden Statistik und des Verfahrens der Kor-
relationsrechnung. - Der Kursaufbau insgesamt und damit seine
sozialwissenschaftlichen und test-theoretischen Teile k&nnen und

sollen hier nicht dargestellt werden.

Innerhalb der Kurssequenz wurde ein wedlfenrer Folgehkuns angeboten,
der auch unabhdngig vom Kurs Uber Intelligenztests besucht werden
kann; es werden methodologische Fragen (z.B. {iber Schdtzen und
Testen von Hypothesen) und wissenschaftstheoretische Begriindun-
gen (als Beispiel sei der Ansatz des "Kritischen Rationalismus"
nach K. Popper genannt) behandelt, die fiir das Verstindnis des Vor-
gehens der empirischen Wissenschaften von besonderer Bedeutung

sind.

2.1 Messen und Statistik

Wenn zu Beginn eines Kurses zum MefBprozeB den Lernenden AnstdBe
und Gelegenheiten gegeben werden, ihre Vorstellungen von und Er-
fahrungen mit MeRvorgdngen zu erinnern und einzubringen, ent-
steht ein reicher Schatz an Ausgangsmaterial flir Diskussionen
und Erlduterungen im Unterricht. Ein solcher Einstieg macht kri-
tisch aufnahmebereit dafiir, entsprechende Definitionen und Be-
schreibungen aus Lexika, Handbiichern und methodisch einfithrender
Fachliteratur herauszusuchen und zu vergleichen. Dabei sind die

Fdhigkeit, verschiedene MeBniveaus (Mefiskalen) zu unterscheiden,



und ein Verstandnis fiir die eingrenzende Kennzeichnung der quan-
titativen Messung eines Merkmals (Messung auf Intervall- oder

Verhdltnisniveau) besonders herauszubilden.

Mit Messen verbinden sich zundchst und meist Vorstellungen natur-
wissenschaftlicher Art; Naturgesetze werden bei MeBvorgdngen und
MeBgerdten benutzt, Unregelhaftes oder GesetzmidBiges soll durch
Messen entdeckt, aufgedeckt werden. In der Regel werden verschie-
dene Merkmale der Untersuchungsobjekte gemessen, und diese MefB-
ergebnisse sollen miteinander verglichen oder untereinander in
Beziehung gesetzt werden; dabei wird hdufig ein linearer oder all-
gemeiner ein funktionaler Zusammenhang zwischen den MefB-Variablen
vermutet und gesucht. Dies legt nahe, im Statistik-Unterricht
Uberhaupt und frihzeitig Darstellungs- und Beurteilungsmethoden
der Statistik mehrerer Variablen (zumindest in sehr einfacher
Form) zu behandeln. Solche Methoden stehen mit der linearen Re-
gressions- und Korrelationsrechnung zur Verfiigung; in Teil 3 wird

ein elementarer Zugang zu diesem Gebiet vorgestellt.

2.2 Anmerkungen zur beschreibenden Statistik

Grundbegriffe der beschreibenden Statistik wie Haufigkeitsvertei-
lungen und Darstellungsformen, Mittelwerte und StreuungsmaBe wer-—
den manchmal schon im Unterricht der Sekundarstufe I behandelt.
Bei einer sehr heterogenen Schiilerpopulation erscheint es dennoch
auch fiir Statistik-Kurse in der Sekundarstufe II sinnvoll, zu-
ndchst unterschiedliche Beispiele von Merkmalsmessungen konkret
vorzunehmen und auszuwerten. Im folgenden wird eine Liste mit
MeBergebnissen aus einem derartigen Anfdngerkurs vorgelegt; nach
dem unter 2.1 angedeuteten Einstieg iber das Messen wurden Bei-
spiele filir Messungen in der Kursgruppe abgesprochen und ausge-

fiihrt (siehe die Tabelle auf der folgenden Seite).

Im Kurs hatte sich eine Phase mit Gruppenarbeit in drei Klein-
gruppen mit verschiedenen Arbeitsauftrdgen angeschlossen; die Er-
gebnisse wurden anschlieBend im Plenum zusammengetragen, vertieft
und zum Teil weitergefiihrt. Eine Kleingruppe hat gelernt und an-

schliefend den idbrigen erl&utert, wie mit kleinen Computer-Pro-



grammen die Mefdaten eingelesen und in Listenform iUbersichtlich

ausgedruckt werden kdnnen.

Tabelle: Messungen in der Kursgruppe

Nr. Name Alter Schul- Fdcher GroRe Gew. Schuh-.Motivation
Mon. abschl, cm kg grofe

1 Martin 193 LS/QV Tec/Mat 195.0 82.5 46.5 interessant
2 Lars 203 LS Spo/Gew 166.0 50.0 41 brauchbar

3 Doris 242  RS/QV+LE Uko/Geg 174.0 55.0 38 interessant
4 Carsten 200 HS/QV Uko/Mat 184.5 68.0 43.5 wissenswert
5 Guido 233 HS/QV Phy/Mat 176.5 66.0 41 brauchbar

6 Jorg 257  GY/QV+LE Phy/Mat 188.5 95.0 45 interessant
7 Sabine 281  RS+LE Geg/Spa 179.0 60.0 41 interessant
8  Thomas 229 RS Che/Mat 183.0 75.0 43 wissenswert
9 Christian 199 HS Phy/Mat 178.0 69.0 42 interessant
10 Richard 258 ARS/QV  Tec/Mat 186.5 77.0 44 interessant
11 Michael 216 RS Che/Mat 196.0 84.5 44 brauchbar

12 Holger 208 RS Bio/Mat 167.0 75.5 41 wissenswert
13 Sven 197  HS/QV Phy/Mat 190.0 84.5 44 interessant
14 Karsten 220 RS Tec/Mat 178.5 51.0 42.5 interessant
15 Thorsten 198  LS/QV Tec/Mat 178.5 76.0 42 interessant
16 David 202 HS Phy/Mat 186.0 76.0 46 wissenswert

'SchulabschluR': GY Sek.I am Gymnasium; ARS, RS (Abend-)Realschule; HS Haupt-
schule; LS Laborschule,eine besondere Bielefelder Gesamtschule; QV Qualifika-
tionsvermerk; LE abgeschlossene ILehre.

'Facher': (hier vorldufig noch) Wahlfécher.

'Motivation': Skala: sehr interessant - interessant - wissenswert - brauchbar
uninteressant.

Eine weitere Kursgruppe hat sich in einfachen Schul- und Lehr-
blichern iUber diskrete H&ufigkeitsverteilungen und Mdglichkeiten
ihrer Darstellung informiert; dabei hat der Lehrende die Text-
auswahl (in der Bibliothek) beraten und zeitweise Verstdndnis-
fragen beantwortet. Die Gruppe hat sich auch mit Mittelwerten
und Streuungsmafen befaBt; sie hat der Gesamtgruppe die wichtig-
sten Grundbegriffe vorgestellt und ihre Verwendung an einigen
der gemessenen Merkmale erldutert. Die meisten Schiiler und Schi-
lerinnen waren von den verschiedenen MOglichkeiten, Mittelwerte
als Modalwert, Median oder als arithmetisches Mittel zu definie-
ren, lberrascht und zugleich angeregt, weitere Parameter zu su-
chen und auszuprobieren, die Verteilungen charakterisieren kon-
nen. Es wurde dabei ausfihrlicher diskutiert, welche Hinweise
das Jjeweilige MeBniveau eines Merkmals auf die Wahl eines Mit-
telwerts oder eines anderen Parameters gibt, und, welche Aussa-

gemdglichkeiten sich damit ergeben.



Der Arbeitsbereich der dritten Kleingruppe wird hier nur angedeu-
tet: Sie ist der Verwendung des Begriffs Messen und seiner Be-
deutung in einer Reihe verschiedener, selbst gewidhlter Ficher
(Jura, Okonomie, Sport, Musik, Biologie) in Fachbiichern und Ge-
sprdchen mit Lehrenden nachgegangen und hat versucht, die Ergeb-

nisse in den Kontext des Kurseinstiegs einzuordnen.

Es folgen nun noch Anmerkungen zur Besprechung der Ergebnisse

der zweiten Arbeitsgruppe und zur Weiterfiihrung durch den Leh-
renden im Plenum: Die Summen=- und Indexschreibweise waren zu-
meist unvertraut; sie lassen sich allerdings in diesem Bereich
dann auch vielfdltig iben. Beispielsweise wurden filir (quantita-
tive) MeBwerte XqrXgre X, und einen vorgegebenen Wert x ver-
schiedene AbweichungsmaBe erldutert und diskutiert; sodann wur-
den mathematische Eigenschaften (teilweise in Verbindung mit geo-
metrischen Uberlegungen) algebraisch formuliert und zumeist vom
Lehrenden im Tafelvortrag bewiesen; Schiiler und Schiilerinnen ha-

ben Beweisteile danach wiederholend fiir die anderen erldutert:

- Es gilt: E?(xi—x) = 0 genau dann, wenn x=x (arithmetisches Mit-
tel).
- §I|xi—xl hat fiir x=x (Median) einen minimalen Wert.

- (xi—x)2 hat als in X quadratischer Funktionsterm fiir x=x
seinen minimalen Wert.

Die Varianz wurde mit
izl (xi—EE)2
eingefiihrt, die Standardabweichung als positive Wurzel daraus.
Als weiteres Beispiel wurde die fiir Berechnungen meist glinstige-
re Darstellung der Formel als

¢ =1 .; x? - X2

X n i=1 1
bewiesen. Die Ubung mit den Schreibweisen bereitet auch schon
auf die spdteren Rechnungen zur linearen Regression und Korrela-

tion vor und erleichtert die dortigen Uberlegungen.

Es sei noch angemerkt, daB durchgehend bei der Streuungsmessung,
linearen Regressions- und Korrelationsrechnung bewuBt auf das
Stichproben-MaB (mit Faktor E%— statt % ) zugunsten der Ein-

]
fachheit und leichteren Erklidrbarkeit verzichtet wurde. Eine



ausfihrliche Darstellung dieser verschiedenen Mafe mit Begriindun-
gen filir ihre Verwendung findet sich in den meisten Lehrbilichern

zur Statistik (etwa Bosch, 1976).

3. Lineare Regression und Korrelationskoeffizient

Zundchst wird in 3.1 in einem konkreten Beispiel vorgestellt,
wie Motivation und Vorverstdndnis filir den Ansatz der linearen
Regression angeregt werden konnen. In 3.2 und 3.3 wird in Form
eines Arbeitstextes ein Zugang zu den Begriffen Regressionsgera-
de und (Produkt-Moment-)Korrelationskoeffizient vorgestellt, der
keine (partiellen) Ableitungen aus der Differentialrechnung ver-
wendet. Ein dhnlicher Text wurde als Grundlage einer ausfiihrli-

chen Bearbeitung im Unterricht erprobt.

3.1 Ein einfilhrendes Beispiel

Aus der Urliste zu den Messungen in der Kursgruppe (vgl. 2.2)
wurden die quantitativen Merkmale K8rpergrdBe (x) und Kdrperge-

wicht(y) herausgegriffen.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xy 195,0 166,0 174,0 184,5 176,5 188,5 179,0 183,0 178,0 186,5
Y, 82,5 50,0 55,0 68,0 66,0 95,0 60,0 75,0 69,0 77,0

11 12 13 14 15 16
196,0 167,0 190,0 178,5 178,5 186,0 (cm) X = 181,6875
84,5 75,5 84,5 51,0 76,0 76,0 (kg) v = 71,5625

DieN@Bwert—Paare(xi,yi) wurden als Punktwolke dargestellt (vgl.
die Graphik auf der folgenden Seite). Bei Versuchen, die Gestalt
der Punktwolke zu beschreiben, wurden zun&chst die Jjeweiligen
arithmetischen Mittelwerte X, y hinzugezogen und ein Hilfs-Ach-
senkreuz durch den '‘Schwerpunkt' (X, V) gelegt; dann lassen sich
Merkmalspaare durch Kombination der Kennzeichnungen unter- und
iiberdurchschnittlich grof3 bzw. schwer unterscheiden. Sodann wur-
den weitergehende Zusammenhdnge zwischen den Variablen x und y

diskutiert. Dabei spielten Vorkenntnisse {iber Normal- und Ideal-
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Gewichtstabellen und entsprechende Formeln eine anleitende Rolle.

Abb.: Punktwolke der KdrpergrdBe - Kdrpergewicht - Daten mit drei Schdtzgera-
den:
..... Normalgewichts-Gerade
——-—- Idealgewichts~Gerade

Regressionsgerade (von y aus x)

100 4

90 4

80 4

40 T v T ¥ v >~ X Ccm
150 160 170 180 180 200

Fir Midnner wurden folgende Formeln erinnert (vgl. Meyer, 1980,
S. 194ff; die Funktion und Problematik solcher Formeln wird

dort auch angesprochen):

(1) Normalgewicht (in kg)

Il

KOrpergroBe (in cm) - 100

y = x = 100

(2) Idealgewicht (in kg)

90% (fiur Frauen 85%) vom Normal-
gewicht (in kqg)

0,9 (x-100)

It

Y

Die Abweichung zwischen den Punkten im Diagramm und den Jjeweili-
gen Geraden sollten beurteilt werden. Die Lage der Normalgewichts-
geraden in Bezug auf die Punktwolke erschien offensichtlich als

zu hoch (2 Punkte liegen dariiber, 14 darunter). Fiir die Idealge~-
wichtsgerade wurden MOglichkeiten einer genaueren Abweichungs-
messung erdrtert und (in Erinnerung an das StreumaB) wieder die
Quadratsumme aller Abweichungen vorgeschlagen. Die (willkiirliche)

Entscheidung fiir die Messung vertikaler Abweichungen (d.h. in y-
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Richtung war hier naheliegend, weil die Formeln eine Sch&dtzung
des Gewichts, ausgehend von der Gr&Be, vornehmen. Fiir die mitt-
lere quadratische Abweichung (in y-Richtung) zwischen den MeB-
wert—-Paaren (xi,yi) und den zugeh&rigen Punkten (xi,yi) auf ei-

ner Schdtzgeraden wurde daher folgendes MaB gewdhlt:

n

(3) see 1= mily (=97

Zur Ubung wurden mit Hilfe einer Tabelle, die neben den MeBwer-
ten die gemdf (1) und (2) berechneten Schitzwerte enthielt, fol-
gende Werte berechnet: s§§ =~ 180,72 bzw. s§§ ~ 83,10 fiir die
Normal- bzw. die Idealgewichtsgerade. SchlieBlich wurde noch der
Vorschlag diskutiert, die Idealgewichtsgerade parallel so zu ver-
schieben, daB sie durch den Schwerpunkt (§,§) verlduft, also die

Schdtzgerade mit folgender Gleichung zu betrachten:

-~

(4) Y = 0,9(x-X) + Y mit X = 181,6875; ¥y = 71,5625.

(Diese Gerade wurde nicht in das Diagramm eingetragen.) Als Be-
griindung fiir die Parallel-Verschiebung wurde u.a. vorgebracht,
daB diese Gerade noch "ndher" zu den MeBpunkten liege (eine Kon-
trollrechnung ergab t?tséchlich s§§ ~ 79,27) und daB der Mittel-
wert der Schdtzwerte Yy ebenfalls y sein soll. Die Diskussion
dieser Behauptung filhrte zu der (zutreffenden) verallgemeinern-

den Vermutung:

(5) Werden an den Stellen XqrXgyeor Xy Schidtzwerte §1,§2,..
Yq durch die Schdtzgerade mit Gleichung § = m(x-X)+d
berechnet, so gilt fiir ihren Mittelwert:

1o _
—ﬁ}“yl = d.
Der Beweis dieser Vermutung folgt durch einfaches Nachrechnen,

wobei (xi—§) = O benutzt wird (vgl. 2.2).

Bei diesem Verlauf der Behandlung des einfithrenden Beispiels bot
sich nun die Frage an, ob und wie sich unter den Schédtzgeraden,
die durch den Schwerpunkt verlaufen, eine solche mit minimalem
mittleren quadratischen Abstand finden 1l48t. Es wurden versuchs-
weise einige s§§—Werte fiir verschiedene Steigungszahlen m be-

rechnet:
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m 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,02

s§§ 81,76 79,27 78,20 78,56 80,34 78,16

Abschliefiend wurde vermutet, daf knapp lber m=1 ein glinstigster
Wert liegen milsse; einige Schiiler haben die Werte mit einem
Computer-Programm nachgerechnet und einen glinstigsten Wert mit

m =~ 1,025 "eingeschachtelt”.

3.2 Lineare Regression

Der folgende Optimierungssatz 188t sich elementar, d.h. ohne Dif-

ferentialrechnung beweisen:

(6) Gegeben seien n MefBwert-Paare (x1,y1), (xz,yz),..,(xn,yn)
mit Standardabweichung SX¢O (d.h. nicht alle Xy sind
untereinander gleich). Dann gibt es genau eine Gerade mit
der Gleichung ¥ = m(x-X)+d, fiir die die mittlere quadra-

. . . . 2 1 ~ N2 .
- -~ = — Z - —
tische Abweichung in y~Richtung syy = (yi yi) mi
nimal ist.
Diese beste Schidtzgerade (bei Schdtzung von y durch x)
wird Regressionsgerade genannt; sie verlduft durch den

Schwerpunkt (x,y), d.h. d=y, und flir ihre Steigung gilt:
2 . 1 — — . .
= = — Z -— -—
m s /s ", wobei s (xi x)(yi y) die Kovarianz

bezeichnet. Die Regressionsgerade hat also die Gleichung:

v = 5xXY (x-%) +Y
S 2
hle

Beweis: Die Summation erstreckt sich, wie schon in der Formulie-
rung des Satzes jeweils iiber i=1,..,n. Es wird die Geradenglei-
chung in der Form § = m(x-X) + (y+c), d.h. mit c:= d-y, benutzt.
Es gilt:

— — 2 1 — — 2
s§§ = %-Z {yi - m(xi—x) - (y+e)} = = ) {(yi—y) - m(xi—x) - =
= 1y . 9% + 22, -0)2 + &% - 2m(x,-X) (y.~9) - 2c(y.—y) + 2me(x -%)}
n i i i i i i
2
— _— . — _ — 2me —
= ;—Z (yi—y)2 + I—nr—l Z(xi—x)2 + c2 - %n ) (xi-—x) (yi—y) - %?—Z (yi—y) + —n--Z (xi—x)

52 + m252 + c2 =-2ms .
Y X Xy
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Offensichtlich ist c2=O, also d=y eine notwendige Bedingung da-
fiir, daB s§§ einen minimalen Wert annimmt; damit ist bereits
gezeigt: Wenn es eine optimale Schdtzgerade gibt, dann muB diese
durch den Schwerpunkt verlaufen. Fir solche Schidtzgeraden mit

der Gleichung ¥ = m(x-X)+y hidngt aber die Abweichung s§§ qua-

dratisch von m ab:

s". = m's + s - 2ms
YY X Y Xy
_ 2 _
= s_(m mnsxy/s ) + s
2, 2, 2 2 .2 2
= sx(m Sxy/sx) + sy Sxy /sX .
2

Wegen S > O 1dBt sich aus dieser Scheitelpunktgleichung der

in m quadratischen Funktion nunmehr unmittelbar ablesen:

(7) sZA hat fiir m = s /52 ein (einziges) Minimum und dort gilt:
Yy 2 Xy X
s
SZA _ SZ _ Xy
Yy Y 52
X

Fortfihrung des Beispiels in 3.1:

Mit den Werten des Beispiels in 3.1 gilt: si = 71,12109;

s§ - 152,87109; s, = 72,89453; also m = 1,02494. Somit hat die
Regressionsgerade die Gleichung vy = 1,025(x-181,69) + 71,56.

Im Unterricht sollten nun eine Reihe weiterer Anwendungsbeispiele
anschlieBen, die mit der Methode und den Anwendungsmdglichkeiten
des Modells der linearen Regression vertraut machen; damit kann
zugleich Motivation fiir die Frage nach der Glite der linearen An-

ndherung (vgl. 3.3) geweckt werden.

3.3 Der Korrelationskoeffizient

Um zu beurteilen, wei gut n MeBwert-Paare (x1,y1), (x2,y2),..,
(xn,yn) durch die Regressionsgerade angendhert werden k&nnen,
wird der Korrelationskoeffizient rXy bestimmt. Er stellt ein Be-
urteilungsmaB daflir dar, inwieweit die Varianz der yi—Werte durch
die Annahme eines linearen Zusammenhangs der yi-Werte mit den X, =
Werten iber die Varianz der xi—Werte erkldrt werden kann (dabei

wird nur der nicht-triviale Fall si#o und si#o behandelt). Zu-
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ndchst gilt stets fir die Varianz der mit einer Schdtzgeraden
¥ = m(x-x) + d aus den x,-Werten berechneten ?i—Werte:

2 _ 22

~ = m's

X

Dies folgt daraus, daf die ?i—Werte durch eine affine Transfor-
mation aus den xi—Werten entstehen. Es kann auch leicht mit der
Varianz-rormel nachgerechnet werden, wobei wegen (5) der Mittel-

wert der §i—Werte gleich 4 ist.

Speziell filir die Regressionsgerade mit m = sxy/si (vgl.(6)) gilt
daher: 5 SZ
(8) s2 = (X¥)2, g2 . x¥
Yy 2 X 2
s S
X X

Deshalb gilt fir die Regressionsgerade die Gleichung (vgl.(7)):

2 2 2 2 2 2
S s A = -~ 8=x b . = s~ + -~
(9) vy Sy % 2. Sy g7 Syg o

d.h. die mittlere quadratische Abweichung zwischen den MeBwert-
Paaren und der Regressionsgeraden (bei Schdtzungen von y durch x)
ergibt sich als Differenz zwischen der Gesamt-Varianz der Yy~
Werte und der (nie groBeren) Varianz der Schitzwerte §i'

Die mittlere quadratische Abweichung s§§ 148t sich fiir Schatz-
geraden durch den Schwerpunkt (ebenfalls) als Varianz auffassen.

Fiir die Differenz-Variable y-y gilt n&mlich:

2 1 . -~ 2
~ = - - - - _
Somp n (ly;-vy) - (y=§))7 und y-¢
da die Vi~ und die §i—Werte den gleichen Mittelwert y haben.

It

O,

Der Anteil sé/si, der durch die Regressionsgerade "erkl&drbaren"
Varianz s§ an der Gesamtvarianz s; kann als MaB flir die Giite
der linearen Regression (bei Schdtzung von y durch x) verwendet

werden; wegen (8) gilt:

2 2
SA S
< - XY
2 2 2
S s’s
Y XYy
In der Statistik wird als Korrelationskoeffizient er definiert:
S
(10) r ., = ETESL
Y XSY
Flir den Korrelationskoeffizienten gilt:
11) r2 < 1; r2 = 1 gilt genau dann, wenn alle Punkte auf
Xy Xy

einer Geraden liegen.
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Beweis: (8) in (9) eingesetzt ergibt:
s

SZA = 52 - sg = s2 - 2
Yy Y y y o g2
X
Da s§§ als ngme von Quadrﬁten nicht-negativ ist, gilt daher:
S S
52 > Y bzw. ——de < 1.
y — 2 2 2 -
S s_.s
X X"y
Es ist klar, daB riy = 1 gleichwertig zu S; = 55, also gleich-
wertig zu s§§ = 0 1ist; genau dann, wenn s§§ = 0 gilt, lie-

gen alle Punkte auf einer Geraden.

Flir den Korrelationskoeffizienten konnen daher folgende Eigen-

schaften zusammengefafit werden:

(12) —1_irxy;i1;
Dabei gibt das Vorzeichen (das iber die Kovarianz ent-
steht) die Steigung der Regressionsgeraden an und ry =1
gilt genau dann, wenn alle MeBpunkt-Paare auf einer Gera-
den liegen; rxy=O ist gleichbedeutend damit, daB die Re-
gressionsgerade waagrecht durch den Schwerpunkt (x,y) geht,
d.h. die Varianz der yi—Werte 188t sich durch die Annahme
eines linearen Zusammenhangs mit den xj;-Werten iberhaupt
nicht erkldren (die Variablen x und y sind unkorreliert:

s.. . =0).
Xy

AbschlieBend sei noch angemerkt, daB die in diesem Abschnitt vor-
gestellte Deutung des Korrelationskoeffizienten iiber die Auftei-
lung der Varianz in der angelsdchsisehen Literatur iblich ist
(vgl. Uberla, 1971, S. 16)-

Fortfilhrung des Beispiels in 3.1

Unter Benutzung der am Ende von 3.2 angegebenen Werte folgt:

r =0,699; riyaso,489. Etwa die H&lfte der Varianz des KOrper-

gzgichtes lieBe sich durch die Annahme eines linearen Zusammen-
hangs aus der Varianz der KOrpergr&Be erkldren. Das Beispiel
konnte unter verschiedenen Aspekten weiter bearbeitet werden.

Wie wirken sich die MeBwert-Paare der beiden Frauen aus? Gibt es
Untersuchungen zur Korrelation: KdrpergroRe/Kérpergewicht in der
statistischen biologischen/ medizinischen Literatur? Welche Koef-

fizienten werden dort angegeben, welche Erkldrungen werden zur Be-
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urteilung der Gilite der Korrelation angeboten (z.B. verschiedene

Kbrpertypen) ?

3.4 Weitere Aspekte

1. Es ist eine niitzliche Ubung, die lineare Regression auch fiir
Schdtzungen von x durch y durchzufiihren. Nur im Fall eines voll-
stdndigen linearen Zusammenhangs (rxy=i1) fallen beide Regressions-—
geraden zusammen. Allgemein 1dB8t sich die Lage der beiden Regres-—
sionsgeraden in einem Diagramm kennzeichnen, das sich ergibt,

wenn man die in den Formeln ausgedriickte Standardisierung der Va-
riablen x und y beachtet. Die Regressionsgerade bei Schdtzung von

y aus x verlduft durch den schraf-

— — y+sy fierten Bereich, wdhrend die Regres-
I ]
1 q auRs sionsgerade bei Schitzung von x aus
T rerL -
t H+ y y durch den nicht-schraffierten Be-
RERESS T
q4:;” ‘\@i reich verliuft. Dies folgt aus der
aPg <L -
- Y=8y H&lderschen Ungleichung
X~8y X X+ Sy

~s_+s5 < g < 5. .8
x Ty xy X

durch Division mit Si unter Beachtung der Steigungsformel m=sxy/si.

2. Ob und wie der hier vorgestellte Abschnitt zum Korrelationsko-
effizienten in der gymnasialen Oberstufe behandelt werden kann und
sollte, hdngt gewiB von einer Reihe von Bedingungen ab, wie z.B,
dem vorhandenen Zeitrahmen, den Lernvoraussetzungen, den Zielen des

Statistik-Unterrichts insgesamt.
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