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EIN HOCH AUF PYTHAGORAS
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Three Cheers for Pythagoras
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Zwei wichtige tUberlegungen stehen Uber jedem Unterrichts-

vorhaben:

(1) Darstellen der Beziehungen zwischen verwandten Diszipli-
nen und
(2) Korrespondieren mit den langfristigen Zielen der eigenen

Fachsystematik

In 'Teaching Statistics' 6(1984) Nr.l fiihrt Anna HART an, es
sei schwer zu rechtfertigen, weshalb wir o2 und entspre-
chend @ schdtzen, indem wir quadratische Abweichungen
benutzen. (Gemeint ist hier die Standardabweichung als
Parameter der fiir die Grundgesamtheit angenommenen Normal-~
verteilung. Anm. d. U., siehe HART) Darf ich einen mdglichen
Ansatz vorschlagen, der zugleich die oben genannten Prinzi-

pien illustriert ?
&
Nicht informjerte Studenten untersuchen als Einfilhrung in

dieses Probf;ﬁ ein einfaches Beispiel eines linearen stati-
stischen Mo%g}ls. Dabei begegnen sie im Anféangerkurs
(A-level—coﬁﬁse) der Technik des t-Tests fiir zwei Stichpro-
ben und dersginearen Regression, ohne direkt wahrzunehmen,
daB diese D%ﬁge in enger Verbindung zu dem stehen, womit sie
sich befassgg. Erst im zweiten Jahr des Statistik-Kurses aud
der Universﬁgét werden sie vermutlich die einheitliche Theo-
rie hinter q%esen Modellen wahrnehmen und erkennen, wie
wichtig diqu fiir den praktizierenden Statistiker und
Datenanalytiger ist. Da eine fundamentale Frage gestellt
ist, so ist gs vielleicht nicht Uberraschend, das zu ihrer
=
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Losung ein fundamentaler mathematischer Satz herangezogen

wird: der Satz des Pythagoras.

Nehmen wir den einfachen Fall zweier Beobachtungen Yy und
Y,, die zusammen eine Stichprobe vom Umfang 2 aus einer
normalverteilten Grundgesamtheit mit unbekanntem Mittelwert
® und unbekannter Varianz ©2 bilden. Das lineare statisti-
sche Modell fiir diese Situation betrachtet den Zufallsvektor
(YI'Y2)' im Bild durch OA dargestellt, dessen unbekannter
Mittelwert der Punkt C = (P'P) auf der Geraden y, = Yy, durch
den Ursprung ist.

Wenn sie dem Problem in dieser Form gegeniiberstehen, so
schdtzen die Studenten den Mittelwert v ohne Z8gern mit
Hilfe des Punktes B auf der Geraden Yy = Yo . der zu A die
kiirzeste Entfernung hat und freuen sich, daB man diesen
Punkt finden kann, indem man OA auf diese Linie projiziert,
so daB das rechtewinklige Dreieck OAB fiir den Punkt B die
Koordinaten ((Y; + ¥5)/2 4 (Y] + Y,)/2) ergibt.
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Soviel zur Schiatzung des Mittelwertes. Was ist mit e ?
wiirden wir az kennen, so hitten die Werte Yy - ¢ und ¥, -
W dargestellt durch die ZufallsgréBen E; und E; mit
N(O,dz)—Verteilung, in dem Diagramm die Eigenschaft ac? =
E12 + E22 (Wieder der Satz des Pythagoras, diesmal im
Dreieck ADC). Da E; und E, die Varianz a2 haben, folgt, daB
der Erwartungswert von ac? gleich o2 ist. Fiir eine
Stichprobe vom Umfang n ist der entsprechende Erwartungswert
n dz , und daher erhilt man die passende Schatzfunktion,
indem man die Quadratsumme der Abweichungen vom wahren

Mittelwert durch n dividiert.

Kennen wir aber den Mittelwert B nicht, so k&nnen wir

lediglich den Punkt C mit Hilfe des Punktes B schidtzen,
somit wird die L&nge AC durch AB ersetzt. Aber ABZ ist
natiirlich stets kleiner als AC2, daher kann der Erwar-

tungswert nicht 2 &% sein.

Rettung bringt wieder der Satz des Pythagoras im Dreieck
ABC:

ac? = ap? + BC?
Somit gilt:
E(aB?) = 2 &% - E(BC?)
Nun ist aber:

BC2

Yy + ¥5)/2 = w2 + (1) + 1072 - w2
= 2 (Y - p)z

Und weil var(Y) = 62/2 ist, folgt E(BC2) = 62 . Das gilt

zudem fir jeden Stichprobenumfang.

Also ist E(AB?) = 2¢2 - &2 , im allgemeinen Fall (n—1)62.

2 durch die Quadratsumme der

Folglich schitzen wir &
Abweichungen vom Mittelwert der Stichprobe, dividiert durch

(n=-1).
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Dieser einfache Ansatz trifft den Kern linearer stati-
stischer Modelle, wobei wie oben erwidhnt, t-Test und lineare
Regression eingeschlossen sind. Bei jedem solchen Modell

erfolgt die Analyse in folgenden zwel Schritten:

(1) Abschitzen des Mittelwertes oder der Regressions-

parameter durch Projektionstechniken und

(2) Abschitzen von ¢® durch das Liéngenquadrat des
'Residual-Vektors' AB, dividiert durch die 'Zahl der
Freiheitsgrade', die im allgemeinen der Zahl der
Beobachtungen minus der Zahl der geschidtzten Lagepa-

rameter entspricht.

Es scheint mir, daB dieser Ansatz einem intelligenten Stu-
denten mit Erfolg anzubieten ist, denn er beruht auf einem
wichtigen Satz aus der Mittelstufe und weist darauf hin, wie
dieser Satz spdter weiterverwendet wird, wen die Technik der

Vektoren und Matrizen entwickelt ist.
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