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VERNONFTIGE MITTELWERTE, ABER FALSCHE AUSSAGEN™

A, K. SHAHANI
{ibersetzt von Bernd Wollring

Mittelwerte sollen die wesentlichen Eigenschaften einer Daten-—
serie oder einer Zufallsgr&Be in einfacher und knapper Form
wiedergeben. Wie jede andere Zusammenfassung kann auch ein Mit-
telwert irrefiihrend sein, falsch verwendet oder miBbraucht wer-
den. Es gibt eine beachtliche Menge an Literatur zu diesem
Aspekt der Mittelwerte, das Buch von D. Huff (1973) ist ein be-
sonders lesenswerter Beitrag. In einem gewissen intuitiven Ge-
brauch von Mittelwerten liegt die Quelle eines Fehlers, der
sehr schwerwiegend sein kann und oft nicht erkannt wird. Diese
Fehlerguelle erl&utern wir anhand eines Problems zur Qualitdts-
kontrolle, eines Projektes, eines Experimentes und eines Spiels.
SchlieBlich gibt eine Taylorentwicklung Einblick in das Zustan-
dekommen dieses Fehlers.

Ein Problem zur Qualitdtskontrolle

Eine Firma bezieht bestimmte Teile in Lieferungen zu je 5000
Stilick. Bisher ging man so vor, daB jede Lieferung vollst&ndig
gepriift wurde, bevor man sie der weiteren Produktion zuleitete.
Die bisherigen Untersuchungen von 1000 Lieferungen lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

Anteil defekter Teile

je Lieferung in % 1 2 3 4 5 6

Anteil betroffener

Lieferungen in % 15 20 25 20 10 10
Tabelle 1

*) Originalartikel in 'TEACHING STATISTICS' (1981) Heéft 2, Band 3
'Reasonable Averages that give Wrong Answers'
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Jedes defekte Teil, das in der Produktion verwendet wird, er-
zeugt einen Verlust von 1 DM. Drei Optionen stehen nun zur

Wahl:

1) Es wird verfahren wie bisher, jede Lieferung wird voll-
stdndig gepriift. Das kostet 160 DM je Lieferung.

2) Die Teile werden ohne jede Priifung verwendet.

3) Zunichst werden 100 Teile einer Lieferung gepriift, die
Kosten dafiir sind 10 DM. Danach wird entschieden, ob
die Lieferung ohne weitere Priifung fir die Produktion
angenommen oder ob sie zurilickgewiesen wird. Eine abge-
lehnte Lieferung muB komplett gepriift werden, die In-
spektion der restlichen 4900 Teile kostet 160 DM.

Fiir welche Option sollte man sich entscheiden? Eine Arxrgumenta-

tion geht folgendermaBen vor:

Nach den bisherigen Ergebnissen ist der durchschnittliche An-
teil defekter Teile je Lieferung 1 - 0,15 + 2 - 0,2 .+

6 - 0,1 = 3,2 %, so da man im purchschnitt 5000 - 3,2 % = 160
defekte Teile je Lieferung erwartet. Die Optionen 1) und 2) er-
geben also im Durchschnitt dieselben Kosten, ndmlich 160 DM.
Geht man dagegen nach Option 3) vor und akzeptiert eine Liefe-
rung, so ld8t man durchschnittlich 160 - 3,2 = 156 ,8 defekte
Teile zur Produktion zu, in diesem Fall betragen die Kosten pro
Lieferung 10 DM + 156,80 DM = 166,80 DM. Weist man aber bei
Option 3) eine Lieferung zuriick, so betragen die Kosten 170 DM.
Daher ist die Option 3) insgesamt teurer, und die Firma sollte

zwischen den Optionen 1) und 2} wihlen.

viele Leute finden diese Argumentatioh ganz iUberzeugend. Die
wahre Sachlage ist jedoch ganz anders. Bei Option 3) muB noch
eine "Akzeptanzzahl"” c gefunden werden, die in folgende Ent-
scheidungsregel eingeht: "Treten in der gezogenen Stichprobe
von 100 Teilen c defekte Teile oder weniger auf, so wird die
Lieferung zuriickgewiesen, andernfalls wird sie angenommen. "
Verniinftig wdre es, ¢ soO zu wihlen, daB die durchschnittlich
entstehenden Kosten je Lieferung minimal sind. Dabei ist vor-

auszusetzen, da8 die Verteilung der Qualitit bei den Lieferungen

auch in Zukunft so bleibt, wie sie bisher war. Man mu8 also die
durchschnittlichen Kosten zu gegebenem Wert von ¢ numerisch
berechnen. Flir unsere Zwecke genligt es zu zeigen, daB mit
Option 3) geringere durchschnittliche Kosten als 160 DM zu er-
reichen sind. Die erforderlichen Rechnungen sind unten ausge-
fihrt. Dabei wurde zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit flir

das Auftreten von 3 oder weniger defekten Teilen in einer Stich-

probe von 100 Stiick aus einer Lieferung eine Poisson ~Approximation
benutzt.
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Q\lxalitét der Wahrscheinlich~ Wahrscheinlich- @ X @ Verlust in
Lieferungen keit der keit far 3 oder Abhdngigkeit
Anteil defekter Lieferung weniger defekte von durchge-

Teile in % Teile von lassenen de-
100 Teile fekten Teilen
19xDx@
1 0,15 0,981 0,1472 7,21 DM
2 0,20 0,857 0,1714 16,80 DM
3 0,25 0,647 0,1618 23,79 DM
4 0,20 0,433 0,0866 16,97 DM
5 0,10 0,265 0,0265 6,49 DM
[ 6,10 0,151 0,0151 4,44 DM
Summe : 0,6086 75,70 DM
Tabelle 1.1

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine Lieferung zurlickgewiesen wird,
betrdgt demnach 1 - 00,6086 = 0,3914. Der Durchschnittswert simt-
licher Kosten je Lieferung ist demnach

10 DM + 75,70 DM + 0,3914 - 160 DM = 148,30 DM.

Er liegt unter 160 DM. Also sollte man Option 3) wdhlen. Fihrt
man diese Rechnungen fir mehrere Werte von c¢ durch (statt nur
fir ¢ = 3), so erhdlt man die geringsten Kosten bei dieser Option.



Warteschlangen: ein Projekt

Das Schlangestehen zu irgendeinem Zweck ist ein alltdglicher
Vorgang, und es gibt eine Unmenge von Literatur zur Theorie
der Warteschlangen., Die Leute stehen Schlange in Banken, Post-
imtern und Supermirkten, Autos warten in einer Schlange vor
der Ampel, Flugzeuge kreisen vor der Landung in der Luft oder
warten auf der Piste auf den Start, das sind nur einige der
vielen Situationen, bei denen Warteschlangen auftreten. Im
allgemeinen werden praktische Warteschlangen-Probleme - trotz
der vielen mathematischen Literatur dazu - mit Hilfe von Simu-

lationen untersucht.

Man betrachte eine einfache Warteschlange, bei der die Kunden
einzeln kommen und, wenn ndtig, warten. Die Bedienung steht
stidndig zur Verfligung, und die Kunden werden in der Reihen-
folge ihres Ankommens bedient. Man filhre eine Simulation aus,
bei der der Zeitabstand zweier aufeinanderfolgender Kunden
einen von zwei mdglichen Werten t1 und t2 annimmt, deren Mit-
telwert 100 s betrigt. Hat man zur Simulation der Ankunftszei-
ten keinen Zufallsgenerator zur Verfllgung, so mag man den ein-
fachen Fall p(t1) = p(tz) = 0,5 annehmen, so daB man eine Minze
benutzen kann. Ebenso nehme die Bedienungszeit unabhingig von
den Zeitabst#nden bei der Ankunft einen von zwei mdglichen Wer-
ten s, und s, an, deren Mittelwert 90 s betrdagt. Man betrachte
nun die Entwicklunag der Warteschlange, wenn die Differenzen

£y, - t1 der Zeitabstinde beim Eintreffen und s, - 8y der Bedie-
nungszeiten wachsen, wihrend die Mittelwerte 100 s bzw. 90 s
bleiben. Man wiederhole den Versuch mit einer schnelleren (oder
langsameren) Bedienung mit einer Bedienungszeit von 80 s (395 s}.
Hier sind viele Variationen mdglich. Einige der wesentlichen
Daten dieses Warteschlangen-?roblems sind die Zahl der Kunden,
die Wartezeit eines Kunden und der Zeitanteil, zu dem die Be-

dienung arbeitet.

Wir betrachten nun den Fall, bei dem die Zeitabstdnde fiir das
Eintreffen der Kunden im Mittel 100 s betragen, und die mittlere

Bedienungszeit 90 s betrdgt. Da mag folgende Vermutung verniinf-
tig erscheinen: Da die Bedienungszeit im Durchschnitt kﬁrzer
ist als der mittlere Zeitabstand flir das Eintreffen der Kunden,

. werden die Kunden bei diesem Service keinen Aufenthalt haben.

AuBerdem wird die Bedienung 10 % ihrer Zeit frei haben. Dieses
Projekt, das wahrscheinlich am besten mit einer Gruppe wvon
Schiilern ausgefithrt wird oder, falls mdglich, auf einem Computer
(nach einer kurzen Simulation von Hand), wird zeigen, da8 man mit
derartigen Intuitionen "voll daneben liegen" kann. Tabelle 2
zeigt die mittlere Wartezeit fir einen Kunden. Dabei wurde in
allen Fillen das Eintreffen von 500 Kunden mit einem Computer
simuliert. Man beachte, daf der mittlere Zeitabstand fiir das
Eintreffen in allen Fdllen 100 s betrédgt, bei den Bedienungs-
zeiten dagegen zwei Mittelwerte, 90 s und 95 s, auftreten.

t1 t2 s, s, mittlere
Wartezeit
80 120 70 110 30,2
60 140 50 130 12,8
40 160 30 150 221,3
80 120 75 115 56,4
60 140 55 135 184,9
40 160 35 155 338,3

Tabelle 2: Mittlere Wartezeiten fiir einen kunden
(Alle Zeiten in Sekunden)

Das verschwundene Volumen: ein Experiment

Wir nehmen eine Tasche voll kleiner Murmeln mit Durchmessern um
1,5 cm und messen die Durchmesser von 20 Murmeln. Dann berechnen
wir den mittleren Durchmesser d dieser 20 Murmeln und behaupten
daher, daB ihr Gesamtvolumen 20 wn d°/6 betrigt. Mann kann zeigen,
daB die Vorhersage ganz gut ist, indem man die 20 Murmeln in
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einen mit Wasser geflllten Mefzylinder eintaucht. Das wieder-
" holen wir nun auch mit 20 grofen Murmeln, deren Durchmesser
etwa 2,5 cm betrigt.

Nun berechnen wir den mittleren Durchmesser D aller 40 Murmeln
und priifen die Behauptung, daf ihr Gesamtvolumen 40 w D?/6 be-
trdgt. Die Ergebnisse erscheiren recht Uberraschend. Bei einem

solchen Experiment traten folcende Ergebnisse auf:

Mittlerer Durchmesser von 20 kleinen Murmeln 1,646 cm
Vermutetes Volumen der 20 kleinen Murmeln 46,7 cm?
Gemessenes Volumen der 20 kleinen Murmeln 46 cm?
Mittlerer Durchme;ser ven 20 grofen Murmeln 2,533 cm
Vermutetes Volumen der 20 groben Murmeln 170,3 cm?
Gemessenes Volumen der 20 grofen Murmeln 170 cm®
Mittlerer Durchmesser aller 4( Murmeln 2,089 cm
Vermutetes Volumen aller 40 Murmeln 191 cm?
Gemessenes Volumen aller 40 Murmeln 216 cm?

Die Vermutung bei den 29 kleinen Murmeln scheint also in Ord-
nung zu sein, ebenso die fir die 20 groB8en Murmeln. Bei den

40 gemischten Murmeln ist die Vermutung von 191 cm? allerdings
zu klein gegeniiber den gemessenen 216 cm®. Wo ist das Volumen

geblieben?

Verlieren mit einem Gewinnlos: ein Sptel .

Hier sind zwei Spieler beteiligt, sagen wir Peter und Paul .

Es gibt mehrere Variationen, und in einem Fall war ich selbst
Peter, und 258 Schiler der sechsten Klasse spielten nacheinander
als Paul . Das Spiel dauerte etwa 15 Minuten.

Peter: Das Spiel geht so, daB Du eine Minze wirfst, bis
"Kopf" fdllt. Wenn Du beim k-ten Wurf "Kopf" er=-
hdltst, zahlst Du an mich Zk DM. Ich zahle Dir

fir jeden Wurf 5 DM. Ich hoffe, Du merkst, daB

ich recht groBziigig bin, denn im Mittel wirst Du
2 Wurf haben, bis "Kopf" f&llt. Und weil 2% = 4

ist, solltest Du im Mittel 1 DM pro Wurf von mir
gewinnen.

Prel: Also los!

Nun wurdsn 258 Spiele gespielt, und Paul erwartete einen Ge=-
winn von 258 DM. Das Ergebnis war aber, da8 Paul 1882 DM ver-
lor. P@uz war dariiber ganz Uberrascht, und einige seiner Tei-
le waren dazu motiviert, herauszufinden, was schiefgelaufen
war.

Eine mathematische Erkenntnis

Falsches Mittelwertbilden, das ist die Antwort auf die iiberra-
schenden Ergebnisse in den oben beschriebenen Situationen. Ma-
thematisch ausgedriickt: Gilt fiir zwei ZufallsgrdBen X und Y die
Gleichung ¥ = f(X), wobei f eine Funktion ist, so k&nnen wir
den Fehler damit erkliren, daB die Gleichung

(1 ¥ = £(X%)

benutzt wurde, wobei X und ¥ die Erwartungswerte sind. Glei-
chung (1} gilt genau dann, wenn f linear ist. Ist f aber nicht
linear, so kann sie einen riesiéen Fehler bewirken. Zum Bei-
spiel benutzte Peter die intuitive Wirkung von (1) bei seiner
Argumentation, daB Pazul eine gute Chance hitte. Der tatsdch-
liche mittlere Gewinn pro Spiel flr Peter ist weit entfernt
von 1 DM, er betrigt

> 2F*-s,
£

und das ist unendlich. (Das Spiel ist im wesentlichen das
St. Petersburg Paradoxon.)



-10 =

-Eine Taylor-Entwicklung von f 148t die m8glichen Gefahren von
Gleichung (1) erkennen und suggeriert in etwa die Entdeckung,
zu der man die Schiiler anleiten sollte. Angenommen, der Mit-
telwert von X ist u. Dann entwickeln wir £ wie folgt:

Y= ER) = £(u) ¢ (x-wIEt(w) + 152%115"(u) + Rest

Nun bildgn wir die Mittelwerte und erhalten:
- "
T =t + B varx) + Rest

So kann eine grofie Varianz von X alsoc einen groBen Fehler er-
zeugen, wenn man Gleichung (1) benutzt. Das erkldrt die Ergeb-
nisse bei dem Volumen der Murmeln, denn die Schwankung inner-
halb der beiden Murmelsorten war klein. Schiiler k&nnen den wah-
ren Sachverhalt im Zusammenhang mit Gleichung (1) entdecken,
ohne eine Taylor -Entwicklung zu benutzen, wenn man sie den
Fehler bei wachsender Schwankung notieren ld8t. Das kann man
bei den Beispielen zu Warteschlangen und Murmelvolumen gut
sehen. Aber es gibt natiirlich auch viele andere MOglichkeiten.
Ein Beispiel fir ein lineares f, das die Schiiler interessieren
kénnte, bilden Temperaturangaben in °C und in °F. Bei einer
Ubung k&nnte man die mittlere Temperatur in °F mit Hilfe der
angegebenen Temperatur in °C finden lassen. -

Bemerkungen

Mit groBer Freude bedanke ich mich fiir die Hilfe von David Gill
bei den Berechnungen, die durch eine Bewilligung von seiten des
' Schul-Mathematik-Projektes méglich wurde.





