Numero deus impare gaudet
oder

CASANOVA versus JACQUIER und VERGIL

FRIEDRICH BARTH UND RUDOLF HALLER, MUNCHEN

Zusammenfassung: Wenn man natiirliche Zahlen
durch einen Prozess erzeugt, bei dem der Zufall we-
sentlich beteiligt ist, dann ist die ndchstliegende Er-
wartung, dass dabei die Chancen fiir gerade und un-
gerade Zahlen gleich sind. Im Laufe der Geschichte
wurden gerade und ungerade Zahlen immer wieder
unterschiedlich bewertet; manchmal aus philosophi-
schen, metaphysischen oder theologischen Griinden
und manchmal sogar mit mathematischen Argumen-
ten. Auch heutzutage ist es z. B. noch iiblich, als Gast
Blumen in ungerader Anzahl zu iiberreichen. Im Fol-
genden soll an historischen Beispielen mit mathema-
tischen Mitteln ein Beitrag zur Entmythologisierung
dieser Vorstellungen geleistet werden. Der mathema-
tische Aufwand ist gering, das Problem selbst lidt
aber zum Nachdenken ein und dient dazu, den Unter-
richt aufzulockern.

Zugrunde liegt dem Ganzen letztlich eine Einteilung
der natiirlichen Zahlen in Restklassen modulo 2. Ein
Gutachter regte eine Verallgemeinerung auf Rest-
klassen modulo n an, was jedoch den Rahmen dieses
Artikels sprengt. Wir geben die Anregung aber gerne
weiter.

1 Von China liber VERGIL zu LEIBNIZ

In China gelten ungerade Zahlen als yang, d.i. als
himmlisch und Gliick verheiflend. Die vorpythagore-
ische Uberzeugung, dass das Ungerade vollkommen,
ruhend, fruchtbar und ménnlich, das Gerade hinge-
gen bewegt, bose und weiblich sei, erkldrt IOANNES
STOBAIOS im 5. Jh. n. Chr. damit, dass das Ungerade
durch Hinzufiigen von Ungeradem das Gerade erzeu-
gen kann, was umgekehrt nicht mdglich ist. PLUT-
ARCH (um 46 —um 125) zufolge soll man den himm-
lischen Gottern mit einer ungeraden Anzahl und den
irdischen mit einer geraden opfern. VERGIL (70-19)
verlich all diesen Vorstellungen Ausdruck durch
den im Titel zitierten Vers aus seinen 42-37 v. Chr.
verfassten Bucolica. Dieser gelangte in den islami-
schen Kulturkreis als »Wahrlich, Gott ist eine ungra-
de Zahl, witr (ndmlich Einer), und liebt die ungrade
Zahl« (Endres & Schimmel 1984, S. 27). Nachdem
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) ent-
deckt hatte, dass der Flacheninhalt des Kreises, der
dem Einheitsquadrat einbeschrieben werden kann,
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alternierende Reihe aller Stammbriiche mit ungera-
dem Nenner ausgedriickt werden kann, schrieb er

VERGILs Vers numero DEUS impare gaudet in dieses
Quadrat (Leibniz 1682).
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Abb. 1 LEIBNIzens Darstellung aus den Acta Erudi-
torum’

2 Woran nahm CASANOVA Anstof3?

1788 1760
GIACOMO GIROLAMO ROGER JOSEPH BOSCOVICH
CASANOVA (1711-1787)

(1725-1798), der sich (erstmals
am 24.4.1760) Chevalier de
Seingalt nannte. Zeichnung und
Kupferstich von JOHANN BERKA
(1758-1838)

Gemalde von
ROBERT EDGE PINE
(1730-1780)

Erhalten ist der Entwurf eines Briefes GIACOMO
CASANOVAs, ohne Orts- und Datumsangabe und
ohne Nennung des Adressaten. Geschrieben wurde
er hochstwahrscheinlich im Frithjahr 1770 in Rom,
Adressat ist vermutlich der dalmatinische Jesuit, Pro-
fessor fir Mathematik, Physik, Geographie, Astrono-
mie und Ingenieur ROGER JOSEPH BOSCOVICH, auch
RUGIER JOSIP BOSKOVIC, ein im 18. Jh. berithmter
Universalgelehrter. CASANOVA schreibt darin, der
Minorit FRANCOIS JACQUIER (Professor fiir Mathe-
matik, Physik und Theologie an der papstlichen Uni-
versitit zu Rom) habe ihm gegeniiber behauptet:
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»Beim zufilligen Wurf zweier Wiirfel, die auf jeder Sei-
te eine der Zahlen Eins bis Sechs tragen, komme ofter
eine ungerade Summe heraus als eine gerade. [...] Dies
sei eine von Monsieur DE MAIRAN bewiesene Wahrheit.
Er konne mir den Beweis nicht fiihren, weil dieser mein
Verstidndnis bzw. meine Fassungsgabe iibersteige.«

CASANOVA ist davon nicht iiberzeugt. Er bittet den
Adressaten, »sein Beschiitzer und Advokat zu sein.«
Hitte aber JACQUIER recht, dann wiirde er jetzt »das
verteufelte Axiom« numero deus impare gaudet® —
Gott freut sich liber ungerade Zahlen — verstehen.

3 Was ist DE MAIRANS »bewiesene
Wahrheit«?

1730 erschien unter dem Titel Sur le Jeu du Pair ou
Non ein Aufsatz, der JEAN JACQUES D’ORTOUS DE
MAIRAN zugeschrieben wird und den DENIS DIDE-
ROT (1713—1784) und JEAN LE ROND D’ ALEMBERT
(1717-1783) fast wortlich 1765 unter dem Stich-
wort »PAIR OU NON« in Band 11 der Encyclopé-
die nachdruckten. Er widmet sich dem Spiel »Gerade
oder ungerade«, das seit urdenklichen Zeiten gespielt
wurde. Darin liest man:

»Nichts erscheint klarer und eindeutiger als das Spiel
Pair ou Non, bei dem man erraten soll, ob die Anzahl
von Jetons, die jemand aus einem Haufen von n Jetons
genommen hat, gerade oder ungerade ist. Es scheint
gleichgiiltig zu sein, welche Antwort man gibt, denn
es gibt gleich viele gerade wie ungerade Zahlen, eine
Begriindung, die alle Welt fiir zwingend hélt. Bei ge-
nauerem Hinsehen wird man finden, dass dem nicht so
ist; denn Fragen tiber Wahrscheinlichkeit sind sehr hei-
kel. JEAN JACQUES D’ORTOUS DE MAIRAN hat heraus-
gefunden, dass es vorteilhaft sei, immer mit Ungerade
zu antworten, und man hat ihm spéter gesagt, gewiefte
Spieler hatten dies schon langst gewusst.«

DE MAIRANs Begriindung ist falsch. 1774 loste PiI-
ERRE SIMON DE LAPLACE (1749-1827) die Aufgabe
als Problem V viel zu kompliziert (Laplace 1774)
und wiederholte 1776 diesen Losungsweg (Laplace
1776). Vielleicht wurde der Genfer Mathematiker
Louis BERTRAND (1731-1812) durch diese Arbeiten
zu seiner leichter verstdndlichen Losung angeregt,
die er 1786 an die Akademie der Wissenschaften zu
Paris sandte, die aber nicht gedruckt wurde (Bertrand
1786).> JEAN ANTOINE NICOLAS CARITAT, MARQUIS
DE CONDORCET (1743-1794), damals Secrétaire per-
pétuel der Akademie, bringt unter Verweis auf BER-
TRAND dessen Losung in seinen Elémens du calcul
des probabilités (Condorcet 1805, Seite 150 f.)*:

BERTRAND setzt voraus, dass jede nicht-leere Teil-
menge aus dem Haufen von n Jetons mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit entnommen werden kann. Sei G

= »Anzahl der entnommenen Jetons ist gerade« und
U = »Anzahl der entnommenen Jetons ist ungerade«,
dann ist offenbar 2= G U U, und es gilt

|.Q|—Z(’:)—Z(’;)—l—(1 +ly—1=2"—1
=G|+ 1U].
Ferner ist

-3 (-2 3]+l

“lol 1)+ la) () fa) - r el
=(1-1y-1=-1.

Die ungeraden Zahlen sind um 1 mehr als die gera-
den, was kein Wunder ist: Die leere Menge fehlt, und
0 ist eine gerade Zahl!

Addition von |G|+ |U=2"-1 und |G|]-|U=-1
liefert 2 - |G| =2"-2, also |G| =2""—1, und damit
U =2,

Es ist also immer P(U) > P(G), sodass derjenige,
der auf »Ungerade« setzt, immer im Vorteil ist, auch

wenn n gerade ist! VERGIL und die Alten haben in
diesem Fall recht!

4 JACQUIER und DE MAIRAN — zwei
verschiedene Experimente!

-
.
um 1740
FRANCOIS JACQUIER
(1711-1788) Federzeichnung
von PIER LEONE GHEZzzI
(1674-1755)

\

JEAN-JACQUES D’ORTOUS
DE MAIRAN
(1678-1771)
Kupferstich von
SIMON CHARLES MIGER
(1736-1820)
nach CHARLES-NICOLAS COCHIN

(1715-1790)

JACQUIER hat DE MAIRANs Ergebnis auf ein anderes
Zufallsexperiment falsch iibertragen. Auch fiir Ma-
thematiker ist es offenbar nicht leicht, das richtige
Zufallsexperiment zu finden. Auf den ersten Blick
sieht es so aus, als handle es sich um das gleiche Pro-
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blem, namlich willkiirlich eine natiirliche Zahl aus ei-
ner festen Menge von natiirlichen Zahlen auszuwih-
len. Betrachtet man aber die beiden Fragestellungen
genauer, dann sieht man sofort, dass zwei génzlich
verschiedene Sachverhalte, also zwei verschiedene
Zufallsexperimente vorliegen. Man sollte sich also
nicht wundern, dass unterschiedliche Ergebnisse auf-
treten.

Zieht man z. B. eine 2-Menge aus einer 17-Menge,
dann gibt es (127) = 136 gleichwahrscheinliche Mog-

lichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, beim Problem
von DE MAIRAN eine 2-Menge aus einer 17-Menge

zu ziehen, ist damit %, weil es 27 Teilmengen

gibt, die leere Menge aber nicht in Betracht gezogen
wird. Fiir eine 1-Menge gibt es 17 Moglichkeiten.

Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln kann die Zahl 2
als Augensumme hingegen nur auf eine Art erzeugt
werden, namlich als 1 + 1. Thre Wahrscheinlichkeit

ist % Die Zahl 1 kann tiberhaupt nicht als Augen-

summe auftreten!

5 Wie geht CASANOVA das Problem an?

CASANOVA, der als bekannter Spieler eine reiche Er-
fahrung hat, fithrt im oben erwéhnten Brief an BOs-
COVICH aus,

»dass es in der Mathematik keine Wahrheit gibt, die der
Erfahrung widersprechen darf, wenn diese Erfahrung
das Gegenteil beweist. [...] Ich nechme mir die Frei-
heit, ihm [JACQUIER] zu sagen, dass die Summe eines
beliebigen Wurfes zweier Wiirfel sechsunddreilig ver-
schiedene Ergebnisse zeigen kann, und weil nie mehr
als zwei Flachen der Wiirfel erscheinen konnen und
alle diese Flachen gleich sind, ergeben sich mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit achtzehn Wiirfe mit gerader Summe
und achtzehn Wiirfe mit ungerader; somit ist bewiesen,
dass es keine groflere Wahrscheinlichkeit fiir ungerade
gibt als fiir gerade, und auch nicht umgekehrt.«

CASANOVA hat also alle Wurfergebnisse notiert und
die jeweilige Augensumme gebildet. In seinem Nach-
lass fand man eine lange, leider auch undatierte, auf
Italienisch verfasste Abhandlung zum Problem der
Wiirfelsummen. Er fahrt in seinem Brief dann fort:

»Lassen Sie mich zwei gute Wiirfel nehmen und sie
hundertmal [...] werfen und notieren, wie viele der
Wiirfe ungerade und wie viele gerade Summen erge-
ben; und diesen Versuch will ich zehnmal wiederholen.
Ich gebe zu, dass das nicht unbedingt schliissig ist, aber
wenn die Uberlegung von Monsieur de Mairan richtig
ist, glaube ich, dass man annehmen darf, ein Ergebnis
zu sehen.«

Das Experiment CASANOVAs lésst sich (z. B. durch
Gruppenarbeit) leicht nachvollziehen. Wir warfen
zwei Wiirfel 100-mal und erhielten 46 gerade und 54
ungerade Augensummen.

Ergdnzung: Einfacher als durch Abzdhlen erhdlt man
die Richtigkeit von CASANOVAs Behauptung so:

1. Methode: Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist
genau dann ungerade, wenn genau eine dieser Zahlen
ungerade ist. Fiir Summanden aus {1, 2, 3,4, 5, 6}
erhdlt man: u + g liefert 3 - 3 = 9 Fille, ebenso g + u.
Also hat man 18 ungerade Augensummen und daher
18 gerade Augensummen. CASANOVA hat recht.

2. Methode: Mit a = Augenzahl von Wiirfel A und b
= Augenzahl von Wiirfel B gilt

P(a + b ist ungerade)

= P([a unger. N b ger.] U [a ger. N b unger.])

unvereinbar

= = P(aunger. N b ger.) + P(a ger. N b unger.)

unabhéngig

—  P(aunger.) - P(b ger.) + P(a ger.) - P(b unger.)
11 111
2 2%2727%2

6 CASANOVA denkt weiter und liefert so
einen Anstof}

In seiner italienischen Abhandlung untersucht CASA-
NOVA ausfiihrlich auch die Augensummen bei sechs
Wiirfeln. Er muss dabei 6° = 46656 Ausfille betrach-
ten!

P a N(a)
el 6 36 | 1
e 4 7 35 6
i1 - A 8 34 | 21
n= < S S
£ ! ‘,;;i{ 10 32 | 126
A o3| 252
o —— ! 12 30 | 456
iy ST 11!

; sz 14 28 | 1161
2] L 15 27 | 1666
2 yie 16 26 | 2247
b A 17 25 | 2856

33 X Al
A AL 18 24 | 3431

o z(m 19 23 | 3906

fanch
[ 20 22 | 4221
iyo
TIEE o 21 4332

Abb. 2: CASANOVAs Tabelle der Augensummen,
rechts unsere Umschrift
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Es ist nicht vorstellbar, dass CASANOVA all diese
46656 Zahlen hingeschrieben hat. Leider geht aus
dem Manuskript nicht hervor, wie er zu den Anzah-
len fiir die einzelnen Augensummen gekommen ist.
Er beniitzt aber die Tatsache, dass die Augensummen
a und 42 — a gleich oft auftreten, dass es also geniigt,
die absoluten Haufigkeiten der Augensummen von 6
bis 21 zu ermitteln. Ob CASANOVA, der ja mathema-
tisch belesen war, die Formel von PIERRE REMOND
DE MONTMORT aus dem Jahre 1713 (Proposition
XIV) oder die von ABRAHAM DE MOIVRE aus dem
Jahre 1712 (De Mensura Sortis, Seite 220, bewiesen
erst 1730 in den Miscellanea Analytica, Seite 191 ftf.)
beniitzt hat, wissen wir nicht. Die Berechnung ist
auch mit dieser Formel miithsam, was vielleicht die
Korrekturen erklart, die CASANOVA in seinem Manu-
skript vorgenommen hat.

In heutiger Schreibweise sieht diese Formel etwas
manierlicher aus als zu Anfang des 18. Jh.s. Es gilt
also:

Wirft man w Wiirfel mit je f Fldchen, so entsteht die
Augensumme a auf

‘7

N w =2, 1y (7]
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a—if—l)

w—1

Arten. Auf den nicht leichten Beweis verzichten wir
im Zusammenhang mit unserem Problem. Fiir CASA-
NOVAs Berechnungen lautet der Ausdruck

= _
N(a) = Ma, 6, 6):2(‘ 1)1‘(?)(“‘65" 1).

CASANOVA berechnet in seinem Manuskript die Ein-
sdtze, die derjenige leisten muss, der auf das Nicht-
erscheinen einer dieser Summen setzt. Offenbar wid-
met er sich nicht mehr der Frage, ob es gleich viele
gerade und ungerade Augensummen gibt. Wir stellen
fest, es gibt gleich viele; denn es ist

(14+21+126+456+ 1161 +2247 + 3431 +4221) - 2
=23328,

und ebenso

(6+56+252+ 756+ 1666 + 2856 +3906) - 2 + 4332
=23328.

CASANOVA hat uns aber zu einer Verallgemeinerung
des Problems der Augensummen angeregt. In bei-
den Féllen waren sowohl die Anzahl der geworfenen
Wiirfel wie auch die Anzahl der Wiirfelflachen ge-
rade. Was wird sich wohl ergeben, wenn eine dieser
oder gar beide Anzahlen ungerade sind? Wir behaup-
ten:

Satz: Es werden n L-Wiirfel geworfen, deren f Fla-
chen die Augenzahlen 1, 2, ... f'tragen. Fiir die Au-
gensumme s des Wurfs gilt:

1) Ist f'gerade, dann ist
P(s ungerade) = P(s, gerade) = %,

d. h., es gibt genauso viele gerade wie ungerade Au-
gensummen.

2) Ist fungerade, dann ist

. 1 ntl
P(s, ungerade) :% 1+ ( f3 )
und
o 1 nt+l
P(s, gerade) = %(1 —( f3 ),

d. h., bei geradem 7 gibt es mehr gerade Augensum-
men als ungerade, und bei ungeradem »n gibt es mehr
ungerade Augensummen als gerade. [ |

Zur Realisierung kann man z. B. eine Urne mit f Zet-
teln fiillen, die von 1 bis fnummeriert sind. Man zieht
n-mal mit Zuriicklegen und bestimmt die Summe der
gezogenen Nummern.

Beweis:

Zunichst tiberlegen wir fiir zwei Wiirfel:

1) Ist f gerade, dann lisst sich die obige Uberlegung
nach der 2. Methode problemlos iibertragen, und es
ist fiir zwei Wiirfel

P(s, ungerade) = P(s, gerade) = %

Dies sei die Induktionsvoraussetzung fiir einen In-
duktionsbeweis nach .
Es gelte nun P(s ist ungerade) = % Wegen Unverein-
barkeit und Unabhéngigkeit erhédlt man, wenn a , die
Augenzahl des (n + 1)-ten Wiirfels ist:
P(s . ist ungerade)
= P([s, unger. N @ ger] U [s ger. N a  unger.])
= P(s, ungerade) - P(a , gerade)

+ P(s, gerade) - P(a ,, ungerade)

L1 111
_2 2+2 2 2,q.e.d.

+1
2) Ist fungerade, dann gibt esz Fléchen mit un-

-1
geraden Augenzahlen undfT Flachen mit geraden
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Augenzahlen. Fiir s, erhilt man wie oben wegen Un-
vereinbarkeit und Unabhangigkeit

P(s, ungerade)
= P(a, unger.) - P(a, ger.) + P(a, ger.) - P(a, unger.)

D A B el B el SE WS
=2t Ty =t a0 fz)

und somit fiir P(s, gerade) = % (1 + flz)

Damit ist die Behauptung richtig fiir n =2, was wir
als Induktionsvoraussetzung nehmen. Es gelte nun

(_ 1)n+1 .
1+ 7 Dann erhélt man

P(s istungerade) = %
wie oben

P(s , ist ungerade)
= P(s, ungerade) - P(a,,, gerade)
+ P(s, gerade) - P(a . ungerade)

A

B

:l(f_l f+_1)

2\ 27 " 2f
+%,(1)"*'(/’1;ﬂ+(11)n+1(f+1)
s

Damit ergibt sich noch

P(s,,, ist gerade)

_ 1 (_ 1)n+2
- 1 75 1 + fn+1
1, &
25(1— 7 ,q.e. d.

Insgesamt gesehen sind also weder gerade noch un-
gerade Augensummen bevorzugt. Gott freut sich of-
fenbar iiber jede Zahl — numero deus omni gaudet.

Anmerkungen

1 Die romische III in der Mitte gibt an, dass es sich um
die 3. Abbildung des Artikels handelt. Die romische I
im Quadrat hingegen ist dessen Flacheninhalt, so wie
die Reihe im Kreis den Fldcheninhalt des Kreises wie-
dergibt.

2 So steht es bei VERGIL, der aus metrischen Griinden im-
pare schrieb. CASANOVA aber schreibt Impari numero
Deus gaudet und verwendet damit den korrekten Ab-
lativ impari. Er habe diesen Spruch zum ersten Mal als
Zwolfjahriger (!) gehort, und zwar von Marchese GIO-
VANNI POLENI (1685—-1761), der seit 1719 Professor fiir
Mathematik an der Universitit Padua war und bei dem
CASANOVA vielleicht auch Vorlesungen horte. — CASA-
NOVA war namlich kein schlechter Mathematiker. So
berechnete er u. a. die Wahrscheinlichkeiten fiir ambi,
terniund quaterni bei der von ihm mitbegriindeten fran-
zosischen Lotterie und verdffentlichte 1790 in Dresden
eine Solution du Probleme deliaque, also eine Losung
des Delischen Problems der Wiirfelverdoppelung.

3 Wir haben nicht nachgefragt, ob das Manuskript dort
noch vorhanden ist.

4  Ebenso verfahrt sein Schiiler SYLVESTRE-FRANCOIS
LACROIX 1816 (Lacroix 1816). Auch LAPLACE bringt
1812 BERTRANDs Ldsung, verschweigt aber dessen
Urheberschaft (Laplace 1812, Seite 201).
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