Paare an einem runden Tisch — das Ménage-Problem

HANS HUMENBERGER, WIEN

Zusammenfassung: Zum Thema Paare an einem
runden Tisch gibt es einige interessante Aufgaben,
die in der Literatur bekannt sind. Die beriihmteste ist
das so genannte Ménage-Problem (erstmals gestellt
von Lucas (1891), siehe Abschnitt 4), ein altes kom-
binatorisches Problem, dessen ,,Standardldsung* ei-
gentlich recht kompliziert ist. Die meisten Kombina-
torik-Lehrbiicher, in denen es liberhaupt behandelt
wird, gehen nach der Methode von I. Kaplansky vor,
der es im Jahr 1943 u. a. mittels relativ komplizierter
Rekursionsformeln 16ste.

Wir beschéftigen uns mit einigen Aufgaben zum in
Rede stehenden Thema und versuchen damit, ei-
ne Mdoglichkeit aufzuzeigen, das Ménage-Problem
auf elementarem Weg zu losen. Das Thema eig-
net sich insbesondere flir die Lehrerausbildung,
ist aber durchaus auch in einem Leistungskurs in
der Schule moglich. Auch wenn man dabei nicht
zum berihmtesten Problem dieses Themenkreises
(Ménage-Problem) vorstoRen will oder kann, so stel-
len die vorher geschilderten Probleme auch fiir sich
genommen interessante kombinatorische Aufgaben
dar.

0 Vorbemerkung

Die Kombinatorik ist in den letzten Jahren im Schul-
unterricht eher zuriickgedrangt worden. Sie kostet
angeblich sehr viel Zeit und der Nutzen (d. h. ih-
re echten Anwendungsmaoglichkeiten) ist eher gering;
die Anwendungen in der Stochastik (auch die be-
urteilende Statistik) wurden immer wichtiger. Die
Zurilickdrangung der Kombinatorik ist sicher auch
eine Folge der Strukturmathematik in den Siebzi-
gerjahren, wo es primar um Begriffe, Formeln und
gekunstelte (eingekleidete) Aufgaben ging (auch die
Mengenlehre war im Bereich der Kombinatorik sehr
dominant).

Geeignete Zahlprinzipien missen aber nicht in for-
malistische Strukturmathematik miinden, sondern
sind ein gutes Grundgerust fr viele in der Stochastik
(aber nicht nur dort) wichtige Bereiche: Zahlen der
gunstigen und moglichen Ausgénge bei einem Zu-
fallsexperiment, Ziehen von Stichproben in der beur-
teilenden Statistik (mit und ohne Zuriicklegen), Aus-
bildung von Heuristiken, diskrete Verteilungen, Fall-

unterscheiden etc. So gesehen ist die Kombinatorik
sicher eine Disziplin, in der viele wichtige mathema-
tische Grundvorstellungen und Grundverstandnisse
entwickelt und gestarkt werden kénnen, und zwar
durch einfache Aufgaben zum Abz&hlen, wobei diese
nicht immer nur an ihrem Realitdtsgehalt gemessen
zu werden brauchen. P. Bender (1999) sieht in der
Kombinatorik ,,geradezu den Prototyp fir die Aus-
bildung von Grundvorstellungen und Grundverstand-
nissen®.

1 Zwei elementare Einstiegsaufgaben

Fir unsere Aufgabenserie mit Zielrichtung Ménage-
Problem brauchen wir im Wesentlichen nur drei Vor-
aussetzungen, wobei die 3. erst im zweiten Kapitel
bendtigt wird:

e n paarweise verschiedene Objekte kdnnen auf
n! viele Arten angeordnet werden (vgl. Aufg.
1);

e wenn Paare im Spiel sind, ist es oft ginstig,
die jeweiligen Paare (und nicht die zugehori-
gen Einzelpersonen) als Permutations-Objekte
zu betrachten (vgl. Aufg. 2);

e Die Formel des Ein- und AusschlieRens! (in
diesem Zusammenhang natiirlich auch ,,Kom-
binationen bzw. ,,Binomialkoeffizienten™).

Aufgabe 1:

Um einen runden Tisch stehen 2n Stiihle. Auf wie
viele Arten kénnen n Paare (d. h. 2n Personen) Platz
nehmen, so dass niemand neben einer geschlechts-
gleichen Person sitzt?

Natlirlich muss diese Aufgabe im Unterricht
zundachst mit konkreten Werten (z. B. n = 4 oder
n = 5) gestellt werden. Hier aber gleich die allge-
meine (einfache) Losung: Wir denken uns die Stihle
nummeriert mit den Zahlen von 1, ..., 2n; da die
Damen und Herren offenbar abwechselnd zu sitzen
haben, miissen die Damen entweder auf den n unge-
raden Stiihlen oder auf den n geraden Stihlen sitzen.
Insgesamt gibt es also

2. (nh)?

Madglichkeiten (2 Mdglichkeiten fiir die Frauensitze:
gerade — ungerade; dann jeweils n! Mdglichkeiten,

10ft auch Ein-Ausschalt-Formel genannt oder Prinzip der Inklusion-Exklusion.
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die Frauen auf die Frauensitze bzw. die Ménner auf
die Mannersitze zu setzen).

Aufgabe 2:

Stellen wir uns vor, wir haben £ Einzelpersonen und k
Paare, die jeweils nicht getrennt werden diirfen. Wie
viele Moglichkeiten gibt es, diese k Paare und ¢ Ein-
zelpersonen in eine Reihe zu stellen (so dass sie eine
nicht geschlossene Kette bilden)?

Die Antwort ist einfach: (k4 £)!- 2.

Es gibt (k+ ¢)! verschiedene Anordnungen der k 4 ¢
unterschiedlichen ,,Objekte (Paare bzw. Einzelper-
sonen), wobei die k Paare auf jeweils 2 verschiedene
Arten in die Reihe gestellt werden konnen.

Andere Formulierung:

Auf wie viele Arten kann eine nicht geschlosse-
ne Menschenkette mit 2n Personen gebildet werden,
wenn genau k Paare und (dazu passend) 2n — 2k Ein-
zelpersonen zur Verfligung stehen??

Laut oben: (2n —k)!- 2.
(2n — k Objekte konnen permutieren; die Formel
stimmt auch fur k = 0.)

Durch diese Aufgabe wird schon nahe gelegt, dass
es oft giinstig ist, ganze Paare als ,,Objekte” bei Per-
mutationen aufzufassen — eine Vorstellung, die noch
wichtig wird.

2 Das geschlechtsneutrale
Ménage-Problem

Das geschlechtsneutrale Ménage-Problem:
Um einen runden Tisch stehen 2n unterscheid-
bare (also z. B. nummerierte) Stihle und n
Paare betreten den Raum. Auf wie viele Arten
konnen diese Platz nehmen, so dass kein Paar
nebeneinander zu sitzen kommt (d. h. niemand
sitzt neben seiner Partnerin / ihrem Partner)?

Die Losung dieses geschlechtsneutralen® Ménage-
Problems (und erst recht des eigentlichen Ménage-
Problems, siehe unten) ist vermutlich nicht als véllig
selbstdndige Leistung von den Schiilerinnen und
Schilern zu erwarten; die Losung wird einiger Hin-
weise bediirfen, z. B. auf die Formel des Ein- und
Ausschlielens (siehe unten). Durch obige einfache
Einstiegsaufgabe ist aber einerseits ein wesentlicher
Hinweis gegeben, und andererseits sind die gesuch-
ten Anzahlen fir kleine n doch selbsténdig zu finden.

Schiilerinnen und Schiiler sollen dieses Problem
im Unterricht unbedingt zun&chst fir n = 2 bzw.
n = 3 selbstdndig bearbeiten, auch wenn sie noch
nicht Uber eine verallgemeinerungsfahige Strategie
verfiigen. Der Fall n = 4 bedarf schon einer weitge-
henden Systematik, ohne einer solchen verliert man
dabei rasch den Uberblick. Es ergibt sich:

n 2] 3] @&
Anzahl der Mdglichkeiten | 8 | 192 | (11904)

Der Fall n = 2: Bei 4 Stiihlen kommen wir noch
ohne Skizze aus: Die Frau F; des ersten Paares hat
4 Maoglichkeiten, sich einen Stuhl auszusuchen (,,la-
dies first*). Der zugehorige Mann My muss dann dia-
metral gegenuber sitzen und das Paar (F,,M2) kann
die anderen beiden einander diametral gegeniiber lie-
genden Stiihle auf 2 Arten besetzen, d. h. insgesamt
4.2 = 8 Sitzmoglichkeiten.

Der Fall n = 3: F; hat nun 6 Mdglichkeiten, sich
einen Stuhl auszusuchen und ihr zugehoriger Part-
ner M1 kann sich dann auf 3 Arten setzen: entweder
diametral gegentber (Fall 1) oder einen Platz neben
diesem (Félle 2, 3), wobei die Falle 2 und 3 natiirlich
symmetrisch liegen und daher nur einmal betrachtet
werden mussen (Abb. 1). Fiir die gesuchte Gesamt-
zahl missen wir also die Summe der Mdglichkeiten
aus den Féllen 1 bis 3 mit 6 multiplizieren.

[] [m]  Fanz
Fall1
I:’ IE’ Fall3
Abb. 1: Drei Moglichkeiten fir M1 bei festem Platz
flr =1

e Fall 1. My sitzt diametral gegeniber:
Gleichgiiltig, wo sich F, hinsetzt (4 Maglich-
keiten), fur My gibt es immer 2 Mdglichkei-
ten und dann 2 Mdglichkeiten fur das Paar
(F3,M3), so dass sich fur Fall 1 insgesamt
4.2 .2 =16 Moglichkeiten ergeben (Abb. 2).

2Wiederum diirfen die Paare nicht getrennt werden! Fiir die schwierigere Frage, wenn die Menschenkette geschlossen — also z. B.

kreisformig — waére, siehe unten.

3Der Beiname ,,geschlechtsneutral” wird erst weiter unten klar, wenn das eigentliche Ménage-Problem formuliert wird.
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Abb. 2: Zwei Mdglichkeiten fiir M»

e Fall 2 (analog Fall 3): Gleichgiiltig, welchen
der 4 freien Platze F wahlt, M, hat dann nur
mehr eine Moglichkeit und das Paar (F3,M3)
kann sich auf 2 Arten setzen, so dass es im Fall
2 und im Fall 3 insgesamt jeweils 4-1-2 =38
Madglichkeiten gibt (Abb. 3).

N

Abb. 3: Eine Mdglichkeit fir M,

Die gesuchte Gesamtzahl bei n = 3 betrdgt also
6-(16+8+8) =192

Bei n = 4 kann diese Zahlstrategie mit viel Geduld
und Uberblick auch noch zum Ziel fiihren, ist aber
schon relativ aufwéndig!

Die allgemeine Ldsung: Klarer Weise gibt es (2n)!
Maglichkeiten, die 2n Personen zu setzen, davon ha-
ben wir allerdings jene abzuziehen, bei denen min-
destens ein Paar nebeneinander zu sitzen kommt.
Zieht man fir i = 1,...,n jene Mdglichkeiten ab,
bei denen das Paar i nebeneinander zu sitzen kommt,
so hat man viele Mdéglichkeiten doppelt abgezogen;
man muss zum Ausgleich wieder jene addieren, die
... . Dies erinnert Vertraute naturlich an die Formel
des Ein- und Ausschlief3ens.

4E{r einen Beweis verweisen wir auf die Literatur.

Bemerkung: Selbst wenn diese Formel im Unter-
richt bereits besprochen (und vielleicht auch be-
grindet) wurde, so féllt deren Anwendung in ver-
schiedenen Aufgaben (also sie gewissermalien zum
Leben zu erwecken, indem sie in verschiedenen Si-
tuationen erfolgreich zunéchst ,.erkannt“ und einge-
setzt wird) oft trotzdem noch schwer. Auch in Sto-
chastikkursen an der Universitat gehdren Aufgaben,
in denen die Formel des Ein- und AusschlieRens
sversteckt* ist, immer zu den schwierigen!

Diese Formel bezieht sich in ihrer urspriinglichen
Form auf das Abzdhlen von Vereinigungsmengen:
Wie kann man |A; UA; U ---UAy| zdhlen? Mit
|A1| +- - -+ |An| hat man zu viel, denn die paarweisen
Durchschnitte werden dabei ja doppelt gezahlt. Zieht
man nun alle paarweisen Durchschnitte zum ,,Aus-
gleich®* wieder einmal ab, so hat man dabei zu viel
abgezogen, denn alle Dreierdurchschnitte wéren jetzt
ja ganz weg. Also missen alle Dreierdurchschnitte
wieder addiert werden usw. Insgesamt ergibt sich sa-
lopp formuliert?:

[ArU---UAn[ =S [AIl= 5 |A DAL+ 5 AN
11<l2

i1<iy<is

A, NA;,] -3 |Ai, VAL NAGNAL+—. ..
11 <12<I3<lg

Ai (i=1,...,n) sei bei uns die Menge der Mdglich-
keiten, dass das Paar i nebeneinander zu sitzen
kommt (der Rest beliebig; da kdnnen dann evtl. noch
weitere Paare nebeneinander sitzen). Wenn wir mit
my die gesuchte Anzahl (bei n Paaren) bezeichnen,
dann ist zundchst m, = (2n)! — |A1U--- UAp|, und
wir konnen die Formel des Ein- und Ausschlielens
anwenden.

Zundchst ist aus Symmetriegriinden nattrlich klar,
dass hier die ,Zweierdurchschnitte” paarweise
gleichméchtig sind, ebenso die ,,Dreierdurchschnit-
te” usw. Mit wy bezeichnen wir die Machtigkeit so
eines ,,k-Durchschnitts”, in unserem Kontext also die
Anzahl von Mdglichkeiten, dass bestimmte (d. h.
vorgegebene!) k Paare nebeneinander zu sitzen kom-
men (k=1,...,n) und der Rest beliebig sitzt.

Mit der Formel des Ein- und Ausschlielens ergibt
sich dann:

mn —
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(Die jeweiligen k Paare konnen ja auf () Arten aus
den n Paaren ausgewahlt werden, d. h. es gibt (})
viele ,k-Durchschnitte”.)

Mit wo = (2n)! kann man auch schreiben

mp = %(—1)“' (E) W .

K=0
Nun missen wir also ,,nur“ noch die wy berechnen.
Auf wie viele Arten kdnnen die Leute so Platz neh-
men, dass bestimmte k Paare nebeneinander zu sitzen
kommen (der Rest kann beliebig sitzen)?

Klar ist zunédchst nur der Spezialfall :
Die Frau kann sich einen der 2n Stlihle aussuchen
und der zugehdrige Mann kann sich dann auf 2 Ar-
ten neben sie setzen.

Beim allgemeinen Fall wy kann obige Aufgabe 2 gute
Dienste leisten!

Fir k > 1 setzen wir zundchst ein bestimmtes (be-
liebiges) von den k Paaren, dies ist eben auf wy =
2-(2n) Arten moglich. Durch dieses Paar werden die
restlichen freien Stiihle zu einer ,,nicht geschlosse-
nen Kette” von der Lange 2n — 2 (der Anfang und
das Ende dieser Kette sind durch das erste Paar ge-
trennt). Auf diesen Stiihlen missen nun die anderen
k — 1 Paare so Platz nehmen, dass sie nebeneinander
zu sitzen kommen.

Das ist die Situation von Aufgabe 2 mit k — 1 Paa-
ren und einer ,,Kettenldnge” von insgesamt 2n — 2
Personen: Die Anzahl der Einzelpersonen muss hier
(2n —2) —2(k — 1) = 2n — 2k betragen® und die
Gesamtzahl der zu permutierenden ,,Objekte” daher
(2n—2k) + (k —1) = 2n —k — 1. Es gibt laut oben

(2n—k —1)!-2k-1 | Méglichkeiten dafir. Durch
Multiplikation dieser beiden Werte erhalten wir ins-
gesamt (auch fur k = 0 richtig!):

Wi = (2n)- (2n—k—1)1-2% (1)

Bemerkung: Mit diesen Werten wy ist auch die
Losung der schwierigeren Version der anderen For-
mulierung in Aufgabe 2 geliefert (vgl. Fullnote 2):
Auf wie viele Arten kann eine geschlossene Men-
schenkette mit 2n Personen gebildet werden, wenn
genau k Paare und (dazu passend) 2n — 2k Einzelper-
sonen zur Verfligung stehen?

Eine wichtige Frage®: Warum mussten wir hier das
erste Paar setzen und konnten dann erst obiges Argu-
ment von Aufgabe 2 (flir nicht geschlossene Ketten)

anwenden? Warum kann man bei einer ,,geschlos-
senen Kette” nicht gleich von vornherein argumen-
tieren: k Paare und 2n — 2k Einzelne, also 2n — k
Obijekte, sollen gesetzt werden; ,daher ist* wy ,="
(2n—k)!-2K?

Setzen wir den Ausdruck fiir w, noch oben ein, so
erhalten wir

M= 5 (0% (M) (2n) - (2n—k—1)1. 2%
5 ()

und das geschlechtsneutrale Ménage-Problem ist
gelost!

Tab. 1 zeigt die Werte von mp, beim geschlechtsneu-
tralen Ménage-Problem fiir 2 < n < 10 (mit CAS be-
rechnet; mit einem Taschenrechner kénnte man sie
nur — und das nur relativ mithsam — bis n = 6 berech-
nen; mit CAS konnte man natiirlich auf Knopfdruck
auch flr viele weitere und gréf3ere n die interessie-
renden Werte mp, berechnen).

Mp

8

192

11904

1125120

153262080
28507 207 680
6951513784320
2153151603671040
826 060810479206 400

O© 00 ~NOoO Ol W NS

(B9
o

Tab. 1: Werte von m, beim geschlechtsneutralen
Ménage-Problem

3 k,,.Doppelplatze* bei 2n Stihlen im
Kreis

Das folgende kombinatorische Problem ist erstens
fiir sich betrachtet interessant und hat zweitens den
\orteil, dass es in unmittelbarem Zusammenhang
sowohl zum geschlechtsneutralen Ménage-Problem
(siehe oben) als auch zum eigentlichen Ménage-
Problem (siehe unten) steht. Es ist in gewisser Weise
das Bindeglied zwischen ihnen (siehe unten: Weg 1).

Es ist nicht unbedingt nétig, das geschlechtsneutra-
le Ménage-Problem vorher zu behandeln. Dann ist

5Dies ist auch a priori klar, wenn k Paare im Spiel sind und die ,,Gesamtlange® 2n betrégt.
6An die Schiilerinnen und Schiiler bzw. Studierenden, falls sie sie nicht selbst stellen.

15



diese Aufgabe kein Bindeglied, sondern fir sich ge-
nommen eine Vorbereitung auf das Ménage-Problem
(Weg 2).

Problem:  Auf wie viele Arten kann man aus 2n
kreisférmig angeordneten Stiihlen genau k ,,Doppel-
platze* Uberlappungsfrei auswahlen?

Mit ,,Doppelplatz* ist hier die Koppelung zweier be-
nachbarter Stiihle gemeint; ,,iberlappungsfrei” soll
bedeuten, dass kein Stuhl an zwei Doppelplatzen be-
teiligt sein soll (siehe Abb. 4; Doppelplétze jeweils
durch Rechtecke angedeutet).

Abb. 4: k = 3 Doppelplétze aus 2n = 16 Stihlen

Wir bezeichnen mit dy die gesuchte Anzahl der
Madglichkeiten.

1. Weg:

Beim ersten Weg muss im Unterricht nattrlich expli-
zit darauf hingewiesen werden, dass diese Werte in
unmittelbarem Zusammenhang mit den obigen Wer-
ten wy stehen. Oder noch konkreter: Wie kdnnen die
Werte wy mittels der Werte dy, d. h. auf eine andere
Art als oben, dargestellt werden?

Durch diesen Hinweis sollte es nicht mehr allzu
schwierig sein, zu erkennen (Erklarung anschlie-
Rend):

wi = d - k!- 25 (2n — 2k)1.

dyx: Welche ,,.Doppelpléatze werden von den k Paa-
ren besetzt? k! : Welches Paar besetzt welchen Dop-
pelplatz? 2% Welcher Partner nimmt welchen Stuhl
des Doppelplatzes? (2n — 2k)! : Wohin setzen sich
die restlichen 2n — 2k Einzelpersonen? Klarer Weise
missen die entsprechenden Werte miteinander mul-
tipliziert werden.

Da wir in (1) schon eine Darstellung fiir wy haben, ist

dg-k!- 2K (2n—2k)! = (2n)- (2n—k — 1)1 2% .

Daraus erhalten wir unmittelbar firk =1,...,n

2n)-(2n—k—1)!
k!-(2n—2k)!

dc— |

Wir bestétigen diese Formel a posteriori auch fur die
speziellen Werte k =0, 1, n:

do = 1, d; = 2n, dn = 2 - wie erwartet
(die Formel stimmt also auch wieder fiir k = 0).

2. Weg:

Nun noch eine ,direkte“ Herleitung fir dx ohne
die Vorkenntnisse uber die Werte wy (wenn man
eben nicht vorher das ,,geschlechtsneutrale Ménage-
Problem® bearbeitet hat).

Wir beginnen von vorne; es ist klar: d; = 2n.

Fir d» kann der 1. Doppelplatz auf d; = 2n Ar-
ten gewahlt werden; dann bleibt noch eine ,Kette*
aus 2n — 2 Stiihlen tiber, aus der der zweite Doppel-
platz auf 2n — 3 Arten ausgewahlt werden kann. Weil
die Reihenfolge keine Rolle spielt, miissen wir noch
durch 2 dividieren: do = %22”*3)

Nun zu d3: Nach der Wahl des 1. Doppelplatzes
(2n) bleibt wieder die ,Kette” aus 2n — 2 Stiihlen
tber. Da wir darunter noch 2 Doppelplatze aussuchen
mussen, haben wir eigentlich nur 2n — 4 Objekte, da-
von 2n — 6 Einzelstiihle. Da die Permutation dieser
2n — 6 Einzelstiihle keine neuen Anordnungen der
Doppelplétze bringt (Division durch (2n—6)!) und

insgesamt die Reihenfolge keine Rolle spielt (Divisi-
( ) (2n—4)!

) 2n). {24t )
on durch 3!), erhalten wir: d3 = % Nun ist

der Weg fiir den allgemeinen Fall di schon ange-
deutet: k — 1 Doppelplédtze in der ,,Kette" aus 2n — 2
Stuhlen, d. h. 2n—k — 1 Objekte und darunter 2n — 2k
Einzelstiihle. Wir erhalten damit wie beim 1. Weg:

(zn) . (2n—k—1)!

q 2n—2K)! (2n)(2n—k —1)!
k = =

k! ki(2n—2k)!

Durch Erweiterung in Zéhler und Nenner mit dem
Faktor 2n — Kk ergibt sich eine etwas kiirzere Form:

2n 2n—k
dk:zn—k'< k ) @

Damit ist einerseits dieses Problem geldst, und mit
den Werten di konnen wir andererseits nun relativ
einfach das eigentliche Ménage-Problem Idsen.
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4 Das Ménage-Problem

Das Meénage-Problem: Um einen runden
Tisch stehen 2n Stihle. Auf wie viele Arten
konnen n Paare (d. h. 2n Personen) Platz nehmen,
so dass die beiden folgenden Bedingungen erfllt
sind?
e Kein Paar kommt nebeneinander zu sitzen
(d. h. niemand sitzt neben seiner Partnerin
[ ihrem Partner),
e niemand sitzt neben einer geschlechtsglei-
chen Person.

Wie oben soll auch dieses Problem zunéchst fur klei-
ne n bearbeitet werden (wenn man noch nicht {ber
die allgemeine Losungsstrategie verfugt; z. B. fir
2 < n < 4). Es ergibt sich:

n 23] 4
Anzahl der Maglichkeiten [ 0 | 12 | 96

Der Fall n = 2: Bei 4 Stiihlen (Abb. 5) kann F;
zundchst irgendwo Platz nehmen, dann muss ihr
Mann M3 diametral gegentiber sitzen (er darf ja nicht
neben seiner Frau zu sitzen kommen). Die beiden frei
bleibenden Stiihle haben aber beide F; und M als
Nachbarn, so dass sich F, und M» nicht mehr set-
zen konnen. Daher gibt es fiir n = 2 (4 Stiihle) keine
Losung. Es ist hier schon zu erkennen, dass zwischen
einer Frau und einem Mann niemals genau ein Stuhl
frei bleiben darf, denn dieser Stuhl kdnnte nicht den
Regeln entsprechend besetzt werden.

Abb. 5: Kein Platz mehr fiir F, und M,

Der Fall n = 3: Bei 6 Stiihlen (Abb. 6) kann F;
zunéchst irgendwo Platz nehmen (6 Mdglichkeiten),
dann muss ihr Mann M1 diametral gegeniber sitzen.
F> muss dann auf einem Nachbarstuhl von M; sit-
zen (2 Maoglichkeiten) und M, diametral gegendiber.

Damit sind auch die Positionen von F3 und M3 fest-
gelegt und alle 3 Paare sitzen einander diametral ge-
gendiber. Insgesamt also 6 - 2 = 12 Sitzmdglichkeiten
bei 6 Stiihlen und 3 Paaren.

Abb. 6: Paare sitzen einander diametral gegeniber,
moglich: F, < F3, M2 <> M3

Der Fall n = 4: Man sieht relativ rasch, dass M
hier nicht diametral gegeniber von F; Platz nehmen
kann (warum genau?). Nachdem F; irgendwo Platz
genommen hat (8 Mdglichkeiten) kann M1 nur auf
einem der beiden Nachbarstiihle des diametral ge-
gendber liegenden Stuhls Platz nehmen (Abb. 7). Je-
de dieser beiden Mdglichkeiten kann auf 6 Arten
erganzt werden (wie genau? — die zugehdrigen Si-
tuationen sind hier nicht mehr auf einen Blick zu
uUberschauen!), so dass sich insgesamt 8- (6+6) = 96
Madglichkeiten ergeben.

] [
Abb. 7: Zwei Moglichkeiten fur My

Das eigentliche Ménage-Problem unterscheidet sich
vom ,,geschlechtsneutralen” durch das zuséatzliche
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Verbot, dass geschlechtsgleiche Personen nebenein-
ander sitzen’. Zunachst ist klar, dass die Frauen ent-
weder auf den n Stiihlen mit ungerader Nummer
1,3,...,2n—1 oder auf den n Stihlen mit gerader
Nummer 2,4,...,2n sitzen missen. Daher liegt es
nahe, das Problem folgendermalRen lésen zu wol-
len: Die Damen kdnnen zunéchst auf 2(n!) Arten die
Stiihle besetzen. Fiir jede dieser Moglichkeiten gilt es
dann noch zu zdhlen, auf wie viele Arten die Herren
jeweils dazwischen Platz nehmen kénnen, so dass
keiner von ihnen neben seiner eigenen Frau sitzt®.

Die Zahlung dieser Madglichkeiten entpuppte sich
jedoch als recht schwierig®, aber man kam lange
nicht auf die ldee, dass durch einen anderen An-
satz das Problem um einiges einfacher zu ldsen ist:
Nicht die Damen® zunichst Platz nehmen lassen.
Bogart/Doyle (1986, S. 517) schreiben dazu: ,,It ap-
pears that it was only the tradition of seating the la-
dies first that made the ménage problem seem in any
way difficult. We may speculate that, were it not for
this tradition, it would not have taken half a century
to discover Touchard’s formula for My, [siehe unten].
Of all the ways in which sexism has held back the
advance of mathematics, this may well be the most
peculiar.”

Die allgemeine Losung: Zur allgemeinen Ldsung
des Ménage-Problems kann man ganz analog zum
»geschlechtsneutralen” vorgehen, ,,nur“ muss man
dafiir Sorge tragen, dass Frauen und Manner abwech-
selnd sitzen. Dies ist aber mittels obiger Sichtweise
und den Werten von dy sehr leicht moglich, und zwar
ohne zunéchst die Frauen auf die ungeraden oder ge-
raden Sitze zu setzen!

Die Anzahl aller moglichen Sitzordnungen, bei de-
nen Frauen und Manner abwechselnd sitzen, ist
2(n!)? (siehe Aufgabe 1). Davon miissen wir wieder
die Anzahl jener Mdglichkeiten abziehen, bei denen
mindestens ein Mann neben seiner eigenen Frau sitzt.

Ganz analog zu oben ergibt sich zunédchst fir die ge-

"Das war {ibrigens die Bedingung von Aufgabe 1.

suchte Anzahl M,

My = ki(l)k' (E) W )

wobei Wy die Anzahl der Frau-Mann-alternierenden
Sitzmoglichkeiten angibt, so dass bestimmte k Paare
nebeneinander zu sitzen kommen und der Rest belie-
big sitzt (da konnen dann evtl. noch weitere Paare ne-
beneinander sitzen; wir wissen bereits: Wo = 2(n!)?).

In weiterer Folge kdnnen wir mittels der Werte dy
schreiben (Erklarung der Faktoren zur Produktbil-
dung wieder anschlieBend):

Wi =2-dg-k!- (n—k)H)2.

2: Sitzen die Frauen auf den geraden oder auf den un-
geraden Stiihlen? dy: Welche ,,Doppelplatze” werden
von den k Paaren besetzt? k! : Welches Paar besetzt
welchen Doppelplatz*'? ((n —k)!)2: Wohin setzen
sich die restlichen n — k Frauen und n —k Mé&nner?

Setzen wir hier noch fur dy den Ausdruck von (2) ein,
so erhalten wir zundchst

2n 2n—k
2n—k

We=2-o— (", )-k!-((n—k)!)z,

wobei — wie verlangt — Wp = 2(n!)? ist. Dies einge-
setzt in obige Formel (3) fiir My, ergibt

n 2n 2n—k

Mp = i(fl)k- (k) 2m( . )-k!.((nfk)!)z

k=0

bzw. nach kurzer Rechnung

My = 2.1l -ki(—l)"-an—ik- (an_k> (N—K)!

Durch diese Formel ist nun auch das in der Kombina-
torik beriihmte Ménage-Problem auf relativ einfache
und elementare Art und Weise gelost (fiir konkrete

8Dies ist die ,klassische” (auf KAPLANSKY zuriick gehende) Methode; sie wird in den meisten Kombinatorik-Lehrbiichern dargestellt
(z. B. Jeger (1973)) und ist deutlich komplizierter als folgende Ldsung.

9Immerhin dauerte es mehr als 50 Jahre, dass eine Lésung gefunden wurde: namlich von 1891, als das Problem erstmals vom franzdsi-
cehen Mathematiker Edouard LUCAS (1842 — 1891) gestellt wurde, bis 1943 Irving KAPLANSKY (geb. 1917) erstmals eine be-
griindete L&sung angab. Zwar gab schon 1934 Jacques TOUCHARD eine Formel fiir die gesuchten Ménage-Zahlen My, an, blieb

aber einen Beweis schuldig — siehe Literaturverzeichnis.
10ynd auch nicht die Herren!

innerhalb der Paare bzw. Doppelplatze besteht jetzt keine Tauschmaglichkeit mehr, da die Damen alle entweder auf geraden oder

auf ungeraden Stiihlen sitzen missen.
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Herbsttagung des Arbeitskreises ,,Stochastik in der Schule” in der GDM vom 10. bis 12.
November 2006 in Soest (Landesinstitut fir Schule)

Liebe Kolleginnen und Kollegen,

hiermit mdchten wir Sie ganz herzlich zur diesjéhrigen Tagung einladen. Das Thema der Tagung
wird sein:

Schulbuchkonzepte
Naheres erfahren Sie ab Mai 2006 auf der Homepage
http://ww. nmat hemat i k. uni - dort mund. de/ ak- st och/
Zur Anmeldung schicken Sie bitte bis zum 1. September 2006 eine e-Mail an
J. M Meyer @ - onl i ne. de.

Teilen Sie bitte auch mit, ob Sie einen Vortrag halten mdchten (zusammen mit dem Thema und
ungefahrer Dauer).

Der Arbeitskreis erwartet eine spannende und ertragreiche Tagung.

Sprecher des Arbeitskreises:
Jorg Meyer

Laura Martignon

Elke Warmuth
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